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Аннотация. Доказана NP-трудность рассматриваемой в работе
постановки задачи цензурирования данных. К решению такой за-
дачи сводится одна из проблем анализа данных. В качестве ко-
личественной оценки компактности образа используется функция
конкурентного сходства (FRiS-функция), с помощью которой оце-
нивается локальное сходство объектов со своими ближайшими со-
седями. Ил. 1, библиогр. 23.
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Введение

Развитие технологий в современном мире приводит к экспоненциаль-
ной скорости роста объёма информации в самых разных областях, что
даёт, с одной стороны, новые возможности для решения различных при-
кладных задач, но, с другой стороны, повышает риск появления ошибок
в анализируемых данных. Поэтому в настоящее время проблема цензу-
рирования данных (data filtering, data cleaning) приобретает всё боль-
шую актуальность при решении самых разных задач [1–3]. В большин-
стве стандартных пакетов данных используются различные алгоритмы
фильтрации данных [4–15].

В работе рассматривается задача очистки обучающей выборки, пред-
ставленной объектами двух классов, от шумовых объектов только одного
класса, т. е. при этом повышается качество описания одного образа при
фиксированном втором образе. Такие задачи возникают, в частности,
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при анализе биомедицинских данных, требующем полного сохранения
данных одного из образов.

Исключение из обучающей выборки неверно классифицированных
объектов (или объектов-выбросов) осуществляется на основе анализа ло-
кального окружения объектов. Данный подход опирается на гипотезу ло-
кальной компактности [16]. Количественная характеристика локальной
компактности образа оценивается с помощью функции конкурентного
сходства, успешно используемой в когнитивном анализе данных при ре-
шении различных прикладных задач [17–20].

1. Цензурирование объектов-выбросов с помощью

функции конкурентного сходства

1.1. FRiS-компактность и качество описания выборки. Для
получения количественной оценки компактности образов в фиксирован-
ном признаковом пространстве предлагается использовать FRiS-функ-
цию, с помощью которой формализуется представление о компактно-
сти как о «высоком» сходстве объектов одного образа друг с другом
и «низком» сходстве с объектами других образов. Пусть даны два обра-
за: A и B. Для вычисления конкурентного сходства объекта z с объектом
a ∈ A в конкуренции с объектом b ∈ B с опорой на некоторую метрику τ,
определяющую расстояние между этими объектами, используется тер-
нарная относительная мера, которая называется функцией конкурент-
ного сходства или FRiS-функцией (function of rival similarity) [19]:

F (z, a|b) = τ(z, b) − τ(z, a)

τ(z, b) + τ(z, a)
.

Конкурентное сходство объектов с образами будем определять по тому
же принципу, что и конкурентное сходство объектов с объектами:

F (z,A|B) =
τ(z,B) − τ(z,A)

τ(z,B) + τ(z,A)
. (1)

Для произвольного объекта z ∈ A мера конкурентного сходства этого
объекта со своим образом в конкуренции с образом B показывает, на-
сколько этот объект похож на представителей своего образа и не похож
на представителей образа B. Эту характеристику можно определить для
каждого объекта в отдельности и тем самым оценить вклад этого объ-
екта в компактность своего образа [17]:

FA|B(A) =
1

|A|
∑

a∈A
F (a,A|B), (2)

где |A|— число объектов образа A. Далее эта величина будет называться
FRiS-компактностью образа A.
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Так как с ростом числа исключённых объектов неизбежно повышает-
ся переобученность метода, для учёта этого эффекта используется нор-
мирующий коэффициент |A∗|

/
|A|, где |A∗| = |A \A′|— число объектов,

оставшихся после удаления |A′| объектов, принадлежащих образу A. Тем
самым компактность «очищенного» образа задаётся формулой

HA|B(A
∗) =

|A∗|
|A| FA∗|B(A

∗) =
1

|A|
∑

a∈A∗

F (a,A∗|B). (3)

Для решения рассматриваемой задачи необходимо найти множество
A′ удалённых объектов или множество A∗ = A\A′ оставшихся объектов,
на котором достигается максимум HA|B(A

∗).

1.2. Постановка задачи. Даны два непересекающихся конечных
множества объектов A и B, |A ∪ B| = M. Задана матрица попарных
расстояний между всеми объектами множества A ∪ B; в качестве рас-
стояния от объекта до образа используется среднее расстояние до k > 1
ближайших объектов образа при условии, что |A| > k + 1, |B| > k + 1.
Требуется найти множество объектов A′ ⊂ A, удаление которых обеспе-
чивает максимум функции HA|B(A

∗).
Множество A ∪ B можно записать как выборку {(xi, yi)}i=1,M , где

yi ∈ {−1, 1} — номинальный целевой признак. Образ A запишем как мно-
жество объектов {xi | yi = 1, i = 1,M}, B— как {xi | yi = −1, i = 1,M};
y = {yi}i=1,M . Тогда (2) запишем в следующем виде:

FA|B(A) =
1

|{xi | yi = 1, i = 1,M}|
×

∑

i : yi=1

F (xi, {xj | yj = 1, j = 1,M}|{xj | yj = −1, j = 1,M}). (4)

Для заданного вектора y определим множество

T = {t = {ti}i=1,M | ti ∈ {−1, 0, 1}; ti = yi, если yi = −1}.

Здесь ti = 0 означает, что i-й объект выборки исключён, а второе усло-
вие гарантирует, что удаляться могут только объекты образа A. При
решении задачи поиска объектов-выбросов образа A все изменения ка-
саются только целевого признака объектов образа A, поэтому целью яв-
ляется нахождение вектора значений целевого признака t ∈ T. Тогда
A′ = {xi | ti = 0, i = 1,M}, A∗ = {xi | ti = 1, i = 1,M}.

Таким образом, для решения рассматриваемой смысловой задачи тре-
буется решить экстремальную задачу — найти вектор t∗, определяющий
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множество A∗, на котором достигается максимум HA|B(A
∗):

t∗ = argmax
t∈T

∑

i : ti=1

F (xi, {xj | tj = 1, j = 1,M}|{xj | tj = −1, j = 1,M}).

2. Вычислительная сложность задачи

Доказательство NP-трудности будет выполнено сведением известной
NP-полной задачи о вершинном покрытии графа к задаче выбора под-
множества, на котором компактность образа будет максимальна.

Задача ВП (вершинное покрытие) [21]. Даны граф G = (V,E) и по-

ложительное целое число J 6 |V |. Имеется ли в графе G вершинное

покрытие не более чем из J элементов, т. е. такое подмножество V ′ ⊆ V,
что |V ′| 6 J и для каждого ребра {u, v} ∈ E хотя бы одна из вершин u
или v принадлежит V ′?

В качестве метрики τ в (1) используется среднее расстояние до k > 1
ближайших объектов образа. Для доказательства потребуется

Утверждение 1. Для любого k ∈ N и любого положительного r1 ∈ Q

существуют числа r и r2 такие, что

0 < r < r1 < r2 < 2r, (5)
r − r1
r + r1

+
r2 − r1

2kr2 − r2 + r1
> 0. (6)

Здесь и далее N— множество натуральных чисел, Q— множество ра-
циональных чисел.

Доказательство. Имеем

r − r1
r + r1

+
r2 − r1

2kr2 − r2 + r1
=

(r − r1)(2kr2 − r2 + r1) + (r2 − r1)(r + r1)

(r + r1)(2kr2 − r2 + r1)
.

Учитывая, что (r + r1)(2kr2 − r2 + r1) > 0, найдём r2, для которых вы-
полняется (6):

(r − r1)(2kr2 − r2 + r1) + (r2 − r1)(r + r1)

= 2krr2 − 2kr1r2 + 2r1r2 − 2r21 > 0,

т. е. r2(kr − kr1 + r1) > r21. Отсюда kr − kr1 + r1 > 0, что верно для всех
k ∈ N при

r >
k − 1

k
r1. (7)

Итак,

r2 >
r21

kr − kr1 + r1
. (8)
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Далее найдём r, для которых

r21
kr − kr1 + r1

< 2r, (9)

т. е. r21 < 2kr2 − 2krr1 + 2rr1. Обозначим через r∗1,2 корни квадратного
уравнения

2kr2 − (2kr1 − 2r1)r − r21 = 0,

r∗1,2 =
(2kr1 − 2r1)±

»

4k2r21 − 8kr21 + 4r21 + 8kr21
4k

= r1
k − 1±

√
k2 + 1

2k
.

Так как k − 1 <
√
k2 + 1, при r > 0 имеем

r > r1
k − 1 +

√
k2 + 1

2k
.

Поскольку k−1+
√
k2+1

2k > k−1
k для всех k ∈ N, выполняется (7). Нетрудно

показать, что
k − 1 +

√
k2 + 1

2k
< 1.

Таким образом, учитывая (5), получим множество значений r:

r ∈
Å

k − 1 +
√
k2 + 1

2k
r1, r1

ã

. (10)

Определим множество значений r2: r1 < r2 < 2r. Очевидно, что для
всех k ∈ N при r < r1 справедливо

r1 <
r21

kr − kr1 + r1
. (11)

Из (8), (9) и (11) следует, что

r2 ∈
Å

r21
kr − kr1 + r1

, 2r

ã

. (12)

Показано, что для любого k ∈ N и любого положительного r1 ∈ Q

существуют r и r2, определяемые согласно (10) и (12) и удовлетворяющие
требуемым условиям. Утверждение 1 доказано.

Для удобства изложения и визуализации A назван образом белых
объектов, а B— образом чёрных объектов.

Теорема 1. Задача поиска наименьшего вершинного покрытия про-

извольного графа G = (V,E) сводится к задаче выбора из некоторой

искусственной выборки XG множества объектов A∗ ⊆ A, на котором

достигается максимум функционала H.
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При этом выборка XG строится по G за полиномиальное время и име-

ет полиномиальное число объектов относительно |V |+ |E|, а в A∗ содер-

жится не менее k + 1 объектов образа A.

Доказательство. По заданному графу G = (V,E) построим XG

следующим образом.
Пусть в XG будет два класса: A— белые объекты, B— чёрные объек-

ты, а удаляться могут только белые объекты. Каждой вершине A графа
поставим в соответствие белый объект A, а каждому ребру AB поста-
вим в соответствие группу из k белых объектов {(AB)i} = {(AB)i |
i = 1, . . . , k}. Расстояние между объектами, соответствующими смеж-
ным вершинам графа, положим равным r1. Расстояние между каждым
объектом группы, соответствующей ребру графа, и объектом, соответ-
ствующим вершине графа, являющейся одним из концов данного ребра,
также положим равным r1.

Для каждой вершины A добавим группу из k чёрных объектов: {Ai} =
{Ai | i = 1, . . . , k}, каждый из которых расположим на расстоянии r
от объекта A и на расстоянии r2 от каждого объекта из группы {(AB)i},
соответствующей ребру AB. Расстояния между объектами внутри груп-
пы чёрных объектов положим равными r, внутри группы белых объек-
тов — равными r2.

На r, r1, r2 наложим условие 0 < r < r1 < r2 < 2r, при этом r и r2
задаются согласно (10) и (12).

Все неоговоренные выше расстояния положим равными R > r2. Пред-
полагается, что R < 2r, тогда заданная цепочка неравенств r < r1 < r2 <
R < 2r обеспечивает выполнение неравенства треугольника.

Итак, выборка XG построена (рис. 1).
Из (1) следует, что вклады в HA|B(A) всех белых объектов, входящих

в группы типа {(AB)i}, одинаковы. Учитывая, что каждой вершине со-
ответствует один белый объект A, а каждому ребру соответствует группа
из k белых объектов {(AB)i}, получим

HA|B(A) =
|V |F (A,A|B) + |E|kF ((AB)i,A|B)

|V |+ k|E| .

Ставится задача найти множество A∗ = A \A′, на котором значение
функционала HA|B(A

∗) максимально.
Рассмотрим произвольную группу белых объектов, соответствующих

ребру AB и его вершинам A и B, а также достроенные к ним чёрные объ-
екты, и проанализируем вклад каждого из белых объектов в HA|B(A

∗).
Вклад объекта A (B) не превосходит (r − r1)/(r + r1); равенство до-

стигается, если в A∗ входят k белых объектов образа A, находящихся
на расстоянии r1 от A(B). Согласно (5) этот вклад отрицательный.
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Рис. 1. Пример графа G, состоящего из четырёх вершин,
и построение искусственной выборки XG, k > 1

Если в A∗ не входят объекты типа A, то вклад объекта (AB)i макси-
мален при вхождении в A∗ всех объектов группы {(AB)i} и будет равен

kr2 − (k − 1)r2 −R

kr2 + (k − 1)r2 +R
,

где ((k−1)r2+R)/k — среднее расстояние до k ближайших белых объек-
тов образа A, входящих в A∗. В этом случае вклад отрицательный, так
как r2 < R.

Если в A∗ входит объект A и/или B и вся группа {(AB)i}, то вклад
каждого объекта (AB)i из этой группы равен

kr2 − (k − 1)r2 − r1
kr2 + (k − 1)r2 + r1

,

где ((k − 1)r2 + r1)/k — среднее расстояние до k ближайших белых объ-
ектов образа A, входящих в A∗. В данном случае согласно (5) вклад
положительный.
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Заметим, что при заданных условиях на расстояния r, r1, r2 в силу
утверждения 1 вклад в HA|B(A

∗) объекта (AB)i и объекта типа A равен

r − r1
r + r1

+
r2 − r1

2kr2 − r2 + r1
> 0.

Таким образом, для того чтобы объект типа (AB)i вошёл в A∗, необ-
ходимо и достаточно, чтобы в A∗ входил по крайней мере один объект
типа A, соответствующий вершине A или B.

Поскольку объекты типа A входят с отрицательным весом, очевид-
но, что максимальное значение функционала H достигается, когда в A∗

входит минимальное число |V ′| 6 |V | таких объектов:

HA|B(A
∗) =

|V ′|F (A,A∗|B) + |E|kF ((AB)i,A
∗|B)

|V |+ k|E|

=
1

|V |+ k|E|

Å

|V ′|r − r1
r + r1

+ |E|k r2 − r1
2kr2 − r2 + r1

ã

.

Далее покажем, что вершины, соответствующие объектам типа A,
входящим в множество A∗, на котором достигается максимальное значе-
ние функционала H, образуют минимальное вершинное покрытие графа
G(V,E).

Пусть данные вершины не образуют вершинного покрытия, т. е. су-
ществует объект (AB)i, входящий в соответствующую ребру AB группу,
такой, что в A∗ не входят объекты A и B. Тогда вклад (AB)i в HA|B(A

∗),
равный

F ((AB)i,A
∗|B) =

kr2 − (k − 1)r2 −R

kr2 + (k − 1)r2 +R
< 0,

уменьшает значение функционала H, что противоречит оптимальности
HA|B(A

∗).
Пусть вершинное покрытие V ′, образованное данными вершинами,

не минимально, т. е. существует множество A∗
1
⊂ A, содержащее все

объекты типа (AB)i и |V ′
1 | объектов типа A, и |V ′

1 | < |V ′|. Учитывая, что
вклад объектов типа A, равный (r − r1)/(r + r1), отрицателен, получим
HA|B(A

∗) < HA|B(A
∗
1
), что противоречит предположению об оптималь-

ности HA|B(A
∗).

Таким образом, доказано, что для достижения максимального значе-
ние HA|B(A

∗) необходимо и достаточно вхождения в A∗ всех объектов
входящих в группы типа {(AB)i}, соответствующие рёбрам графа G,
и объектов типа A, соответствующих минимальному вершинному покры-
тию V ′ ⊆ V графа G.



68 О. А. Кутненко, А. В. Плясунов

Также показан способ построения минимального вершинного покры-
тия по известному множеству A∗, т. е. задача поиска минимального вер-
шинного покрытия произвольного графа G сведена к задаче выбора
из некоторой искусственной выборки XG множества объектов A∗, на ко-
тором достигается максимум критерия H.

При этом время построенияXG и время преобразованиямножестваA∗

в вершинное покрытие имеет порядок O(|V | + k|E|). Так как в множе-
ство A∗ наряду с k объектами (AB)i входит объект A и/или B, то |A∗| >
k + 1, что позволяет использовать заданную выше метрику τ в качестве
расстояния от объекта до образа. Теорема 1 доказана.

Поскольку A′ = A \A∗, из доказанной теоремы вытекает

Следствие 1. Задача поиска множества A′ = A \A∗ удаляемых объ-

ектов-выбросов образа A NP-трудна.

NP-трудность рассмотренной постановки задачи цензурирования объ-
ясняет применение различных эвристических алгоритмов для решения
задач цензурирования данных, в которых в качестве количественной
оценки компактности образа используется функция конкурентного сход-
ства [4, 22, 23].

Заключение

Показана NP-трудность экстремальной задачи поиска множества,
на котором согласно заданному критерию достигается максимум оценки
компактности образа. Таким образом, показана труднорешаемость соот-
ветствующей проблемы анализа данных. Отметим, что в настоящее вре-
мя неизвестно алгоритмов цензурирования данных с гарантированными
оценками точности для решения рассмотренной задачи.
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Abstract. We prove the NP-hardness of the problem of outliers detec-
tion considered in this paper, to solving which a data analysis problem
is reduced. As a quantitative assessment of the compactness of the
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