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Аннотация. Рассматривается NP-трудная в сильном смысле за-
дача поиска в сбалансированном полном двудольном графе с веса-
ми на рёбрах и разбиением одной его доли на несколько непустых
непересекающихся множеств такого совершенного паросочетания,
что наибольший суммарный вес рёбер паросочетания, покрываю-
щих все вершины одного множества разбиения, минимален. Пред-
ложена характеризация решений специального случая этой зада-
чи, в котором, во-первых, веса рёбер графа принимают значения
из множества {0, 1,∆}, где ∆— целое число, большее количества
рёбер единичного веса, и, во-вторых, есть совершенное паросочета-
ние, состоящее исключительно из рёбер нулевого и единичного ве-
сов. Кроме этого, выделены полиномиально разрешимый и сильно
NP-трудный случаи рассматриваемой задачи. Установлена эквива-
лентность специального случая задачи с фиксированным числом
множеств, на которые разбивается доля графа, задаче поиска со-
вершенного паросочетания заданного веса в сбалансированном дву-
дольном графе с весами на рёбрах. Ил. 5, библиогр. 29.
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Введение

Классическая задача комбинаторной оптимизации — задача о назна-
чениях — восходит к работам [1] французского математика и инженера
Гаспара Монжа (1746–1818). Основные результаты относительно этой
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задачи были получены в середине XX в. Эти результаты вместе с ре-
зультатами из области линейного (и целочисленного линейного) про-
граммирования положили начало становлению комбинаторной оптими-
зации [2]. Начиная с середины XX в. активно изучаются различные ва-
рианты задачи о назначениях [3, 4]: задача о назначениях на узкое ме-
сто [5], квадратичная задача о назначениях [6,7], сбалансированная зада-
ча о назначениях [8] и др. Сравнительно недавно, в 2015 г., М. Баркетов,
Э. Пеш и Я. Шафранский в работе [9] предложили обобщение задачи
о назначениях, которое в английском варианте носит название min-max

weighted matching и индуцируется актуальной проблемой оптимиза-
ции погрузочно-разгрузочных операций на железнодорожном термина-
ле. Мы будем говорить об этом обобщении как о задаче наибольшая

часть максимального паросочетания.
Основная цель настоящей работы заключается в продолжении ис-

следования вопросов, связанных с вычислительной сложностью задачи
наибольшая часть максимального паросочетания, которое бы-
ло начато в [9]. Мотивацией исследований служат слабая изученность
рассматриваемой задачи и актуальность её приложений в области орга-
низации работы контейнерных терминалов.

Отметим также, что в литературе изучаются и другие задачи, кото-
рые моделируют различные ситуации, возникающие при транспортиров-
ке грузовых контейнеров [10–13].

Приведём необходимые определения и формулировку исследуемой за-
дачи. Рассматриваются конечные графы G = (V,E) без кратных рёбер
и петель с множеством вершин V = V (G) и множеством рёбер E = E(G).
Все стандартные теоретико-графовые понятия и обозначения, не опре-
деляемые в работе, могут быть найдены в [14].

Граф G = (V,E) называется двудольным, если его множество вершин
можно разбить на два подмножества U и W так, что каждое ребро гра-
фа соединяет некоторую вершину из множества U с какой-нибудь вер-
шиной из множества W. Такой граф будем обозначать G = (U ∪W,E),
а множества U и W будем называть долями графа G. При этом если
|U | = |W |, то граф G называется сбалансированным двудольным. Ес-
ли каждая вершина доли U смежна (т. е. соединена ребром) с каждой
вершиной доли W, то граф G называется полным двудольным.

Подмножество M множества рёбер графа G называется паросоче-

танием, если в M нет смежных рёбер (т. е. рёбер с общей концевой
вершиной). Паросочетание M графа G называется максимальным, если
в графе G нет другого паросочетания, содержащего паросочетание M.
Будем говорить, что вершина v ∈ V (G) графа G покрывается паросоче-

танием M, если в M найдётся ребро, инцидентное вершине v. Паросо-
четание M графа G называется совершенным, если оно покрывает все
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вершины графа G. Пусть каждому ребру e ∈ E(G) графа G приписан
вес w(e) ∈ {q ∈ Q | q > 0}. Если E′ — непустое подмножество множества
рёбер графа G, то сумму весов рёбер из множества E′ будем обозначать
через w(E′). Вес паросочетания M — сумма весов его рёбер:

w(M) =
∑

e∈M

w(e).

Пусть G = (U ∪W,E) — полный двудольный граф с весами на рёб-
рах w : E → {q ∈ Q | q > 0}. Пусть также зафиксировано разбие-
ние доли U на m > 2 непустых множеств U1, U2, . . . , Um. Множества
U1, U2, . . . , Um−1 и Um, составляющие разбиение доли U, будем назы-
вать компонентами графа G. Множество рёбер графа G, которые инци-
дентны вершинам компоненты Ui, будем обозначать через δ(Ui), где i ∈
{1, 2, . . . ,m}. Пусть M — произвольное максимальное паросочетание гра-
фа G. Вес компоненты Ui относительно паросочетания M — сумма весов
рёбер изM, инцидентных вершинам компоненты Ui, т. е. w(M∩δ(Ui)), где
i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Стоимость v(M) паросочетания M — максимальный
вес компоненты относительно паросочетания M среди всех компонент
U1, U2, . . . , Um графа G

v(M) = max
i∈{1,2,...,m}

w(M ∩ δ(Ui)).

В работе рассматривается задача, которая в распознавательном вариан-
те формулируется следующим образом.

Задача наибольшая часть максимального паросочетания.

Условие: задан полный двудольный граф G = (U∪W,E) с весами на рёб-

рах w : E → {q ∈ Q | q > 0} и m > 2 компонентами U1, U2, . . . , Um−1 и Um,
а также целое неотрицательное число k.

Вопрос: существует ли в графе G максимальное паросочетание M,
стоимость которого не превосходит k?

Оптимизационная версия этой задачи состоит в том, чтобы найти в за-
данном полном двудольном графе G = (U ∪W,E) с весами на рёбрах
w : E → {q ∈ Q | q > 0} и m > 2 компонентами U1, U2, . . . , Um−1 и Um

максимальное паросочетание M наименьшей стоимости. В работе [9] до-
казано, что при любом ε > 0 не существует полиномиального алгоритма,
который находит (2−ε)-приближённое решение оптимизационной версии
задачи наибольшая часть максимального паросочетания в слу-
чае, когда веса рёбер принимают значения 0, 1, 2 и 4 (в предположении,
что гипотеза P 6= NP справедлива).

В любом сбалансированном полном двудольном графе всякое макси-
мальное паросочетание совершенно. В оригинальной постановке задачи
наибольшая часть максимального паросочетания не требуется,
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чтобы полный двудольный граф G был сбалансированным. В [9] отме-
чено, что задача может быть сведена к задаче со сбалансированным
полным двудольным графом с помощью добавления в граф G допол-
нительных вершин с инцидентными им рёбрами нулевого веса, поэтому
в дальнейшем можем ограничиться рассмотрением лишь сбалансирован-
ных полных двудольных графов и работать только с совершенными па-
росочетаниями. В дальнейшем договоримся, что в рассматриваемой за-
даче полный двудольный граф G сбалансирован, искомое максимальное
паросочетание M графа G совершенно, а саму задачу будем именовать
наибольшая часть совершенного паросочетания.

Несмотря на близость к полиномиально разрешимой задаче о назна-
чениях, задача наибольшая часть совершенного паросочетания

NP-полна для нефиксированного числа компонент m даже в случае, ко-
гда веса рёбер графа принадлежат множеству {0, 1, 2, 4} [9]. Стало быть,
для этой задачи нет точных полиномиальных и псевдополиномиальных
алгоритмов в предположении, что гипотеза P 6= NP справедлива [15].
По этой причине представляется важным поиск специальных случаев
этой задачи, для которых указанные алгоритмы существуют. Основные
результаты работы заключаются в следующем. Во-первых, установлен
сложностной статус двух специальных случаев задачи наибольшая

часть совершенного паросочетания (разд. 3). Показано, что за-
дача для сбалансированных полных двудольных графов, веса рёбер ко-
торых принадлежат множеству {0, 1}, полиномиально разрешима; од-
новременно с этим задача для сбалансированных полных двудольных
графов, веса рёбер которых принимают значения 0, 1 и 2, а каждая ком-
понента содержит не более чем две вершины, относится к числу NP-пол-
ных задач. Во-вторых, установлена эквивалентность задачи наиболь-

шая часть совершенного паросочетания в случае, когда число
компонент фиксировано (т. е. не является частью условия задачи), за-
даче поиска совершенного паросочетания заданного веса в сбалансиро-
ванном двудольном графе с весами на рёбрах (разд. 4). Кроме этого,
в разд. 1 показано, что задача наибольшая часть совершенного

паросочетания сводится к частному случаю этой задачи, в котором
веса рёбер графа принимают значения из множества {0, 1,∆}, где ∆—
произвольное целое число, большее количества рёбер единичного веса,
рёбра единичного веса в графе попарно не смежны и наименьшая стои-
мость совершенного паросочетания в графе меньше ∆. Это сведе́ние об-
щего случая задачи к указанному частному случаю обуславливает важ-
ность последнего. В разд. 2 получены необходимые и достаточные усло-
вия существования совершенного паросочетания стоимости не больше k
(k < ∆) в сбалансированном полном двудольном графе G, веса рёбер
которого принимают значения из множества {0, 1,∆}.
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1. Переход к графу, веса рёбер которого принимают

значения из множества {0, 1,∆}
В этом разделе покажем, что существует псевдополиномиальное пре-

образование сбалансированного полного двудольного графа G = (U ∪
W,E) с весами на рёбрах и m компонентами в сбалансированный полный
двудольный граф G∗ с весами на рёбрах w∗ : E(G∗) → {0, 1,∆} и m ком-
понентами, в котором рёбра единичного веса попарно не смежны, с усло-
вием, что наименьшая стоимость совершенного паросочетания сохраня-
ется. Такое сведе́ние общего случая задачи к специальному позволит
в дальнейшем получить необходимые и достаточные условия существо-
вания совершенного паросочетания ограниченной стоимости (разд. 2),
а также установить связь задачи наибольшая часть совершенного

паросочетания с задачей точное совершенное паросочетание

(разд. 4).
Пусть G = (U ∪W,E) — сбалансированный полный двудольный граф

с весами на рёбрах w : E → {q ∈ Q | q > 0} и m > 2 компонентами U1, U2,
. . . , Um. Для того чтобы перейти к целочисленным весам, умножим веса
рёбер на наименьшее общее кратное p их знаменателей. В результате сто-
имость любого совершенного паросочетания графа G изменится в p раз.
Таким образом, мы можем предполагать, что веса рёбер w(e), e ∈ E, яв-
ляются целыми числами. Отметим также следующий очевидный факт:
стоимость любого совершенного паросочетания графа G не больше сум-
мы весов рёбер w(E(G)) графа G.

u v

1 0 1 0 1

u v
. . .

Рис. 1. Замена ребра {u, v} в графе G простой цепью Puv длины
2w({u, v})− 1, в которой рёбра веса 1 и рёбра веса 0 чередуются

Преобразуем граф G следующим образом. Каждое его ребро {u, v} ∈
E, вес которого не меньше чем 2, заменим простой цепью Puv длины
2w({u, v})− 1, в которой рёбра веса 0 и рёбра веса 1 чередуются и край-
ние рёбра имеют вес 1, как показано на рис. 1. Получившийся в резуль-
тате граф обозначим через ‹G. Нетрудно видеть, что граф ‹G двудольный.
Доли графа ‹G обозначим через ‹U и W̃ , при этом U ⊆ ‹U иW ⊆ W̃ .Допол-
ним двудольный граф ‹G до полного двудольного графа, добавив в него
необходимые рёбра веса w(E(G))+1 между вершинами доли ‹U и верши-
нами доли W̃ . Определим разбиение доли ‹U графа ‹G на m компонент
‹U1,‹U2, . . . ,‹Um. Сначала положим ‹U1 = U1, ‹U2 = U2, . . . , ‹Um = Um. Затем
для каждого ребра {u, v} ∈ E веса не меньше чем 2 проделаем следую-
щее действие: все вершины соответствующей цепи Puv, принадлежащие
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доле ‹U, отнесём в ту же компоненту ‹Ui, в которой находится концевая
вершина ребра {u, v}, принадлежащая доле ‹U. В результате получим
сбалансированный полный двудольный граф ‹G = (‹U ∪ W̃ , ‹E) с весами
на рёбрах w̃ : ‹E → {0, 1, w(E(G)) + 1} и m компонентами ‹U1,‹U2, . . . ,‹Um.

Лемма 1. Наименьшие стоимости совершенных паросочетаний гра-

фов G и ‹G равны.

Доказательство. Утверждение непосредственно вытекает из сле-
дующих простых фактов. Если вес ребра {u, v} ∈ E графа G не мень-
ше чем 2, то он равен числу рёбер единичного веса в соответствующей
цепи Puv графа ‹G. Если M — совершенное паросочетание стоимости k
графа G, то для того чтобы получить совершенное паросочетание сто-
имости k графа ‹G, достаточно в M заменить каждое ребро {u, v} веса
не меньше чем 2 на все рёбра единичного веса соответствующей простой
цепи Puv. Если M — совершенное паросочетание стоимости k 6 w(E(G))

графа ‹G, то для того чтобы получить совершенное паросочетание сто-
имости k графа G, достаточно осуществить обратное преобразование,
т. е. заменить в M все рёбра единичного веса каждой простой цепи Puv,
все рёбра единичного веса которой содержатся в M, соответствующим
ребром {u, v} ∈ E. Лемма 1 доказана.

Рассмотрим свойства графа ‹G. Во-первых, заметим, что в ‹G число
рёбер единичного веса совпадает с суммой весов рёбер графа G, т. е.

|{e ∈ E(‹G) | w̃(e) = 1}| = w(E(G)). (1)

Это наблюдение непосредственно следует из способа преобразования гра-
фа G в граф ‹G. Каждое замещаемое ребро e графа G заменяется про-
стой цепью, в которой число рёбер единичного веса равно весу ребра e.
Во-вторых, еслиM — совершенное паросочетание наименьшей стоимости
графа ‹G, то

v(M) 6 w(E(G)). (2)

Это неравенство немедленно следует из леммы 1 и того факта, что сто-
имость любого совершенного паросочетания графа G не больше чем
w(E(G)). Известно [16, с. 481], что наличие в графе G совершенного
паросочетания веса k 6 w(E(G)) равносильно существованию в графе ‹G
совершенного паросочетания веса k 6 w(E(G)).

В графе ‹G, вообще говоря, могут встречаться смежные рёбра единич-
ного веса. По графу ‹G построим сбалансированный полный двудольный
граф G∗ с весами на рёбрах w∗ : E(G∗) → {0, 1, w(E(G)) + 1} и m компо-
нентами такой, что

а) в G∗ нет смежных рёбер единичного веса;
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u

1 1

W̃1 W̃2

u u′

w′

W̃1 W̃2

1 10 0

(а)
w

1 1

‹U1
‹U2

w w′

u′

‹U1
‹U2

1 10 0

(б)

Рис. 2. Фрагмент графа ‹G и результат применения локального
преобразования графа ‹G относительно (а) вершины u ∈ ‹U, (б) вершины

w ∈ W̃ (веса не изображённых на рисунке рёбер равны w(E(G)) + 1)

б) наименьшие стоимости совершенных паросочетаний графов ‹G иG∗

равны;
в) в ‹G существует совершенное паросочетание веса k 6 w(E(G)) то-

гда и только тогда, когда в графе G∗ существует совершенное паросоче-
тание веса k 6 w(E(G)).

Рассмотрим локальное преобразование графа ‹G, которое уменьшает
число пар смежных рёбер единичного веса. Если в графе ‹G есть смежные
рёбра единичного веса, то в этом графе найдётся вершина множества ‹U
или множества W̃ , инцидентная двум или более рёбрам единичного веса.
Рассмотрим два случая.

Пусть u ∈ ‹U — вершина графа ‹G, инцидентная двум или более рёбрам
единичного веса. Разобьём множество W̃ на два подмножества W̃1 и W̃2

таким образом, чтобы в каждом из множеств W̃1 и W̃2 была хотя бы
одна вершина такая, что ребро графа ‹G, соединяющее её с вершиной u,

имеет вес 1 (рис. 2(а)). Добавим в граф ‹G новые вершины u′ и w′, а так-
же рёбра между вершиной u′ и вершинами множества W̃ ∪ {w′}, рёбра
между вершиной w′ и вершинами множества ‹U. Положим веса рёбер
между вершиной u′ и вершинами множества W̃1 равными w(E(G)) + 1.

Для каждой вершины w ∈ W̃2 положим вес ребра {u′, w} равным весу
ребра {u,w}. Изменим веса рёбер между вершиной u и вершинами мно-
жества W̃2 на w(E(G))+1. Положим веса рёбер {w′, u} и {w′, u′} равны-
ми 0, а вес ребра {w′, v} для каждой вершины v ∈ (‹U \ {u, u′}) равным
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w(E(G)) + 1. Вершину u′ отнесём в ту из компонент ‹Ui, i ∈ {1, 2, . . . ,m},
в которой находится вершина u. В результате получим сбалансирован-
ный полный двудольный граф ‹Gu = ((‹U ∪{u′})∪(W̃ ∪{w′}), Eu) с весами
на рёбрах wu : Eu → {0, 1, w(E(G)) + 1} и m компонентами.

Лемма 2. Существование в графе ‹G совершенного паросочетания ве-

са k 6 w(E(G)) (стоимости c) равносильно существованию совершенного

паросочетания веса k 6 w(E(G)) (стоимости c) в графе ‹Gu.

Доказательство. Рассмотрим в ‹G совершенное паросочетание M
веса k (стоимости c). Поскольку паросочетание совершенное, в нём есть
ребро, покрывающее вершину u. Имеем {u,w} ∈M, где w ∈ W̃ . Тогда

X =

®
M ∪ {{u′, w′}}, если w ∈ W̃1,

(M \ {{u,w}}) ∪ {{u,w′}, {u′, w}}, если w ∈ W̃2,

— совершенное паросочетание веса k (стоимости c) графа ‹Gu.

Рассмотрим в ‹Gu совершенное паросочетание M веса k (стоимости c).
Так как k 6 w(E(G)) и паросочетание совершенное, то {u,w′} ∈ M
или {u′, w′} ∈ M. Пусть {u,w′} ∈ M. Тогда {u′, w′} /∈ M и, как след-
ствие, {u′, w} ∈ M для некоторой вершины w ∈ W̃2. Нетрудно видеть,
что (M \ {{u,w′}, {u′, w}}) ∪ {{u,w}} — совершенное паросочетание ве-
са k (стоимости c) графа ‹G. Пусть {u′, w′} ∈ M. Тогда {u,w′} /∈ M и,
как следствие, {u,w} ∈ M для некоторой вершины w ∈ W̃1. Нетрудно
видеть, что M \ {{u′, w′}}— совершенное паросочетание веса k (стоимо-
сти c) графа ‹G. Лемма 2 доказана.

Пусть w ∈ W̃ — вершина графа ‹G, инцидентная двум или более рёб-
рам единичного веса. Разобьём множество ‹U на два подмножества ‹U1

и ‹U2 таким образом, чтобы существовало ребро единичного веса, соеди-
няющее вершину w и некоторую вершину множества ‹U1, а также ребро
единичного веса, соединяющее вершину w и некоторую вершину множе-
ства ‹U2 (рис. 2(б)). Добавим в граф ‹G новые вершины u′ и w′. Дополним
граф до полного двудольного, добавив в него рёбра между вершиной w′

и вершинами множества ‹U∪{u′}, а также рёбра между вершиной u′ и вер-
шинами множества W̃ .Положим веса рёбер между вершиной w′ и верши-
нами множества ‹U1 равными w(E(G)) + 1. Для каждой вершины u ∈ ‹U2

положим вес ребра {u,w′} равным весу ребра {u,w}. Изменим веса рёбер
между вершиной w и вершинами множества ‹U2 на w(E(G)) + 1. Поло-
жим веса рёбер {u′, w} и {u′, w′} равными 0, а вес ребра {u′, v} равным
w(E(G)) + 1 для любой вершины v ∈ (W̃ \ {w,w′}). Вершину u′ отнесём
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в любую из компонент ‹Ui, i ∈ {1, 2, . . . ,m}. В результате получим сбалан-
сированный полный двудольный граф ‹Gw = ((‹U ∪{u′})∪ (W̃ ∪{w′}), Ew)

с весами на рёбрах w(2) : Ew → {0, 1, w(E(G)) + 1} и m компонентами.

Лемма 3. Существование в графе ‹G совершенного паросочетания ве-

са k 6 w(E(G)) (стоимости c) равносильно существованию совершенного

паросочетания веса k 6 w(E(G)) (стоимости c) в графе ‹Gw.

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.

Будем применять к графу ‹G указанное локальное преобразование
до тех пор, пока в графе не останется смежных рёбер единичного веса.
В результате получим сбалансированный полный двудольный граф G∗

с весами на рёбрах w∗ : E(G∗) → {0, 1, w(E(G))+ 1}. Заметим, что число
применений преобразования к графу ‹G не превосходит квадрата перво-
начального числа его рёбер. Из лемм 2 и 3 следует, что, во-первых, су-
ществование совершенного паросочетания веса k 6 w(E(G)) в графе ‹G
равносильно наличию совершенного паросочетания веса k 6 w(E(G))
в результирующем графе G∗ и, во-вторых, наименьшие стоимости со-
вершенных паросочетаний графов ‹G и G∗ равны.

Проанализировав построение графа G∗, легко убедиться в том, что
рёбер единичного веса в графах ‹G и G∗ одинаковое число, т. е.

|{e ∈ E(‹G) | w̃(e) = 1}| = |{e ∈ E(G∗) | w∗(e) = 1}|.

Учитывая (1), получаем w(E(G)) = |{e ∈ E(G∗) | w∗(e) = 1}|. До-
пустим, что M∗ и M — совершенные паросочетания наименьшей стои-
мости графов G∗ и ‹G соответственно. Так как v(M∗) = v(M), оцен-
ка (2) для v(M) справедлива также и для v(M∗), т. е. v(M∗) 6 w(E(G)).
Из этого неравенства следует, что в M∗ нет рёбер веса w(E(G)) + 1 =
|{e ∈ E(G∗) | w∗(e) = 1}| + 1 и, вообще говоря, можно считать веса
таких рёбер равными ∆, где ∆— произвольное целое число такое, что
∆ > |{e ∈ E(G∗) | w∗(e) = 1}| + 1.

2. Характеризация совершенных паросочетаний, стоимости

которых не превосходят заданной пороговой величины

В этом разделе получим характеризацию совершенных паросочета-
ний, стоимости которых не превосходят заданной величины.

Пусть G = (U ∪W,E) — сбалансированный полный двудольный граф
с весовой функцией w и m компонентами. Как было показано в разд. 1,
всегда можно перейти к сбалансированному полному двудольному гра-
фу, веса рёбер которого принимают значения из множества {0, 1,∆},
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с той же минимальной стоимостью совершенного паросочетания. Поэто-
му можем предполагать, что весовая функция, определённая на мно-
жестве рёбер графа G, имеет вид w : E → {0, 1,∆}, где ∆ > |{e ∈
E | w(e) = 1}|. Пусть доля U графа G разбита на m > 2 компонент
U1, U2, . . . , Um−1 и Um. Пусть U ′ — произвольное непустое подмножество
множества U. Обозначим через N0,1(U

′) множество вершин w ∈W таких,
что в графеG существует ребро нулевого или единичного веса, соединяю-
щее w и некоторую вершину множества U ′, а через N0(U

′) — множество
вершин w ∈ W таких, что в графе G существует ребро нулевого веса
между w и некоторой вершиной множества U ′. Положим N0(∅) = ∅

и N0,1(∅) = ∅. Нам понадобится следующий классический результат
из теории графов.

Теорема 1 (критерий существования в двудольном графе паросоче-
тания, покрывающего долю графа). Пусть G = (U∪W,E) — двудольный

граф (необязательно сбалансированный полный). В графе G существует

паросочетание, покрывающее все вершины множества U, тогда и только

тогда, когда для любого непустого подмножества U ′ множества U вы-

полняется неравенство |N(U ′)| > |U ′|, где N(U ′)— множество вершин

w ∈W таких, что в графе G существует ребро, соединяющее вершину w
и некоторую вершину множества U ′.

Теорема 2. Пусть G = (U ∪W,E)— сбалансированный полный дву-

дольный граф с весами на рёбрах w : E → {0, 1,∆}, где ∆ > |{e ∈ E |
w(e) = 1}|, и m компонентами U1, U2, . . . , Um−1 и Um. Для любого целого

неотрицательного числа k (k < ∆) в графе G существует совершенное

паросочетание стоимости не больше k тогда и только тогда, когда суще-

ствует подмножество U∗ множества U такое, что

(а) |U∗ ∩ Ui| > |Ui| − k для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m};
(б) |N0(U

′ ∩ U∗) ∪N0,1(U
′ \ U∗)| > |U ′| для любого U ′ ⊆ U.

Доказательство. Пусть в графе G существует совершенное паросо-
четание M, стоимость которого не превосходит k, и k < ∆. Тогда паросо-
четание M состоит исключительно из рёбер веса 0 и 1. Это совершенное
паросочетание естественным образом разбивается наm непересекающих-
ся паросочетаний

M = (M ∩ δ(U1)) ∪ (M ∩ δ(U2)) ∪ · · · ∪ (M ∩ δ(Um)).

Поскольку стоимость совершенного паросочетания M не превосходит k,
вес каждого из m паросочетаний M∩δ(Ui), i ∈ {1, 2, . . . ,m}, не больше k.
Рассмотрим паросочетание M∩δ(Ui) для произвольного i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Вес этого паросочетания не больше k. Значит, в паросочетании M ∩δ(Ui)
рёбер веса 0 не меньше чем |Ui| − k. Пусть U∗

i — множество вершин,
принадлежащих множеству Ui и инцидентных рёбрам паросочетания M
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нулевого веса. Тогда
|U∗

i | > |Ui| − k. (3)
Положим U∗ = U∗

1 ∪ U∗
2 ∪ · · · ∪ U∗

m. Тогда U∗
i = U∗ ∩ Ui для каждого

i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Заменив в неравенствах (3) множество U∗
i на U∗ ∩ Ui,

i ∈ {1, 2, . . . ,m}, получим условие (а).
Пусть U ′ ⊆ U. Если U ′ = ∅, то неравенство из условия (б) выполня-

ется. Пусть U ′ 6= ∅. Рёбра паросочетания M, покрывающие вершины U ′,
делятся на два типа: рёбра, покрывающие вершины множества U ′ ∩ U∗

(рёбра веса 0); рёбра, покрывающие вершины множества U ′ \ U∗ (рёбра
веса 1). Множество тех концевых вершин рёбер первого типа (второго
типа), которые принадлежат доле W, обозначим через W ′ (W ′′). Если
рёбер первого (второго) типа нет, то положим W ′ = ∅ (W ′′ = ∅) Ясно,
что

W ′ ⊆ N0(U
′ ∩ U∗), W ′′ ⊆ N0,1(U

′ \ U∗), |W ′ ∪W ′′| = |U ′|.
Из этих соотношений немедленно следует, что

W ′ ∪W ′′ ⊆ N0(U
′ ∩ U∗) ∪N0,1(U

′ \ U∗),

|U ′| 6 |N0(U
′ ∩ U∗) ∪N0,1(U

′ \ U∗)|,
т. е. условие (б) также выполняется.

Докажем утверждение в обратную сторону. Пусть существует подмно-
жество U∗ множества U, удовлетворяющее условиям (а) и (б). Удалим
из графа G все рёбра единичного веса, инцидентные вершинам множе-
ства U∗, а также все рёбра веса ∆. В результате получим новый сбалан-
сированный двудольный граф. Нетрудно видеть, что из того, что для
исходного графа G выполняется условие (б), следует необходимое и до-
статочное условие существования в новом графе паросочетания, покры-
вающего долю U (теорема 1). Заключаем, что в новом графе существует
паросочетание M, покрывающее все вершины доли U. Из равномощно-
сти долей нового графа вытекает следующий факт: M — совершенное
паросочетание нового графа. Рёбра этого паросочетания, инцидентные
вершинам множества U∗, имеют вес 0. Значит, в исходном графе G для
каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m} вес паросочетания M ∩ δ(Ui) не больше чем
|Ui|− |Ui ∩U∗| 6 |Ui|− (|Ui|− k). Последнее неравенство следует из усло-
вия (а). Следовательно, в исходном графе G стоимость паросочетания M
не больше k. Теорема 2 доказана.

3. Вычислительная сложность задачи для графов

с ограничениями на веса рёбер

В этом разделе изучим вычислительную сложность задачи наиболь-

шая часть совершенного паросочетания при различных ограни-
чениях на веса рёбер графа.
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Теорема 3. Решение оптимизационной версии задачи наибольшая

часть совершенного паросочетания для сбалансированных пол-

ных двудольных графов G, веса рёбер которых принадлежат множеству

{0, 1}, может быть получено с временно́й сложностью O( max
i∈{1,2,...,m}

|Ui| ×

|V (G)|3).

Доказательство. Пусть G = (U ∪W,E) — сбалансированный пол-
ный двудольный граф с весами на рёбрах w : E → {0, 1} и U1, U2, . . . ,
Um−1 и Um — компоненты, образующие разбиение доли U. Минималь-
ная стоимость совершенного паросочетания в графе G не превосходит

max
i∈{1,2,...,m}

|Ui|. Пусть k ∈ {0, 1, . . . , max
i∈{1,2,...,m}

|Ui|}. Следующее простое

утверждение даёт характеризацию совершенных паросочетаний графаG,
стоимости которых не превосходят k.

Лемма 4. Пусть M — произвольное совершенное паросочетание гра-

фа G. Стоимость паросочетания M не больше k тогда и только тогда, ко-

гда для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m} множество M∩δ(Ui) содержит не мень-

ше чем max(|Ui| − k, 0) рёбер веса 0.

Доказательство. Это утверждение немедленно следует из опреде-
ления стоимости паросочетания и того факта, что веса рёбер графа рав-
ны 0 или 1. Лемма 4 доказана.

Идея алгоритма нахождения в графе G совершенного паросочета-
ния минимальной стоимости заключается в том, чтобы для каждого
k ∈ {0, 1, . . . , max

i∈{1,2,...,m}
|Ui|} проверить, существует ли (и в случае су-

ществования найти) в графе G совершенное паросочетание M, удовле-
творяющее условию из леммы 4: для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m} множество
M ∩ δ(Ui) содержит не меньше чем max(|Ui| − k, 0) рёбер веса 0. Такую
проверку можно осуществить с помощью потоковых методов. По гра-
фу G построим ориентированный граф D, который получается из G
следующим образом: из G удалим все рёбра веса 1, оставшимся рёбрам
придадим ориентацию от вершин доли U к вершинам доли W, доба-
вим новые вершины s′1, s

′
2, . . . , s

′
m и дуги, идущие из вершины s′i ко всем

вершинам компоненты Ui для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m}, добавим исто-
ки s1, s2, . . . , sm и дуги от si к s′i для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m}, а так-
же сток t и дуги, выходящие из вершин доли W и приходящие в вер-
шину t. Для каждой дуги e графа D установим нижнюю ℓ(e) и верх-
нюю u(e) границы на величину потока по этой дуге следующим обра-
зом: ℓ(e) = max(|Ui| − k, 0) и u(e) = |Ui| для каждой дуги e = (si, s

′
i),

i ∈ {1, 2, . . . ,m}; ℓ(e) = 0 и u(e) = 1 для всех остальных дуг графа D.
Пример сбалансированного полного двудольного графа с весами рёбер



Взвешенное совершенное паросочетание с ограничениями 17

U1 U2

W

s′1

s1

u = 2
ℓ = 2− k

s′2

s2

u = 2
ℓ = 2− k

t

W

U1 U2

(а) (б)

Рис. 3. (а) Сбалансированный полный двудольный граф
G = ((U1 ∪ U2) ∪W,E) с рёбрами веса 0 (штриховая) и веса 1 (сплошная);

(б) ориентированный граф D, соответствующий графу G
(u = 1, ℓ = 0 для всех дуг кроме (s1, s

′

1) и (s2, s
′

2))

0 и 1 и двумя компонентами U1 и U2 изображён на рис. 3(а). Соответ-
ствующий ему ориентированный граф D изображён на рис. 3(б).

Утверждается, что в графе G существует совершенное паросочета-
ние M такое, что для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m} множество M ∩ δ(Ui)
содержит не меньше чем max(|Ui| − k, 0) рёбер веса 0 тогда и только
тогда, когда в графе D существует допустимый целочисленный поток.
В самом деле, пусть в графе G существует указанное совершенное паро-
сочетание M. Допустимый целочисленный поток в графе D получается
следующим образом. Положим величину потока по дугам из вершин мно-
жества U в вершины множества W равным 1 для тех дуг, которые без
учёта ориентации входят в M, и равным 0 для тех дуг, которые без учё-
та ориентации не входят в M. После чего наделим единичным потоком
дуги, выходящие из «насыщенных» вершин множества W — тех вершин
множества W, в которые входит дуга с единичным потоком; остальные
дуги, выходящие из вершин множества W, будут иметь нулевой поток.
Затем наделим единичным потоком дуги, входящие в вершины множе-
ства U, из которых выходит дуга с единичным потоком; остальные дуги,
входящие в вершины множества U, будут иметь нулевой поток. Наконец,
для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m} величину потока по дуге (si, s

′
i) положим

равной сумме величин потоков по всем дугам, выходящим из верши-
ны s′i. Построенный таким образом целочисленный поток допустим. Для
того чтобы в этом убедиться, достаточно проверить, что величина потока
по дуге (si, s

′
i) не меньше нижней границы ℓ(si, s

′
i) = max(|Ui| − k, 0).
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Действительно, поскольку множество M ∩ δ(Ui) содержит не меньше
чем max(|Ui| − k, 0) рёбер веса 0, сумма величин потоков по всем дугам,
выходящим из вершин компоненты Ui, не меньше чем max(|Ui| − k, 0).
Следовательно, сумма величин потоков по всем дугам, входящим в вер-
шины компоненты Ui, не меньше чем max(|Ui|−k, 0). Поскольку все такие
дуги выходят из вершины s′i, величина потока по дуге (si, s

′
i) не мень-

ше чем max(|Ui| − k, 0). Пусть в графе D существует допустимый це-
лочисленный поток. Построим совершенное паросочетание M графа G.
Сначала положим M = ∅. Величина потока по дуге (si, s

′
i) не меньше

чем max(|Ui| − k, 0). Следовательно, число дуг с единичными потоками,
выходящих из вершин компоненты Ui, не меньше чем max(|Ui| − k, 0).
Эти дуги соответствуют попарно не смежным рёбрам веса 0 графа G,
инцидентным вершинам компоненты Ui. Таких рёбер графа G не мень-
ше чем max(|Ui| − k, 0). Добавим их в M для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Нетрудно видеть, что результирующее множество M является паросоче-
танием в графе G, причём множество M ∩δ(Ui) содержит не меньше чем
max(|Ui| − k, 0) рёбер веса 0, i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Произвольным образом
дополним паросочетание M до совершенного паросочетания графа G.

Задача о существовании в графе G совершенного паросочетания, удо-
влетворяющего условию из леммы 4, сводится к задаче о существова-
нии в ориентированном графе D с двусторонними целыми ограничения-
ми на пропускную способность дуг допустимого целочисленного потока,
причём |V (D)| = O(|V (G)|). Последняя задача решается сведе́нием к за-
даче нахождения максимального потока в ориентированном графе D′

с числом вершин |V (D)|+O(1) [17, с. 193], которая может быть решена
за время O(|V (D′)|3) [18, с. 212]. Преобразование G в граф D и преобра-
зование D в граф D′ можно реализовать за время O(|V (G)|2).

Таким образом, проверить существует ли (и в случае существования
найти) в графе G совершенное паросочетание, удовлетворяющее условию
из леммы 4, можно за время O(|V (G)|3). Осуществив такую проверку
для каждого значения параметра k ∈ {0, 1, 2, . . . , max

i∈{1,2,...,m}
|Ui|}, мож-

но найти совершенное паросочетание минимальной стоимости графа G
за время O( max

i∈{1,2,...,m}
|Ui||V (G)|3). Теорема 3 доказана.

Теорема 4. Задача наибольшая часть совершенного паросо-

четания для сбалансированных полных двудольных графов, веса рёбер

которых принадлежат множеству {0, 1, 2} и каждая компонента содер-

жит не более чем две вершины, NP-полна.

Доказательство. В указанных ограничениях задача наибольшая

часть совершенного паросочетания, очевидно, принадлежит клас-
су NP. Полиномиальное сведе́ние построим от NP-полной задачи [19–21]
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Разноцветное совершенное паросочетание. Условие: задан

сбалансированный двудольный граф G = (X ∪ Y,E), рёбра которого

окрашены в цвета c : E → {1, 2, . . . , t}, причём в один цвет окрашены

не более чем два ребра графа.

Вопрос: существует ли в графе G совершенное паросочетание, в ко-

тором нет двух рёбер одного цвета?

Пусть G = (X ∪ Y,E)— сбалансированный двудольный граф, рёб-
ра которого окрашены в цвета c : E → {1, 2, . . . , t}, причём в один цвет
окрашены не более чем два ребра. Можем предполагать, что граф G
без изолированных вершин и все цвета используются, т. е. функция c
сюръективная. Преобразуем граф G следующим образом. Для каждой
вершины x ∈ X степени deg(x) проделаем следующие действия:

1) добавим в граф G простую цепь Px с множеством вершин
{
ux1 , w

x
1 ,

ux2 , w
x
2 , . . . , u

x
deg(x)−1, w

x
deg(x)−1, u

x
deg(x)

}
и множеством рёбер

{{
ux1 , w

x
1

}
,{

wx
1 , u

x
2

}
,
{
ux2 , w

x
2

}
, . . . ,

{
uxdeg(x)−1, w

x
deg(x)−1

}
,
{
wx
deg(x)−1, u

x
deg(x)

}}
, прида-

дим рёбрам этой цепи вес 0;
2) произвольным образом упорядочим вершины графа G, смежные

с вершиной x, и обозначим их через yx1 , y
x
2 , . . . , y

x
deg(x);

3) для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,deg(x)} добавим ребро
{
uxi , y

x
i

}
, кото-

рому придадим вес 1, а также припишем вершине uxi цвет — цвет ребра{
x, yxi

}
∈ E, т. е. число c

({
x, yxi

})
.

Далее удалим из графа все вершины множества X. В результате
граф G преобразуется в двудольный граф, который обозначим через H,
а его доли — через U и W, при этом

U =
⋃

x∈X

{
ux1 , u

x
2 , . . . , u

x
deg(x)

}
, W = Y ∪

⋃

x∈X

{
wx
1 , w

x
2 , . . . , w

x
deg(x)−1

}

и |U | = |W | = |E|.
Дополним граф H до полного двудольного графа, добавив в него

недостающие рёбра между вершинами доли U и вершинами доли W
и приписав им вес 2. Выделим в графе H компоненты, составляющие
разбиение доли U. Вершины доли U окрашены в цвета из множества
{1, 2, . . . , t}. Компоненты U1, U2, . . . , Ut образуют вершины одного цвета,
т. е. Ui — множество вершин доли U, окрашенных в цвет i ∈ {1, 2, . . . , t}.
Поскольку в каждый цвет окрашено не более чем два ребра графа G,
то |Ui| 6 2 для каждого i ∈ {1, 2, . . . , t}. В качестве примера на рис. 4(а)
и 4(б) приведены сбалансированный двудольный граф G = (U ∪W,E),
рёбра которого окрашены в два цвета, и отвечающий ему граф H.

Утверждается, что наличие в графе G совершенного паросочетания,
в котором нет двух рёбер одного цвета, равносильно наличию в графе H
совершенного паросочетания, стоимость которого не больше чем 1.
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p q

a b
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up1 up2 uq1 uq2
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Рис. 4. (а) Сбалансированный двудольный граф G = (X ∪ Y,E)
с двумя рёбрами цвета 1 (сплошная) и двумя рёбрами цвета 2 (штриховая);

(б) соответствующий сбалансированный полный двудольный граф
H = (U ∪W, E) с двумя компонентами U1 =

{
uq1, u

p
2

}
и U2 = {up1, uq2};

веса не изображённых на рисунке рёбер равны 2

Рассмотрим в графе G совершенное паросочетание M, в котором нет
двух рёбер одного цвета. Сформируем совершенное паросочетание M ′

графа H. Сначала положим M ′ = ∅. Для каждой вершины x ∈ X
графа G проделаем следующие действия. Поскольку паросочетание M
графа G совершенное, в M существует ребро, инцидентное вершине x,
скажем, ребро

{
x, yxi

}
. Добавим в M ′ ребро

{
uxi , y

x
i

}
(вес которого ра-

вен 1), а также рёбра
{
ux1 , w

x
1

}
,
{
ux2 , w

x
2

}
, . . . ,

{
uxi−1, w

x
i−1

}
,
{
uxi+1, w

x
i

}
,{

uxi+2, w
x
i+1

}
, . . . ,

{
uxdeg(x), w

x
deg(x)−1

}
(веса которых равны 0). Нетрудно

видеть, что получившееся в результате множество M ′ является совер-
шенным паросочетанием графа H и состоит только из рёбер веса 0 и 1.
Между рёбрами паросочетания M и рёбрами веса 1 паросочетания M ′

есть взаимно однозначное соответствие. Поскольку в M нет двух рёбер
одного цвета, в M ′ нет двух рёбер веса 1, инцидентных вершинам одного
цвета, т. е. вершинам, принадлежащим одной компоненте. Следователь-
но, стоимость совершенного паросочетания M ′ не больше чем 1.

Рассмотрим в H совершенное паросочетание M ′, стоимость которого
не больше чем 1. Паросочетание M ′ состоит только из рёбер веса 0, 1.
Построим совершенное паросочетание M графа G, в котором нет двух
рёбер одного цвета. Изначально положим M = ∅. Рассмотрим произ-
вольную вершину x ∈ X графа G. В графе H ей соответствует простая
цепь Px с множеством вершин

{
ux1 , w

x
1 , u

x
2 , w

x
2 , . . . , w

x
deg(x)−1, u

x
deg(x)

}
. Нам

понадобится вспомогательное

Утверждение 1. Паросочетание M ′ содержит в точности одно реб-

ро, инцидентное вершине множества Y и вершине множества
{
ux1 , u

x
2 ,

. . . , uxdeg(x)
}
.

Доказательство. Докажем от противного. Допустим, что утвер-
ждение неверно. Тогда возможны два случая.
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Случай 1. Пусть в паросочетании M ′ нет ребра, инцидентного вер-
шине множества Y и вершине множества

{
ux1 , u

x
2 , . . . , u

x
deg(x)

}
. Совершен-

ное паросочетание M ′ покрывает все вершины графа H и, в частности,
вершины ux1 , u

x
2 , . . . , u

x
deg(x). Заметим, что в паросочетании M ′ все рёбра,

инцидентные вершинам ux1 , u
x
2 , . . . , u

x
deg(x), содержатся в цепи Px. Ясно,

что среди рёбер цепи Px нет попарно не смежных рёбер, которые покры-
вают вершины ux1 , u

x
2 , . . . , u

x
deg(x). Значит, в M ′ найдётся ребро веса 2,

инцидентное одной из вершин ux1 , u
x
2 , . . . , u

x
deg(x). Получаем противоречие

с тем, что паросочетание M ′ состоит только из рёбер веса 0, 1.

Случай 2. Пусть теперь в паросочетании M ′ найдутся хотя бы два
ребра, каждое из которых инцидентно некоторой вершине множества Y
и какой-нибудь вершине множества

{
ux1 , u

x
2 , . . . , u

x
deg(x)

}
. Выберем два та-

ких ребра, а именно ребро e, инцидентное вершине uxp , и ребро e′, инци-
дентное вершине uxq , таким образом, чтобы величина |p− q| была мини-
мальной. Без потери общности пусть p < q. Вершины uxp и uxq разбивают
цепь Px на три части. Возьмём среднюю часть цепи, т. е. простую цепь Qx

с вершинами wx
p , u

x
p+1, . . . , w

x
q−1. Совершенное паросочетание M ′ покры-

вает все вершины графа H и, в частности, вершины wx
p , w

x
p+1, . . . , w

x
q−1

цепи Qx. Заметим, что в графе H все рёбра веса 0 и 1, которые могут
входить в паросочетание M ′ и инцидентны вершинам wx

p , w
x
p+1, . . . , w

x
q−1,

содержатся в цепи Qx. Ясно, что в Qx нет попарно не смежных рёбер,
которые покрывают вершины wx

p , w
x
p+1, . . . , w

x
q−1. Значит, в M ′ найдёт-

ся ребро веса 2, инцидентное одной из вершин wx
p , w

x
p+1, . . . , w

x
q−1. Как

и в случае 1, приходим к противоречию с тем, что паросочетание M ′

состоит только из рёбер веса 0 и 1. Утверждение 1 доказано.

Итак, для каждой вершины x ∈ X графа G в множестве M ′ суще-
ствует единственное ребро веса 1, инцидентное вершине из множества Y
и вершине из множества

{
ux1 , u

x
2 , . . . , u

x
deg(x)

}
, скажем,

{
uxi(x), y

x
i(x)

}
— реб-

ро, соответствующее ребру
{
x, yxi(x)

}
∈ E графа G, которое включим

в множество M. Нетрудно видеть, что получившееся в результате мно-
жество рёбер M является совершенным паросочетанием графа G. Вер-
нёмся к паросочетанию M ′ графа H. Веса рёбер

{
uxi(x), y

x
i(x)

}
паросоче-

тания M ′, где x ∈ X, равны 1. Стоимость паросочетания M ′ не боль-
ше чем 1. Значит, для любых различных рёбер

{
uxi(x), y

x
i(x)

}
,
{
uzi(z), y

z
i(z)

}

паросочетания M ′ вершины uxi(x) и uzi(z) принадлежат разным компонен-

там и цвета их различны. Следовательно, рёбра
{
x, yxi(x)

}
и
{
z, yzi(z)

}
па-

росочетания M имеют разные цвета. Отсюда заключаем, что в M нет
рёбер одного цвета. Теорема 4 доказана.
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Следствие 1 [9]. Для любого ε > 0 нет псевдополиномиального алго-

ритма, который находит (2−ε)-приближённое решение оптимизационной

версии задачи наибольшая часть совершенного паросочетания

в предположении, что гипотеза P 6= NP верна.

Доказательство. Заметим, что утверждение тривиально для лю-
бого ε > 1. Утверждение для оставшихся значений параметра ε докажем
методом от противного. Допустим, что существует псевдополиномиаль-
ный алгоритм A, который находит в заданном сбалансированном полном
двудольном графе G с весами на рёбрах и m компонентами совершенное
паросочетание стоимости не больше чем (2 − ε) · ОРТ, где ОРТ — наи-
меньшая стоимость совершенного паросочетания графа G и ε ∈ (0, 1].
Отметим, что алгоритм для задачи с общими весами полиномиальный
в случае, когда все веса ограничены константой. Покажем, что в этом
случае существует полиномиальный алгоритм, решающий NP-полную
задачу разноцветное совершенное паросочетание, что невозмож-
но в предположении P 6= NP. Рассмотрим произвольный сбалансирован-
ный двудольный граф G = (X ∪Y,E), рёбра которого окрашены в цвета
c : E → {1, 2, . . . , t}, причём в один цвет окрашены не более двух рё-
бер графа. По графу G построим сбалансированный полный двудоль-
ный граф H с весами на рёбрах из множества {0, 1, 2} и t компонентами
в соответствии с конструкцией из доказательства теоремы 4. Если в гра-
фе G есть совершенное паросочетание, состоящее из рёбер различных
цветов, то в графе H есть совершенное паросочетание стоимости не боль-
ше чем 1, а значит, алгоритм A за полиномиальное время найдёт в гра-
фе H совершенное паросочетание, стоимость которого меньше чем 2.
Если в графе G нет совершенного паросочетания, состоящего из разно-
цветных рёбер, то стоимость любого совершенного паросочетания гра-
фа H не меньше чем 2, а значит, стоимость совершенного паросочетания
графа H, найденное алгоритмом A, не меньше чем 2. Выполнив срав-
нение, сможем однозначно определить, есть ли в графе G совершенное
паросочетание без рёбер одного цвета. Следствие 1 доказано.

4. Вычислительная сложность задачи

для фиксированного числа компонент

В этом разделе исследуем вычислительную сложность задачи наи-

большая часть совершенного паросочетания в предположении,
что число компонент графа фиксировано (т. е. не является частью входа
задачи). Покажем слабую NP-полноту задачи, а также установим связь
сложности задачи со сложностью задачи точное совершенное паро-

сочетание.
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Теорема 5. Задача наибольшая часть совершенного паросо-

четания для любого фиксированного числа компонент m > 2 является

NP-полной.

Доказательство. Задача наибольшая часть совершенного

паросочетания для любого фиксированного числа компонент m > 2
принадлежит классу NP. Построим полиномиальное сведе́ние от NP-пол-
ной задачи разбиение, в которой требуется определить, можно ли раз-
бить заданное множество натуральных чисел {a1, a2, . . . , an} на две ча-
сти с одинаковыми суммами. Перейдём к сбалансированному полному
двудольному графу G = (U ∪W,E) с долями U = {u1, u2, . . . , u2n+m−2}
и W = {w1, w2, . . . , w2n+m−2}. Припишем рёбрам этого графа веса. Для
любых i ∈ {1, 2, . . . , n} и j ∈ {1, 2, . . . , 2n + m − 2} положим вес ребра
{wi, uj} равным ai. Для любых i ∈ {n + 1, n + 2, . . . , 2n} и j ∈ {1, 2, . . . ,
2n+m−2} положим вес ребра {wi, uj} равным 0. Для каждого i ∈ {2n+1,
2n + 2, . . . , 2n +m − 2} положим вес ребра {wi, ui} равным 0, вес ребра
{wi, uj} равным a1+a2+· · ·+an для любого j ∈ {1, 2, . . . , 2n+m−2}, j 6= i.
Наконец, разобьём долю U на m компонент U1 = {u1, u2, . . . , un}, U2 =
{un+1, un+2, . . . , u2n}, U3 = {u2n+1}, U4 = {u2n+2}, . . . , Um = {u2n+m−2}.
Легко показать, что числа a1, a2, . . . , an можно разбить на две груп-
пы с равными суммами тогда и только тогда, когда в графе G суще-
ствует совершенное паросочетание, стоимость которого не превосходит
(a1 + a2 + · · · + an)/2. Рассмотрим разбиение множества {a1, a2, . . . , an}
на две части A1 и A2 с равными суммами. Тогда совершенное паросоче-
тание стоимости (a1+a2+ · · ·+an)/2 устроено следующим образом: если
ai ∈ A1, то ребро с весом ai паросочетания покрывает вершину из ком-
поненты {u1, u2, . . . , un}; если ai ∈ A2, то ребро с весом ai паросочетания
покрывает вершину компоненты {un+1, un+2, . . . , u2n}; остальные рёбра
паросочетания имеют нулевой вес. Теорема 5 доказана.

Задача точное совершенное паросочетание своими корнями
уходит к классическим работам Пападимитриу, Яннакакиса [22], Карза-
нова [23] и формулируется следующим образом. Заданы граф G с весами
на рёбрах w : E(G) → {z ∈ Z | z > 0} и натуральное число k. Требуется
определить, существует ли в графе G совершенное паросочетание, вес
которого равен k. Эта задача NP-полна в классе сбалансированных дву-
дольных графов при неограниченных весах [24]. В [23] предложены поли-
номиальные алгоритмы, решающие задачу точное совершенное па-

росочетание для полных графов и полных двудольных графов с веса-
ми 0, 1 на рёбрах. На настоящий момент неизвестно, является ли задача
точное совершенное паросочетание NP-полной в сильном смыс-
ле [25] даже в классе сбалансированных двудольных графов [26, с. 322].
Наша цель — доказать следующие две теоремы.
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Теорема 6. Если задача точное совершенное паросочетание

для сбалансированных двудольных графов NP-полна в сильном смысле,

то задача наибольшая часть совершенного паросочетания для

любого фиксированного числа компонент m > 2 NP-полна в сильном

смысле.

Теорема 7. Если существует псевдополиномиальный алгоритм, ре-

шающий задачу точное совершенное паросочетание в классе сба-

лансированных двудольных графов, то существует псевдополиномиаль-

ный алгоритм, решающий задачу наибольшая часть совершенного

паросочетания для любого фиксированного числа компонент m > 2.

Идея доказательства теоремы 6 заключается в построении псевдопо-
линомиального сведе́ния от задачи точное совершенное паросоче-

тание для сбалансированных двудольных графов к задаче наиболь-

шая часть совершенного паросочетания с фиксированным чис-
лом компонент m > 2. Идея доказательства теоремы 7 состоит в пре-
образовании псевдополиномиального алгоритма решения задачи точ-

ное совершенное паросочетание для сбалансированных двудоль-
ных графов в псевдополиномиальный алгоритм решения задачи наи-

большая часть совершенного паросочетания с фиксированным
числом компонент.

Для того чтобы доказать теорему 6, построим псевдополиномиаль-
ное сведе́ние сначала для случая m = 2, а затем обобщим это све́дение
на случай m > 3. Прежде чем переходить к формальному построению,
приведём идею конструкции со вспомогательными утверждениями.

Пусть m = 2. Рассмотрим сбалансированный двудольный граф G =
(X ∪ Y,E) с весами на рёбрах w : E → {z ∈ Z | z > 0}. Пусть k— на-
туральное число такое, что k 6 w(E(G)). Дополним граф G до сбалан-
сированного полного двудольного графа, добавив в него необходимые
рёбра веса w(E(G)) + 1. Идея заключается в том, чтобы по графу G
построить цепочку сбалансированных полных двудольных графов с ве-
сами на рёбрах G → G∗ → G0, которые обладают следующими свой-
ствами. Во-первых, веса рёбер графа G∗ принимают значения из мно-
жества {0, 1, w(E(G)) + 1} и в графе G∗ рёбра единичного веса попарно

ui

wi

1

ui

wi

w(E(G)) + 1

u′i

w′

i

10 k
t−k

Рис. 5. Шаг преобразования графа G∗ в граф G0
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не смежны. Во-вторых, существование совершенного паросочетания ве-
са k в графе G равносильно существованию совершенного паросочета-
ния веса k в графе G∗. Наконец, потребуем, чтобы существование в гра-
фе G∗ совершенного паросочетания веса k было равносильно наличию
в графе G0 совершенного паросочетания стоимости не больше чем k.
Приступим к реализации намеченной идеи.

По сбалансированному полному двудольному графу G построим сба-
лансированный полный двудольный граф G∗ с весовой функцией w⋆,
используя конструкцию из разд. 1 (без шага обновления компонент).

Преобразуем граф G∗. Рёбра единичного веса в графе G∗ попарно
не смежны. Пусть {u1, w1}, {u2, w2}, . . . , {ut, wt}— все рёбра единичного
веса графа G∗. Концевые вершины u1, u2, . . . , ut этих рёбер попарно раз-
личны и принадлежат доле U∗. Концевые вершины w1, w2, . . . , wt этих
рёбер также попарно различны и принадлежат доле W ∗. Для каждого
ребра {ui, wi}, i ∈ {1, 2, . . . , t}, в граф G∗ (рис. 5) добавим две новые
вершины u′i, w

′
i, а также ребро {u′i, w′

i} веса k
t−k , ребро {ui, w′

i} веса 1
и ребро {u′i, wi} веса 0. Дополнительно изменим вес ребра {ui, wi} с 1
на w(E(G)) + 1. В результате получим сбалансированный двудольный
граф G0 = (U0 ∪W 0, E0), где U0 = U∗ ∪ {u′1, u′2, . . . , u′t} и W 0 = W ∗ ∪
{w′

1, w
′
2, . . . , w

′
t}, с весами на рёбрах w0 : E0 → {0, 1, k

t−k , w(E(G)) + 1}.
Затем дополним сбалансированный двудольный граф G0 до сбалансиро-
ванного полного двудольного графа, добавив в него необходимые рёбра
веса w(E(G)) + 1. Наконец, выделим две компоненты U0

1 = U∗ и U0
2 =

{u′1, u′2, . . . , u′t}.

Лемма 5. Для любого натурального числа k 6 w(E(G)) в графе G
существует совершенное паросочетание веса k тогда и только тогда, ко-

гда в G0 существует совершенное паросочетание стоимости не больше k.

Доказательство. Достаточно показать равносильность существо-
вания в графе G∗ совершенного паросочетания веса k и наличия в гра-
фе G0 совершенного паросочетания стоимости не больше k.

Рассмотрим в G∗ совершенное паросочетание M веса k 6 w(E(G)).
Заметим, что паросочетание M не содержит рёбер веса w(E(G)) + 1,
т. е. оно состоит только из рёбер веса 0, 1. При этом в паросочетании M
число рёбер единичного веса равно k. Без потери общности будем счи-
тать, что в паросочетании M рёбрами единичного веса являются рёбра
{u1, w1}, {u2, w2}, . . . , {uk, wk}. Преобразуем паросочетание M в совер-
шенное паросочетание M0 графа G0. Для каждого i ∈ {1, 2, . . . , k} уда-
лим из M ребро {ui, wi} (вес которого равен 1) и добавим два ребра
{ui, w′

i} и {u′i, wi} графа G0 (веса которых равны 1 и 0). Для каждого
i ∈ {k + 1, k + 2, . . . , t} добавим в M ребро {u′i, w′

i} (вес которого равен



26 О. И. Дугинов

k
t−k ). В результате получим совершенное паросочетание M0 графа G0.
Нетрудно видеть, что стоимость этого паросочетания равна k.

Рассмотрим в графе G0 совершенное паросочетание M0, стоимость
которого не больше k. Так как k 6 w(E(G)), во-первых, в M0 нет рёбер
веса w(E(G)) + 1 и, во-вторых, для каждого индекса i ∈ {1, 2, . . . , t}
или {u′i, w′

i} ∈ M0, или {ui, w′
i} ∈ M0 и {u′i, wi} ∈ M0. Таким образом,

индексы 1, 2, . . . , t разбиваются на два типа. Утверждается, что число
индексов второго типа равно k. В самом деле, если индексов второго типа
меньше чем k, то индексов первого типа больше чем t−k и, как следствие,
вес компоненты U0

2 относительно M0 больше k (что невозможно ввиду
того, что v(M0) 6 k); если индексов второго типа, наоборот, больше
чем k, то вес компоненты U0

1 относительно M0 больше k (что невозможно
ввиду того, что v(M0) 6 k).

Преобразуем паросочетание M0 в совершенное паросочетание M гра-
фа G∗. Для каждого индекса i ∈ {1, 2, . . . , t} первого типа удалим из M0

ребро {u′i, w′
i}. Затем для каждого индекса i ∈ {1, 2, . . . , t} второго типа

удалим из M0 рёбра {u′i, wi} и {ui, w′
i} и добавим ребро {ui, wi} (вес кото-

рого в графе G∗ равен 1). В результате паросочетание M0 преобразуется
в совершенное паросочетание M графа G∗ такое, что в M рёбер единич-
ного веса столько же, сколько индексов второго типа (которых ровно k).
Таким образом, вес паросочетания M равен k. Лемма 5 доказана.

Преобразование графа G в граф G0 лежит в основе псевдополиноми-
ального сведе́ния для m = 2. Добавляя к графу G0 необходимое число
компонент, идею сведе́ния легко распространить на произвольное число
компонент. Переходим к доказательству.

Доказательство теоремы 6. Для любого фиксированного числа
компонент m > 2 задача наибольшая часть совершенного па-

росочетания, очевидно, принадлежит классу NP. Пусть задача точ-

ное совершенное паросочетание для сбалансированных двудоль-
ных графов NP-полна в сильном смысле. Построим псевдополиномиаль-
ное сведе́ние к задаче наибольшая часть совершенного паросоче-

тания в предположении, что число компонент mфиксировано и не мень-
ше чем 2.

Сначала рассмотрим случай m = 2. Пусть G = (X ∪Y,E)— сбаланси-
рованный двудольный граф с весами на рёбрах w : E → {z ∈ Z | z > 0}.
Пусть k— натуральное число такое, что k 6 w(E(G)). Преобразуем взве-
шенный граф G во взвешенный граф G0.Нетрудно видеть, что это преоб-
разование можно реализовать за псевдополиномиальное время, которое
ввиду леммы 5 реализует псевдополиномиальное сведе́ние [15, с. 130]
задачи точное совершенное паросочетание для сбалансирован-
ных двудольных графов к задаче наибольшая часть совершенного
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паросочетания в предположении, что число компонент m фиксирова-
но и равно 2. Тем самым утверждение доказано для случая m = 2.

Для того чтобы доказать утверждение для m > 3, достаточно приве-
сти конструкцию дополнения произвольного сбалансированного полного
двудольного рёберно взвешенного графа H = (U ∪ W,E) с m компо-
нентами до графа с m+ 1 компонентами. В граф H добавим две новые
вершины u′ и w′, а также добавим ребро {u′, w′} веса 0, ребро {u′, w}
веса w(E)+ 1 для каждой вершины w ∈W и ребро {u,w′} веса w(E)+ 1
для каждой вершины u ∈ U и дополнительно сформируем новую компо-
ненту Um+1 = {u′}. Легко видеть, что такое добавление в граф H двух
вершин u′ и w′ и формирование новой компоненты Um+1 не изменяет
минимальной стоимости совершенного паросочетания. Таким образом,
добавляя в граф G0 пару новых вершин m− 2 раз и формируя дополни-
тельные m− 2 новые одновершинные компоненты, получим взвешенный
граф с m компонентами и минимальной стоимостью совершенного паро-
сочетания, равной минимальной стоимости совершенного паросочетания
графа G0. Теорема 6 доказана.

Доказательство теоремы 7. Пусть существует псевдополиноми-
альный алгоритм, решающий задачу точное совершенное паросо-

четание для сбалансированных двудольных графов (в дальнейшем для
краткости будем опускать словосочетание «для сбалансированных дву-
дольных графов»). Наша цель — разработать псевдополиномиальный ал-
горитм для задачи наибольшая часть совершенного паросочета-

ния в предположении, что число компонент m > 2 является константой.
Пусть задан сбалансированный полный двудольный граф G = (U ∪

W,E) с весами на рёбрах и m компонентами. Не теряя общности, мо-
жем предполагать, что веса рёбер графа G являются целыми числами
(в противном случае умножим веса рёбер на наименьшее общее кратное
их знаменателей).

Для каждого натурального числа i ∈ {1, 2, . . . ,m} проделаем следую-

щие действия. Найдём в графе G наибольший вес w(i)
max паросочетания,

покрывающего только вершины компоненты Ui. Это можно сделать при
помощи полиномиального венгерского метода или псевдополиномиаль-
ных методов из работ [27–29]. После чего, используя алгоритм решения
задачи точное совершенное паросочетание, для каждого целого
неотрицательного числа ℓ(i) ∈

{
0, 1, . . . , w

(i)
max

}
выясним ответ на следу-

ющий вопрос: существует ли в графе G паросочетание веса ℓ(i), покры-
вающее все вершины компоненты Ui и только эти вершины? На основа-
нии полученных ответов мы можем сформировать множество всех весов
Xi =

{
x
(i)
1 , x

(i)
2 , . . . , x

(i)
pi

}
паросочетаний графа G, покрывающих все вер-

шины компоненты Ui и только эти вершины.
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Образуем все возможные упорядоченные наборы вида (x1, x2, . . . , xm),
где x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, . . . , xm ∈ Xm, которые составляют декартово про-
изведение X1×X2× · · · ×Xm множеств X1,X2, . . . ,Xm. Идея алгоритма
проста и состоит в том, чтобы для каждого набора x̂ = (x̂1, x̂2, . . . , x̂m) ∈
X1 ×X2 × · · · ×Xm определить, существует ли в графе G совершенное
паросочетание Mx̂ такое, что

w(Mx̂ ∩ δ(Ui)) = x̂i для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m}. (4)

Нетрудно видеть, что среди таких паросочетаний Mx̂, x̂ ∈ X1 × X2 ×
· · ·×Xm, есть совершенное паросочетание наименьшей стоимости. Таким
образом, остаётся разработать псевдополиномиальный алгоритм, кото-
рый для произвольного фиксированного набора x̂ ∈ X1 ×X2 × · · · ×Xm

определяет, существует ли в графе G совершенное паросочетание Mx̂,
удовлетворяющее условию (4).

Если фиксированный набор x̂ = (x̂1, x̂2, . . . , x̂m) является единствен-
ным набором в множестве X1×X2×· · ·×Xm с суммой компонент, равной
x̂1 + x̂2 + · · · + x̂m, то вопрос существования совершенного паросочета-
ния Mx̂ графа G, удовлетворяющего условию (4), сводится к вопросу
о наличии в графе G совершенного паросочетания веса x̂1+ x̂2+ · · ·+ x̂m,
ответ на который можно получить с помощью алгоритма для задачи
точное совершенное паросочетание.

Пусть в множестве X1 × X2 × · · · × Xm существует несколько набо-
ров с суммой компонент, равной x̂1 + x̂2 + · · · + x̂m. Поскольку компо-
ненты в рассматриваемых наборах — неотрицательные числа, набор x̂ =
(x̂1, x̂2, . . . , x̂m) отличен от нулевого набора. Для того чтобы гарантиро-
вать единственность набора x̂ с суммой компонент, равной сумме его ком-
понент, умножим веса всех рёбер графа G, принадлежащих множеству
δ(Ui), на корректирующий множитель λi для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
При этом веса паросочетаний графа G, покрывающих только вершины
компоненты Ui, изменятся в λi раз, i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Выберем значения
корректирующих множителей λ1, λ2, . . . , λm таким образом, чтобы для
любого набора x̃ = (x̃1, x̃2, . . . , x̃m) ∈ X1 × X2 × · · · × Xm, отличного
от набора x̂, выполнялось условие

λ1x̃1 + λ2x̃2 + · · ·+ λmx̃m 6= λ1x̂1 + λ2x̂2 + · · ·+ λmx̂m. (5)

Зафиксируем в m-мерном аффинном пространстве прямоугольную
декартову систему координат. Наборам множества X1 × X2 × · · · × Xm

соответствуют точки пространства, которые лежат внутри m-мерного
параллелепипеда

Πm =
{
(x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm | 0 6 xi 6 w(i)

max, i ∈ {1, 2, . . . ,m}
}
.

Построим гиперплоскость πm, которая содержит в точности одну цело-
численную точку параллелепипеда Πm — точку (x̂1, x̂2, . . . , x̂m).
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Пусть m = 2. Рассмотрим гиперплоскость π2, задаваемую уравнением

x2 +
1

w
(1)
max + 1

x1 = x̂2 +
1

w
(1)
max + 1

x̂1.

Нетрудно видеть, что (x̂1, x̂2) ∈ π2. Рассмотрим произвольную целочис-
ленную точку (x̃1, x̃2) параллелепипеда Π2, принадлежащую гиперплос-
кости π2. Тогда

x̃2 +
1

w
(1)
max + 1

x̃1 = x̂2 +
1

w
(1)
max + 1

x̂1. (6)

Из того, что точки (x̂1, x̂2), (x̃1, x̃2) принадлежат параллелепипеду Π2,

следует, что 0 6 x̃1 6 w
(1)
max и 0 6 x̂1 6 w

(1)
max. Стало быть,

0 6
1

w
(1)
max + 1

x̃1 < 1 и 0 6
1

w
(1)
max + 1

x̂1 < 1.

В силу этих неравенств из (6) следует неравенство |x̃2 − x̂2| < 1. При-
нимая во внимание целочисленность компонент x̃2 и x̂2, получаем, что
x̃2 = x̂2. Из (6) следует равенство компонент x̃1 и x̂1. Таким образом,
произвольная целочисленная точка (x̃1, x̃2) параллелепипеда Π2, принад-
лежащая гиперплоскости π2, совпадает с точкой (x̂1, x̂2).

Пусть m > 3. В общем случае уравнение гиперплоскости πm имеет
вид

xm +
1

w
(m−1)
max + 1

Å
xm−1

+
1

w
(m−2)
max + 1

Å
xm−2 + · · · + 1

w
(2)
max + 1

Å
x2 +

1

w
(1)
max + 1

x1

ã
. . .

ãã

= x̂m +
1

w
(m−1)
max + 1

Å
x̂m−1 +

1

w
(m−2)
max + 1

Å
x̂m−2

+ · · ·+ 1

w
(2)
max + 1

Å
x̂2 +

1

w
(1)
max + 1

x̂1

ã
. . .

ãã
.

Лемма 6. Для каждого натурального числа m > 2 гиперплоскость

πm содержит ровно одну целочисленную точку x̂ = (x̂1, x̂2, . . . , x̂m), при-

надлежащую параллелепипеду Πm. При этом для любой целочисленной

точки x̃ = (x̃1, x̃2, . . . , x̃m), принадлежащей параллелепипеду Πm, имеют

место неравенства

0 6
1

w
(m−1)
max + 1

Å
x̃m−1 + · · ·+ 1

w
(2)
max + 1

Å
x̃2 +

1

w
(1)
max + 1

x̃1

ã
. . .

ã
< 1. (7)

Доказательство. Докажем по индукции по числу компонент m.
Утверждение для m = 2 фактически было доказано выше. Пусть m > 3.
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Легко видеть, что точка (x̂1, x̂2, . . . , x̂m) удовлетворяет уравнению ги-
перплоскости πm и, следовательно, ей принадлежит. Рассмотрим произ-
вольную целочисленную точку x̃ = (x̃1, x̃2, . . . , x̃m) параллелепипеда Πm.
По индуктивному предположению

0 6
1

w
(m−2)
max + 1

Å
x̃m−2 + · · · + 1

w
(2)
max + 1

Å
x̃2 +

1

w
(1)
max + 1

x̃1

ã
. . .

ã
< 1.

К каждой части этого двойного неравенства прибавим x̃m−1, после чего
умножим каждую часть неравенства на 1/

(
w

(m−1)
max + 1

)
. Получим

1

w
(m−1)
max + 1

x̃m−1 6
1

w
(m−1)
max + 1

Å
x̃m−1 +

1

w
(m−2)
max

Å
x̃m−2

+ · · ·+ 1

w
(2)
max + 1

Å
x̃2 +

1

w
(1)
max + 1

x̃1

ã
. . .

ãã
<

x̃m−1 + 1

w
(m−1)
max + 1

,

откуда непосредственно следует (7).
Рассмотрим произвольную целочисленную точку x̃ = (x̃1, x̃2, . . . , x̃m)

параллелепипеда Πm, принадлежащую гиперплоскости πm. Эта точка
удовлетворяет уравнению гиперплоскости πm:

x̃m +
1

w
(m−1)
max + 1

Å
x̃m−1 + · · ·+ 1

w
(2)
max + 1

Å
x̃2 +

1

w
(1)
max + 1

x̃1

ã
. . .

ã

︸ ︷︷ ︸
A

= x̂m +
1

w
(m−1)
max + 1

Å
x̂m−1 + · · ·+ 1

w
(2)
max + 1

Å
x̂2 +

1

w
(1)
max + 1

x̂1

ã
. . .

ã

︸ ︷︷ ︸
B

и 0 6 A < 1, 0 6 B < 1. Стало быть, |x̃m − x̂m| < 1. Поскольку компо-
ненты x̃m и x̂m целые, x̃m = x̂m. Обе части равенства A = B умножим
на w(m−1)

max +1 и получим равенство, которое свидетельствует о том, что це-
лочисленная точка (x̃1, x̃2, . . . , x̃m−1) принадлежит гиперплоскости πm−1.
По индуктивному предположению x̃1 = x̂1, x̃2 = x̂2, . . . , x̃m−1 = x̂m−1.
Лемма 6 доказана.

Раскроем скобки в уравнении гиперплоскости πm и получим

λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λmxm = λ1x̂1 + λ2x̂2 + · · ·+ λmx̂m,

где λi =
m−1∏
j=i

1

w
(j)
max+1

для i ∈ {1, 2, . . . ,m−1} и λm = 1.По лемме 6 неравен-

ство (5) выполняется для любой целочисленной точки x̃ = (x̃1, x̃2, . . . , x̃m)
параллелепипеда Πm (и, в частности, множества X1 × X2 × · · · × Xm),
отличной от x̂ = (x̂1, x̂2, . . . , x̂m).
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Лемма 7. Пусть x̂ = (x̂1, x̂2, . . . , x̂m)— точка с целочисленными ко-

ординатами, принадлежащая параллелепипеду Πm, и Mx̂ — совершенное

паросочетание графа G. Паросочетание Mx̂ удовлетворяет условию (4)
тогда и только тогда, когда в графе G, в котором веса рёбер множества

δ(Ui) умножены на λi для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m}, вес паросочета-

ния Mx̂ равен λ1x̂1 + λ2x̂2 + · · ·+ λmx̂m, где λi =
m−1∏
j=i

1

w
(j)
max+1

для любого

i ∈ {1, 2, . . . ,m− 1} и λm = 1.

Доказательство. Пусть совершенное паросочетание Mx̂ графа G
удовлетворяет условию (4). Для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m} умножим ве-
са рёбер δ(Ui) на λi. Сумма весов рёбер Mx̂ ∩ δ(Ui) изменится в λi раз
и станет равной λix̂i, где i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Следовательно, вес паросоче-
тания Mx̂ относительно новых весов рёбер равен λ1x̂1+λ2x̂2+· · ·+λmx̂m.

Докажем утверждение в обратную сторону. Пусть в графе G с изме-
нёнными весами рёбер вес совершенного паросочетания Mx̂ равен λ1x̂1+
λ2x̂2 + · · · + λmx̂m, т. е.

λ1w(Mx̂ ∩ δ(U1)) + λ2w(Mx̂ ∩ δ(U2)) + · · · + λmw(Mx̂ ∩ δ(Um))

= λ1x̂1 + λ2x̂2 + · · ·+ λmx̂m.

Значит, точка x̃ = (w(Mx̂∩δ(U1)), w(Mx̂∩δ(U2)), . . . , w(Mx̂∩δ(Um))) удо-
влетворяет уравнению гиперплоскости πm и тем самым ей принадлежит.
Точка x̃ целочисленная и содержится в параллелепипеде Πm. По лемме 6
x̃ = x̂. Следовательно, w(Mx̂ ∩ δ(Ui)) = x̂i для любого i ∈ {1, 2, . . . ,m},
т. е. для Mx̂ выполняется условие (4). Лемма 7 доказана.

Следствие 2. В графе G существует совершенное паросочетание

Mx̂, удовлетворяющее условию (4) для некоторого x̂ = (x̂1, x̂2, . . . , x̂m) ∈
X1 × X2 × · · · × Xm, тогда и только тогда, когда в графе G, в котором

веса рёбер δ(Ui) умножены на λi для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m}, суще-

ствует совершенное паросочетание веса λ1x̂1 + λ2x̂2 + · · · + λmx̂m, где

λi =
m−1∏
j=i

1

w
(j)
max+1

для любого i ∈ {1, 2, . . . ,m− 1} и λm = 1.

Для того чтобы выяснить, существует ли в графе G совершенное па-
росочетание Mx̂, удовлетворяющее условию (4), достаточно проверить
с помощью псевдополиномиального алгоритма, решающего задачу точ-

ное совершенное паросочетание, наличие в графе G, в котором ве-
са рёбер множества δ(Ui) умножены на λi для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m},
совершенного паросочетания веса λ1x̂1+λ2x̂2+ · · ·+λmx̂m. Так как чис-
ло компонент m фиксировано, алгоритм, в котором для каждой точки
x̂ = (x̂1, x̂2, . . . , x̂m) ∈ X1×X2×· · ·×Xm осуществляется такая проверка,
псевдополиномиальный. Теорема 7 доказана.
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Заключение

Вработе рассмотрена задача поиска совершенного паросочетания в рё-
берно взвешенном полном двудольном графе с ограничениями на сум-
марный вес частей паросочетания. Эта задача NP-трудна в сильном смыс-
ле и является обобщением классической задачи о назначениях. В работе
выделены полиномиально разрешимый и сильно NP-трудный случаи за-
дачи, показана эквивалентность специального случая задачи задаче по-
иска в рёберно взвешенном двудольном графе совершенного паросочета-
ния заданного веса. В работе [9] приводится эффективный m-приближён-
ный алгоритм решения оптимизационной версии задачи наибольшая

часть совершенного паросочетания. Заметим, что другие эффек-
тивные алгоритмы с гарантированными оценками точности в настоящее
время неизвестны.

Автор благодарит рецензента за внимательное прочтение рукописи,
найденные ошибки и конструктивные замечания, направленные на улуч-
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A WEIGHTED PERFECT MATCHING
WITH CONSTRAINTS ON WEIGHTS OF ITS PARTS
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Abstract. We consider the following strongly NP-hard problem. Given
an edge–weighted balanced complete bipartite graph with a partition
of its part into non-empty and pairwise disjoint subsets, the problem
is to find a perfect matching of this graph such that maximum sum of
weights of edges from the matching incident to vertices of a subset of
the partition is minimum. We present a characterization of solutions
of a special case of this problem, in which weights of graph edges take
values from the set {0, 1,∆}, where ∆ is an integer that is greater than
the number of edges of the unit weight and there is a perfect matching
of the graph that consists of edges with weights 0 and 1. Besides, we
identify polynomially solvable and strongly NP-hard special cases of
this problem. Finally, we show that if the number of subsets forming
the partition is fixed then the considered problem is equivalent to the
problem of finding a perfect matching of a given weight in an edge-
weighted bipartite graph. Illustr. 5, bibliogr. 29.

Keywords: perfect matching, assignment problem, NP-hardness.
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