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Аннотация. Исследуются дискретные задачи оптимизации с дву-
мя критериями в контексте аксиоматического подхода к сужению
множества Парето. Строятся оценки степени сужения множества
Парето специальной структуры и в общем случае в зависимости
от значений коэффициента компромисса лица, принимающего ре-
шение. Проводится апробация результатов на семействах задач
о покрытии и маршрутизации. Ил. 4, библиогр. 19.
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Введение

Теория принятия решений при многих критериях интенсивно разви-
вается и находит многочисленные применения в различных областях.
Данная теория направлена помочь лицу, принимающему решение (ЛПР),
на основе анализа и оценки его взглядов, вкусов и предпочтений выбрать
действительно наилучшее решение или, по крайней мере, избежать при-
нятия заведомо неперспективных решений.

Работа первого автора (разд. 1, 3, 5) выполнена при финансовой поддержке Рос-
сийского фонда фундаментальных исследований (проект № 20–07–00298); второго ав-
тора (разд. 2, 4, 6) — при поддержке Программы фундаментальных научных иссле-
дований СО РАН № I.5.1 (проект № 0314–2019–0019).
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Рассмотрение комбинаторных задач выбора именно с несколькими
критериями в большей степени отвечает практике, поскольку любая про-
блема в действительности имеет многосторонний характер. Здесь в каче-
стве оптимума, как правило, рассматривается множество Парето. Одна-
ко ЛПР может столкнуться с трудностью выбора альтернатив, которые
оптимальны в силу его предпочтений, так как на практике множество
Парето оказывается довольно широким. Известны следующие направ-
ления по решению многокритериальных задач принятия решений: ме-
тоды многокритериальной теории полезности [1–4, 6]; так называемые
методы «outranking approach» [1–4,6]; методы вербального анализа реше-
ний [1,3,6,7]; различные итеративные процедуры [1–3]; методы условной,
последовательной оптимизации [3]; аксиоматический подход к сужению
множества Парето [3, 8].

Следует отметить, что большинство из отмеченных методов эвристи-
ческие, поскольку авторы не могут указать границы того класса мно-
гокритериальных задач, для которых применение соответствующих ме-
тодов гарантированно приводит к наилучшему решению, а также пред-
лагаемое в качестве оптимального решение не всегда является парето-
оптимальным. В настоящей работе рассматривается аксиоматический
подход к сужению множества Парето [8], отличающийся очерчиванием
класса задач, к которым он применим. Он заключается в рассмотрении
бинарного отношения предпочтения ЛПР, подчинённого определённым
аксиомам «разумного выбора», и введении информации об этом отно-
шении, так называемых «квантов информации». Их учёт заключается
в построении множества, которое является более узкой оценкой сверху
для множества выбираемых вариантов («оптимальный» выбор при удо-
влетворении всех гипотетических предпочтений ЛПР), чем множество
Парето. Таким образом, производится сужение множества Парето на ос-
нове предпочтений ЛПР, что является отличительной чертой данного
метода.

Наша работа начинается с представления основных понятий аксиома-
тического подхода к сужению множества Парето в соответствии с [8]. Да-
лее выделяется два типа структур множества Парето двухкритериаль-
ной дискретной задачи и оценивается влияние параметров информации
на сужение множества Парето, если задан один и два «кванта инфор-
мации». Также строятся оценки для более общей структуры множества
Парето. Приводятся семейства примеров задач о покрытии и маршрути-
зации, и проводится анализ степени сужения множества Парето. Пред-
варительные результаты по данной теме представлены на конференциях
OPTA-2018, MTSU-2019 и MOTOR-2020 (см. [9–11]).
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1. Аксиоматический подход к сужению множества Парето

Дискретная задача многокритериальной оптимизации 〈X, f〉 задаёт-
ся конечным множеством допустимых решений X и векторным крите-
рием f = (f1, f2, . . . , fm), определённым на множестве X. Как прави-
ло, оптимальным решением такой задачи считается множество парето-
оптимальных решений Pf (X) = {x ∈ X | ∄x∗ ∈ X : f(x∗) > f(x)}.
При этом два вектора находятся в отношении f(x∗) > f(x), называ-
емом отношением предпочтения по Парето, если fi(x

∗) > fi(x), i =
1, . . . ,m, f(x∗) 6= f(x). Пусть Y = f(X). Тогда множество Парето рав-
но P (Y ) = {y ∈ Y | ∄ y∗ ∈ Y : y∗ > y}. Будем считать, что множество
Парето задаётся с учётом исключения классов эквивалентности, опре-
деляемых отношением эквивалентности: x′ ∼ x′′ тогда и только тогда,
когда f(x′) = f(x′′).

В настоящей работе рассматривается дискретная двухкритериальная
задача выбора 〈X, f,≻〉:

• конечное множество допустимых решений X;
• векторный критерий f = (f1, f2), заданный на множестве X;
• асимметричное бинарное отношение предпочтения ≻, определённое

на множестве допустимых векторов Y.
Запись y′ ≻ y′′ означает, что по мнению ЛПР вектор y′ предпочти-

тельнее вектора y′′. Бинарное отношение ≻ подчиняется так называе-
мым аксиомам «разумного выбора», принятие которых выражает «ра-
зумность» действий ЛПР в процессе принятия решений: (1) иррефлек-
сивность; (2) транзитивность; (3) инвариантность относительно линейно-
го положительного преобразования; (4) согласованность критериев с от-
ношением предпочтения: если y′i > y′′i и y′l = y′′l , l 6= i, то y′ ≻ y′′ для
всех l, i ∈ {1, 2}; (5) аксиома «исключения»: для любых y′, y′′ ∈ Y таких,
что y′ ≻ y′′ (y′′ не выбирается в паре), вариант y′′ не будет выбран ЛПР
и из всего множества Y.

Совокупность решений (векторов), которым ЛПР отдаст предпочте-
ние в результате выбора, называется множеством выбираемых решений
(векторов) и обозначается через C(X) (C(Y ) = f(C(X)) соответственно).
Отметим, что точного определения множества выбираемых решений нет,
что говорит о целесообразности поиска оценок сверху.

В [8] установлен принцип Эджворта — Парето: в условиях аксиом «ра-
зумного выбора» для любого множества выбираемых векторов C(Y )
справедливо включение C(Y ) ⊆ P (Y ). Другими словами, если ЛПР ве-
дёт себя «разумно», то выбираемые решения парето-оптимальны. Одна-
ко очерченная граница поиска «оптимальных» решений на практике, как
правило, является довольно широкой, что не позволяет прийти к окон-
чательному результату. Поэтому справедливо стремление сузить данную
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область и по возможности упростить выбор. В этом и заключается ос-
новная идея аксиоматического подхода: использование дополнительной
информации об отношении предпочтения ЛПР ≻ для построения более
точной оценки сверху множества C(Y ), чем множество Парето P (Y ).
В связи с этим было введено понятие «кванта информации».

Определение 1. Будем говорить, что задан «квант информации»
об отношении предпочтения ≻ с параметрами wi, wj > 0, если для век-
тора y′ ∈ R2 такого, что y′i = wi > 0 и y′j = −wj < 0, справедливо
соотношение y′ ≻ 02, где 02 = (0, 0). Критерий i называют более значи-
мым, а критерий j — менее значимым. Здесь i, j ∈ {1, 2}, i 6= j.

Согласно определению ЛПР все равно выбирает y′, несмотря на то,
что вектор y′ в паре с нулевым вектором проигрывает по критерию j. Это
может говорить лишь о том, что для него важнее критерий i, по кото-
рому вектор y′ больше нуля. Таким образом, установление отношения ≻
между парой недоминируемых по Парето векторов означает получение
дополнительной информации о предпочтениях ЛПР.

Параметр θ =
wj

wi+wj
показывает величину относительной потери и на-

зывается коэффициентом компромисса, причём θ ∈ (0, 1). Ввиду инвари-
антности отношения ≻ относительно линейного положительного преоб-
разования в определении 1 также можно положить y′i = 1− θ и y′j = −θ.
Далее будем рассматривать только «квант информации», определённый
через коэффициент θ, и использовать обозначение fi → fj : θ. Следую-
щая теорема показывает, каким образом «квант информации» учитыва-
ется в процессе принятия решений.

Теорема 1 [8]. Пусть задан «квант информации» fi → fj : θ. Тогда
для любого множества выбираемых векторов C(Y ) справедливы вклю-

чения C(Y ) ⊆ “P (Y ) ⊆ P (Y ). Здесь “P (Y ) = f(P
f̂
(X)), а P

f̂
(X) есть

множество парето-оптимальных решений относительно векторного кри-

терия f̂ = (f̂1, f̂2), где f̂j = θfi + (1− θ)fj, f̂i = fi, i, j ∈ {1, 2}, i 6= j.

Таким образом строится «новая» двухкритериальная задача с тем же
множеством возможных решений X и векторным критерием f̂ , получен-
ным из критерия f. Множество парето-оптимальных решений P

f̂
(X) от-

носительно критерия f̂ даст более точную оценку сверху множества вы-
бираемых векторов C(Y ), чем множество Парето P (Y ), не выходя за его
пределы.

При рассмотрении двух «квантов информации» одновременно спра-
ведлива следующая теорема. Выполнение условия θij + θji < 1 необходи-
мо и достаточно для непротиворечивости информации [8].
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Теорема 2 [8]. Пусть заданы два «кванта информации» fi → fj : θij
и fj → fi : θji, причём θij + θji < 1. Тогда для любого множества выби-

раемых векторов C(Y ) справедливы включения C(Y ) ⊆ “P (Y ) ⊆ P (Y ).

Здесь “P (Y ) = f(P
f̂
(X)), f̂ = (f̂1, f̂2), где f̂i = (θji − 1)fi + θjifj, f̂j =

θijfi + (θij − 1)fj , i, j ∈ {1, 2}, i 6= j.

2. Множества Парето специальной структуры

В этом разделе выделяется два вида структур множества Парето:
«каскад» и «лестница» (рис. 1) и приводятся процедуры идентификации
указанных структур.

y2

y1

y2

y1

(а) (б)

Рис. 1. Примеры множеств Парето со структурами
(а) «каскад» (p = 3) и (б) «лестница» (p = 4, q = 3)

2.1. Структура «каскад». «Каскадом» будем называть множество
Парето, элементы которого лежат на p параллельных прямых l1, . . . , lp
и удовлетворяют следующим условиям:

P (Y ) =

p⋃

i=1

{(
y
(i)
1 , y

(i)
2

)
| y(i)2 = a(i) − ky

(i)
1 , y

(i)
1 ∈ Y

(i)
1

}
,

где Y
(i)
1 =

{
yi,11 , . . . , yi,si1 | yi,11 < · · · < yi,si1

}
, si > 1, для всех i ∈ {1, . . . , p}

таких, что y
j,sj
1 < yj+1,1

1 для всех j ∈ {1, . . . , p− 1}. Предполагается, что
свободные члены удовлетворяют условию a(1) > a(2) > · · · > a(p).

Проверка того, имеет ли множество Парето P (Y ) структуру «каскад»,
может быть выполнена за время O(nln(n)), где n = |P (Y )|. Для этого
упорядочим векторы из P (Y ) согласно возрастанию значений по пер-
вому критерию. Построим прямую l1: y2 = a(1) − k(1)y1, содержащую
первые два элемента последовательности. Далее просматриваем элемен-
ты по порядку до тех пор, пока не будет обнаружен элемент (y′1, y

′
2),
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не принадлежащий прямой l1. Строим прямую l2: y2 = a(2) − k(2)y1,
содержащую (y′1, y

′
2) и следующий за ним вектор последовательности.

Если угловые коэффициенты равны, k1 = k2, то продолжаем просмат-
ривать векторы и строить прямые аналогичным образом. В противном
случае останавливаемся с результатом отсутствия структуры «каскад»
для множества P (Y ). Если же угловые коэффициенты всех построенных
прямых совпадают, то результатом процедуры является положительный
ответ о наличии структуры «каскад» для множества P (Y ).

В случае p = 1 структуры «лестница» и «каскад» вырождаются
в единственную прямую [10].

2.2. Структура «лестница». «Лестницей» будем называть мно-
жество Парето, элементы которого лежат на p параллельных прямых
l1, . . . , lp и удовлетворяют следующим условиям:

P (Y ) =

p⋃

i=1

{(
y
(i)
1 , y

(i)
2

)
| y(i)2 + ky

(i)
1 − a(i) = 0, y

(i)
2 ∈ Y

(i)
2

}
,

где Y
(i)
2 =

{
yi,12 , . . . , yi,q2

}
для всех i ∈ {1, . . . , p}, y1,j2 > · · · > yp,j2 для

всех j ∈ {1, . . . , q}, yp,l1 < y1,l+1
1 для всех l ∈ {1, . . . , q − 1}, q > 1. Здесь q

обозначает число точек на каждой прямой, а свободные члены удовле-
творяют условию a(1) < a(2) < · · · < a(p).

Проверка того, имеет ли множество Парето P (Y ) структуру «лестни-
ца», может быть выполнена за время O(n2), где n = |P (Y )|. Упорядочим
векторы из P (Y ) согласно возрастанию значений по первому критерию(
y11, y

1
2

)
, . . . ,

(
yn1 , y

n
2

)
. Рассмотрим все возможные варианты числа парал-

лельных прямых в структуре «лестница». Ясно, что таких вариантов
заведомо не больше чем n.

Приведём процедуру идентификации для случая λ прямых. Постро-
им прямые, проходящие через каждую пару точек

(
y11, y

1
2

)
и
(
yλ+1
1 , yλ+1

2

)
,(

y21, y
2
2

)
и
(
yλ+2
1 , yλ+2

2

)
, . . . ,

(
yλ1 , y

λ
2

)
и
(
y2λ1 , y2λ2

)
. Если среди построенных

прямых найдутся непараллельные друг другу, то останавливаемся с ре-
зультатом отсутствия структуры «лестница» для множества P (Y ) при λ
прямых. В противном случае проверяем, принадлежат ли точки вида(
ylλ+i
1 , ylλ+i

2

)
, l = 2, . . . ,

⌊
n
λ

⌋
, i-й прямой, i = 1, . . . , λ. Если указанное

условие нарушается по крайней мере для одной точки, то останавли-
ваемся с результатом отсутствия структуры «лестница» для множества
P (Y ) при λ прямых. Если же все точки принадлежат требуемым пря-
мым, то результатом процедуры является положительный ответ о нали-
чии структуры «лестница» для множества P (Y ) при λ прямых.

Отметим, что множество Парето может характеризоваться структу-
рами «каскад» и «лестница» одновременно. Например, если множество
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Парето имеет структуру «каскад», то структура «лестница» также име-
ет место, когда si = q, i = 1, . . . , p, и точки вида

(
yi,l1 , a(i) − kyi,l1

)
,

i = 1, . . . , p, лежат на одной прямой для каждого фиксированного l =
1, . . . , q. При этом все q полученных прямых имеют один и тот же уг-
ловой коэффициент. В контексте структуры «лестница», если точки ви-
да
(
1
ka

(i) − 1
ky

i,l
2 , yi,l2

)
, i = 1, . . . , p, лежат на одной прямой для каждого

фиксированного l = 1, . . . , q и для всех q прямых угловые коэффициен-
ты равны, то имеет место и структура «каскад». Пример представлен
в п. 6.3.

Здесь и далее будут рассматриваться только прямые с отрицательным
угловым коэффициентом, поэтому для удобства под угловым коэффици-
ентом прямой будем понимать его значение по абсолютной величине.

3. Сужение множества Парето со структурой «каскад»

Теорема 3. Пусть множество Парето P (Y ) имеет структуру «кас-
кад» с p прямыми l1, . . . , lp, а n̂— число точек, лежащих на прямой l1.

1) Предположим, что f1 → f2 : θ. Если θ ∈
(
0, k

k+1

)
, то сужение мно-

жества Парето “P (Y ) совпадает с самим множеством Парето P (Y ). Если

θ ∈
[

k
k+1 , 1

)
, то множество “P (Y ) содержит не более p элементов.

2) Предположим, что f2 → f1 : θ. Если θ ∈
(
0, 1

k+1

)
, то сужение

множества Парето “P (Y ) содержит по крайней мере n̂ элементов. Если

θ ∈
[

1
k+1 , 1

)
, то множество “P (Y ) состоит из одного элемента.

Доказательство. 1) Согласно определению 1 существует вектор
y′ ∈ R2 с компонентами y′1 = 1 − θ и y′2 = −θ такой, что y′ ≻ 02. Рас-
смотрим выпуклый конус Mθ = cone{e1, e2, y′} \ {02}. В [8] доказано, что
включение ȳ−ŷ ∈ Mθ эквивалентно тому, что ŷ /∈ “P (Y ), т. е. ŷ не принад-
лежит сужению множества Парето. В таком случае говорят, что вектор ȳ
доминирует вектор ŷ относительно конуса Mθ (ȳ ∈ ŷ + Mθ — вектор ȳ
принадлежит конусу Мθ с вершиной в точке ŷ (рис. 2)).

Параметр θ влияет на грань конуса Mθ, образованную лучом с на-
правляющим вектором y′. Коэффициент угла наклона равен k′ = θ

1−θ .

Таким образом, если θ < k
k+1 , то грань конуса лежит в заштрихованной

области; если θ > k
k+1 , то грань конуса лежит в закрашенной области

(см. рис. 2).
Рассмотрим влияние, которое значение коэффициента θ оказывает

на мощность сужения множества Парето “P (Y ). Если θ < k
k+1 , то для

произвольного вектора ȳ ∈ P (Y ) не найдётся такого вектора ŷ ∈ P (Y ),

что ȳ ∈ ŷ +Mθ. Значит, в данном случае сужения нет и “P (Y ) = P (Y ).
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Если θ >
k

k+1 , то для любой точки ŷ ∈ P (Y ), кроме крайних нижних
на каждой прямой (имеющих наибольшее значение по первой координа-
те для фиксированной прямой), найдётся точка ȳ ∈ P (Y ), которая будет
доминировать ŷ относительно конуса Mθ. Это означает, что сужение мно-
жества Парето “P (Y ) состоит не более чем из p точек. Сужение до менее
чем p точек зависит от взаимного расположения прямых и точек на них.

Рис. 2. Грани конуса Mθ в случае одного кванта информации

2) Согласно определению 1 y′ ≻ 02, где вектор y′ ∈ R2 характеризует-
ся компонентами y′1 = −θ и y′2 = 1− θ. Аналогично п. 1 ȳ− ŷ ∈ Mθ тогда
и только тогда, когда ŷ /∈ “P (Y ), но вектор y′ имеет иной вид и коэф-
фициент угла наклона соответствующей грани равен k′ = 1−θ

θ . Заштри-
хованная область соответствует θ < 1

k+1 , закрашенная — θ > 1
k+1 (см.

рис. 2).
В случае θ < 1

k+1 число доминируемых точек из множества Парето от-
носительно конуса Mθ лежит в пределах от нуля до всех точек из P (Y ),
кроме точек верхней прямой l1. В случае θ >

1
k+1 требуется рассмат-

ривать только точки верхней прямой l1. Недоминируемой будет точка
c наименьшим значением по первой координате (самая верхняя), т. е.
сужение будет состоять из одной точки. Теорема 3 доказана.

Теорема 4. Пусть множество Парето P (Y ) имеет структуру «кас-
кад» с p прямыми l1, . . . , lp, а n̂— число точек, лежащих на прямой l1.
Предположим, что f1 → f2 : θ12 и f2 → f1 : θ21, причём θ12 + θ21 < 1.

1) Если θ12 <
k

k+1 и θ21 >
1

k+1 , то |“P (Y )| = 1.

2) Если θ21 <
1

k+1 и θ12 >
k

k+1 , то |“P (Y )| 6 p.

3) Если θ12 <
k

k+1 и θ21 <
1

k+1 , то |“P (Y )| > n̂.

Доказательство. Задание квантов информации означает, что для
векторов выполнены соотношения y′ = (1 − θ12,−θ12) ≻ 02 и y′′ =
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(−θ21, 1 − θ21, ) ≻ 02. Согласно [8] в случае двух квантов информации
рассматривается выпуклый конус Mθ12,θ21 = cone{e1, e2, y′, y′′}\{02}. Об-
разующими являются только векторы y′, y′′, поэтому в действительности
Mθ12,θ21 = cone{y′, y′′} \ {02}. Условие θ12 + θ21 < 1 необходимо и доста-
точно для непротиворечивости двух квантов [8] и геометрически выра-
жается в выпуклости конуса Mθ12,θ21 .

Рис. 3. Пример конуса Mθ12,θ21 в случае двух квантов информации

Аналогично доказательству теоремы 3 можно выделить области рас-
положения лучей, образованных векторами y′, y′′, в зависимости от зна-
чений коэффициентов θ12, θ21:

(I) θ12 <
k

k + 1
, (II) θ12 >

k

k + 1
,

(III) θ21 <
1

k + 1
, (IV) θ21 >

1

k + 1
.

В силу неравенства θ12 + θ21 < 1 возможны только три комбинации: (I)
и (III), (I) и (IV), (II) и (III) (рис. 3).

Если грани конуса Mθ12,θ21 расположены в областях (I) и (III), то чис-
ло доминируемых точек варьируется от нуля до всех точек из множества
P (Y ), кроме точек верхней прямой l1. Если рассматривать области (I)
и (IV), то расположение грани y′′ в области (IV) согласно теореме 3 даёт
сужение до одной точки. В случае (II) и (III) принадлежность грани y′

области (II) даёт сужение как минимум до p элементов (количество пря-
мых). Область (III) степень сужения не усилит.

Таким образом, области (I) и (III) дают п. 3 теоремы, области (I) и (IV)
соответствуют п. 1, области (II) и (III) — п. 2. Теорема 4 доказана.

4. Сужение множества Парето со структурой «лестница»

Теорема 5. Пусть множество Парето P (Y ) имеет структуру «лест-
ница» с p прямыми l1, . . . , lp, каждая из которых содержит q точек.



Сужение множества Парето в двухкритериальных задачах 99

1) Предположим, что f1 → f2 : θ. Если θ ∈
(
0, k

k+1

)
, то сужение

множества Парето “P (Y ) содержит по крайней мере q элементов. Если

θ ∈
[

k
k+1 , 1

)
, то множество “P (Y ) состоит из одного элемента.

2) Предположим, что f2 → f1 : θ. Если θ ∈
(
0, 1

k+1

)
, то сужение мно-

жества Парето “P (Y ) содержит по крайней мере p+q−1 элементов. Если

θ ∈
[

1
k+1 , 1

)
, то множество “P (Y ) включает в себя не более p элементов.

Доказательство. При доказательстве теоремы 5 используется тот
же приём, что и в теореме 3. Рассматриваем выпуклый конус Mθ, со-
ответствующий бинарному отношению ≻ с учётом заданного кванта ин-
формации. Далее, определяем, какие точки множества Парето будут до-
минироваться относительно конуса Mθ в зависимости от значений коэф-
фициента компромисса θ.

1) Задание кванта информации означает, что для вектора y′ ∈ R2

с компонентами y′1 = 1 − θ и y′2 = −θ выполнено соотношение y′ ≻ 02.
Выпуклый конус Mθ определяется как cone{e1, e2, y′} \ {02}, где образу-
ющими являются векторы y′, e2.

Если θ < k
k+1 , то коэффициент угла наклона грани конуса Mθ, со-

ответствующей вектору y′, будет меньше коэффициента угла наклона k
прямых li. Значит, возможны ситуации, когда не будет доминироваться
ни одна точка относительно конуса Mθ, так и когда недоминируемыми
останутся только точки прямой lp (с наибольшим свободным членом ap,

см. рис. 1). Таким образом, мощность множества “P (Y ) меняется в пре-
делах от q до |P (Y )| элементов, когда θ ∈

(
0, k

k+1

)
.

Рассмотрим ситуацию, когда θ >
k

k+1 . При θ = k
k+1 грань кону-

са Mθ, соответствующая вектору y′, имеет коэффициент угла наклона k
и параллельна любой из прямых l1, . . . , lp. Значит, недоминируемой бу-
дет только одна точка — самая нижняя. Следовательно, при θ ∈

[
k

k+1 , 1
)

сужение множества Парето состоит из одного элемента.

2) В случае задания кванта информации f2 → f1 : θ имеем вектор
y′ ≻ 02, y

′
1 = −θ и y′2 = 1−θ, конус Mθ = cone{e1, e2, y′}\{02}, у которого

образующими, в отличие от п. 1, будут векторы e1, y′.
Если θ < 1

k+1 , то грань конуса Mθ, задаваемая вектором y′, будет
иметь угловой коэффициент больше чем k. Здесь множество точек, ко-
торые могут оказаться доминируемыми относительно конуса Mθ, варьи-
руется от пустого множества до всех, кроме точек с прямой y2 = −ky1+ap
(q элементов) и всех верхних точек с каждой прямой l1, . . . , lp (p элемен-
тов). Поскольку одна точка была подсчитана 2 раза, то |“P (Y )| > p+q−1.

Если θ > 1
k+1 , то коэффициент угла наклона грани меньше либо ра-

вен k. При θ = 1
k+1 все точки прямой li, кроме самой верхней точки,
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доминируемые. Далее при увеличении θ наступает момент, когда все
верхние точки каждой прямой будут продоминированы (кроме верхней
точки прямой l1). Таким образом, если θ ∈

[
1

k+1 , 1
)
, то для сужения мно-

жества Парето верно соотношение |“P (Y )| 6 p. Теорема 5 доказана.

Теорема 6. Пусть множество Парето P (Y ) имеет структуру «лест-
ница» с p прямыми l1, . . . , lp, каждая из которых содержит q векторов.
Предположим, что f1 → f2 : θ12 и f2 → f1 : θ21, причём θ12 + θ21 < 1.

1) Если θ21 <
1

k+1 и θ12 >
k

k+1 , то |“P (Y )| = 1.

2) Если θ12 <
k

k+1 и θ21 >
1

k+1 , то |“P (Y )| 6 p.

3) Если θ21 <
1

k+1 и θ12 <
k

k+1 , то |“P (Y )| > q.

Доказательство. Согласно правилам задания двух квантов инфор-
мации существуют два вектора y′ = (1− θ12,−θ12) ≻ 02 и y′′ = (−θ21, 1−
θ21, ) ≻ 02, причём отношению предпочтения ≻ соответствует выпуклый
конус Mθ12,θ21 = cone{y′, y′′} \ {02}.

Аналогично доказательству теоремы 4 рассмотрим области (I), (II),
(III), (IV) и три их допустимые комбинации: (I) и (III), (I) и (IV), (II)
и (III) (см. рис. 3).

Пусть грани конуса Mθ12,θ21 расположены в областях (I) и (III). При-
надлежность грани, соответствующей вектору y′, области (I) ограни-
чивает множество “P (Y ) снизу q элементами. Грань, задаваемая векто-
ром y′′ и лежащая в области (III), даст оценку снизу p + q − 1. Таким
образом, получаем справедливость п. 3.

Если рассматривать области (I) и (IV), то расположение грани y′′

в области (IV) согласно теореме 5 даст оценку сверху для “P (Y )— p эле-
ментов. Область (I) степень сужения не усилит. Значит, композиция (I)
и (IV) обеспечивает неравенство |“P (Y )| 6 p.

Теперь исследуем случай (II) и (III). Здесь усиление в смысле степени
сужения даёт область (II), принадлежность грани y′ которой гарантиру-
ет выполнение |“P (Y )| = 1.

Аналогично теореме 4 области (I) и (III) дают п. 3 теоремы, области (I)
и (IV) соответствуют п. 2, области (II) и (III) — п. 1. Теорема 6 доказана.

Представленные результаты, в частности, свидетельствуют о том, что
если множество Парето имеет структуру «каскад» или «лестница», при-
чём число прямых ограничено константой или полиномом относительно
длины входа задачи, то при соответствующем задании «кванта инфор-
мации» мощность сужения будет также константой или полиномиальной
относительно длины входа.
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5. Сужение множества Парето в общем случае

Для любой дискретной задачи с двумя критериями можно найти ми-
нимальный по мощности набор параллельных прямых (с отрицательным
угловым коэффициентом) такой, что все элементы множества Парето
P (Y ) лежат на этих прямых. Трудоёмкость данной процедуры поиска
составляет O(n4) операций, где n = |P (Y )|. Действительно, проводим че-
рез каждую пару векторов множества P (Y ) прямую li, i = 1, . . . , n(n−1)

2 .
Если прямая li имеет отрицательный угловой коэффициент, то строим
прямые, параллельные прямой li и проходящие через различные точки
множества Парето, затем подсчитываем количество различных прямых.
Рассмотрев все возможные варианты, находим требуемое множество па-
раллельных прямых.

Теорема 7. Пусть множество Парето равно

P (Y ) =

p⋃

i=1

{(y1, y2) | y2 = a(i) − ky1, y1 ∈ ‹Y1},

где ‹Y1 — конечное множество точек, a(i), i = 1, . . . , p, и k > 0— произ-
вольные константные значения. Предположим, что f1 → f2 : θ12 и/или
f2 → f1 : θ21 (в случае двух квантов информации выполняется усло-
вие непротиворечивости θ12 + θ21 < 1). Если θ12 >

k
k+1 или θ21 >

1
k+1 ,

то |“P (Y )| 6 p.

Доказательство. Как и ранее при доказательстве теорем 3–6, на-
личие одного или двух квантов информации означает, что отношению
предпочтения сопоставляется соответствующий выпуклый конус M.

Согласно доказательствам теорем 3 и 4, если задан квант информа-
ции f1 → f2 : θ12, то при θ12 >

k
k+1 грань конуса M, соответствующая

вектору y′ ∈ R2, y′1 = 1 − θ12 и y′2 = −θ12, будет иметь коэффициент
угла наклона больше или равный k. Значит, на каждой прямой оста-
нется не более одной точки, не доминируемой относительно конуса M.
Следовательно, более одной точки с каждой прямой не может попасть
в сужение множества Парето.

Аналогично, если задан квант информации f2 → f1 : θ21, то при θ21 >
1

k+1 грань конуса M, соответствующая вектору y′′ ∈ R2, y′′1 = −θ21 и y′′2 =
1 − θ21, будет иметь коэффициент угла наклона меньше или равный k.
Значит, более одной точки с каждой прямой не может попасть в сужение
множества Парето.

Таким образом, при θ12 > k
k+1 или θ21 > 1

k+1 каждая из параллель-
ных прямых будет содержать не более одной точки множества Парето,
не доминируемой относительно конуса M. Теорема 7 доказана.
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Отметим, что получение более узкой оценки, чем |“P (Y )| 6 p при
θ12 >

k
k+1 или θ21 >

1
k+1 , зависит от расположения точек на прямых

и коэффициентов компромисса. Теорема 7, по сути, опирается на мини-
мальное число параллельных прямых, которые можно провести через
точки множества Парето.

Во всех предыдущих теоремах структурно множество Парето рас-
сматривалось как множество, точки которого лежат на определённом
числе параллельных прямых. Теперь переходим к представлению в виде
цепочки ломаных и соответствующих им прямых.

Рис. 4. Примеры «северо-восточной» границы многогранника
(невыпуклый и выпуклый случаи)

Рассмотрим множество Парето произвольнойдвухкритериальной дис-
кретной задачи. Если соединить точки множества Парето, то получится
ломаная L, которая будет «северо-восточной» границей некоторого мно-
гогранника. Причём такой многогранник может быть как выпуклым,
так и невыпуклым (рис. 4). Трудоёмкость построения ломаной составля-
ет O(nln(n)), где n = |P (Y )|. Здесь реализуется упорядочивание точек
множества Парето по первой координате и дальнейшее последовательное
соединение точек отрезками прямых.

Ломаную L будем задавать p прямыми y2 = a(i) − k(i)y1, i = 1, . . . , p,
так что k(1) 6 k(2) 6 . . . 6 k(p). В общем случае порядок отрезков лома-
ной не обязательно совпадает с порядком индексации i = 1, . . . , p. Сов-
падение будет в случае, когда ломаная является границей выпуклого
многогранника. Введём обозначения ni, где ni + 1— число точек на i-й
прямой.

Теорема 8. Пусть множество Парето равно

P (Y ) =

p⋃

i=1

{(y1, y2) | y2 = a(i) − k(i)y1, y1 ∈ ‹Y1},

где ‹Y1 — конечное множество точек, a(i), i = 1, . . . , p, и 0 < k(1) 6 k(2) 6
. . . 6 k(p). Предположим, что f1 → f2 : θ.
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1) Если θ < k(1)

k(1)+1
, то сужение множества Парето “P (Y ) совпадает

с самим множеством Парето P (Y ).

2) Если θ > k(i)

k(i)+1
, то сужение множества Парето “P (Y ) содержит

не более |P (Y )| −
i∑

j=1
nj элементов, i = 1, . . . , p− 1.

3) Если θ > k(p)

k(p)+1
, то сужение множества Парето состоит из одного

элемента.

Доказательство. 1) Рассмотрим точки двух произвольных отрез-
ков ломаной, соответствующих прямым ȳ: ȳ2 = a(i) − k(i)ȳ1 и ŷ: ŷ2 =
a(j) − k(j)ŷ1, где ȳ1 < ŷ1. Проведём через точку ȳ прямую l′: y2 = a′ −
k′y1 с угловым коэффициентом k′ < k(1) и рассмотрим конус M ′ =

cone{e2, (1,−k′)} \ {02}+ ȳ, соответствующий θ < k(1)

k(1)+1
.

Исходя из структуры ломаной и k′ < k(i), i = 1, . . . , p, получаем, что
ȳ2 − ŷ2 > k′(ŷ1 − ȳ1). Возьмём на прямой l′ точку y′: ŷ1 = y′1. Тогда
ȳ2 − y′2 = k′(ŷ1 − ȳ1).

Значит, точка y′ расположена выше точки ŷ, следовательно, ŷ /∈ M ′.

В силу произвольности выбора точек и прямых имеем “P (Y ) = P (Y ) при
θ < k(1)

k(1)+1
.

2) Рассмотрим две произвольные точки одной прямой с угловым ко-
эффициентом k(i). Доказательство основывается на том, что одна из двух
точек будет доминировать другую относительно конуса M = cone{e1,
(1− θ,−θ)} \ {02} тогда и только тогда, когда θ >

k(i)

k(i)+1
. Следовательно,

если θ >
k(i)

k(i)+1
, то в сужение множества Парето войдёт не более одной

точки прямой с индексом j = 1, . . . , i.

3) Аналогично п. 1 рассмотрим точки двух произвольных отрезков
прямых, а именно ȳ: ȳ2 = a(i) − k(i)ȳ1 и ŷ: ŷ2 = a(j) − k(j)ŷ1, где ȳ1 < ŷ1.
Проведём через точку ȳ прямую l′′: y2 = a′′ − k′′y1 с угловым коэффици-
ентом k′′ > k(p) и рассмотрим конус M ′′ = cone{e2, (1,−k′′)} \ {02} + ȳ,

соответствующий θ >
k(p)

k(p)+1
.

На основании построения ломаной и справедливости неравенства k′′ >
k(p), i = 1, . . . , p, имеем ȳ2− ŷ2 6 k′′(ŷ1− ȳ1). Возьмём на прямой l′′ точку
y′′: ŷ1 = y′′1 , тогда ȳ2 − y′′2 = k′′(ŷ1 − ȳ1).

Значит, точка y′′ расположена не выше точки ŷ, следовательно, ŷ ∈
M ′′. В результате в сужении множества Парето останется только край-
няя правая точка из P (Y ) при θ >

k(p)

k(p)+1
. Теорема 8 доказана.
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Следствие 1. Пусть ломаная L соответствует выпуклому многогран-
нику (см. рис. 4), т. е. угловые коэффициенты отрезков ломаной слева

направо не убывают. Тогда при k(i)

k(i)+1
6 θ < k(i+1)

k(i+1)+1
сужение множества

Парето “P (Y ) содержит ровно |P (Y )| −
i∑

j=1
nj элементов, i = 1, . . . , p − 1.

Теорема 9. Пусть выполнены условия теоремы 8, но задан квант
информации f2 → f1 : θ.

1) Если θ < 1
k(p)+1

, то “P (Y ) = P (Y ).

2) Если θ >
1

k(i)+1
, то “P (Y ) содержит не более чем |P (Y )| −

p∑
j=i

nj

элементов, i = 2, . . . , p.

3) Если θ >
1

k(1)+1
, то |“P (Y )| = 1.

Доказательство. Здесь используются рассуждения, аналогичные
рассуждениям доказательства теоремы 8.

1) Рассмотрим точки двух произвольных отрезков ломаной L, а имен-
но ȳ: ȳ2 = a(i) − k(i)ȳ1 и ŷ: ŷ2 = a(j) − k(j)ŷ1, где ȳ1 > ŷ1. Проведём
через точку ȳ прямую l′: y2 = a′ − k′y1, k′ > k(p), и рассмотрим ко-
нус M ′ = cone{e1, (−1, k′)} \ {02}+ ȳ, соответствующий θ < 1

k(p)+1
.

Исходя из структуры ломаной и неравенства k′ > k(i), i = 1, . . . , p,
получаем ŷ2 − ȳ2 < k′(ȳ1 − ŷ1). Возьмём на прямой l′ точку y′: y′1 = ŷ1,
тогда y′2 − ȳ2 = k′(ȳ1 − ŷ1).

Значит, точка y′ расположена выше точки ŷ, следовательно, ŷ /∈ M ′.

В силу произвольности выбора точек и отрезков ломаной имеем “P (Y ) =
P (Y ) при θ < 1

k(p)+1
.

2) Доказательство аналогично доказательству п. 2 теоремы 8, при
этом M = cone{e2, (−θ, 1 − θ)} \ {02}. При условии θ >

1
k(i)+1

среди
точек множества Парето на прямой с индексом j = i, . . . , p в сужение
множества Парето войдёт не более одной точки.

3) Аналогично п. 1 рассмотрим точки двух произвольных отрезков
ломаной L, а именно ȳ: ȳ2 = a(i) − k(i)ȳ1 и ŷ: ŷ2 = a(j) − k(j)ŷ1, где
ȳ1 > ŷ1. Проведём через точку ȳ прямую l′′: y2 = a′′ − k′′y1, k

′′ 6 k(1), и
рассмотрим конус M ′′ = cone{e1, (−1, k′′)} \ {02} + ȳ, соответствующий
θ >

1
k(1)+1

.

Поскольку k′′ 6 k(i))i = 1, . . . , p, то ŷ2 − ȳ2 > k′′(ȳ1 − ŷ1). Возьмём
на прямой l′′ точку y′′: y′′1 = ŷ1, тогда y′′2 − ȳ2 = k′′(ȳ1 − ŷ1).

Значит, точка y′′ расположена не выше точки ŷ, следовательно, ŷ ∈
M ′′. В результате в сужении множества Парето останется только край-
няя левая точка из P (Y ) при θ >

1
k(1)+1

. Теорема 9 доказана.
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Следствие 2. Если ломаная L соответствует выпуклому многогран-
нику (см. рис. 4), то при 1

k(i)+1
6 θ < 1

k(i−1)+1
сужение множества Парето

“P (Y ) содержит ровно |P (Y )| −
p∑

j=i
nj элементов, i = 2, . . . , p.

На основании теорем 8 и 9 приходим к следующему результату.

Теорема 10. Пусть выполнены условия теоремы 8, но задано два
«кванта информации» одновременно f1 → f2 : θ12 и f2 → f1 : θ21, θ12 +
θ21 < 1. Тогда справедливы следующие оценки мощности сужения мно-

жества Парето “P (Y ).

1) Если θ21 <
1

k(p)+1
и θ12 <

k(1)

k(1)+1
, то “P (Y ) = P (Y ).

2) Если θ21 >
1

k(i)+1
и θ12 <

k(1)

k(1)+1
, то

|“P (Y )| 6 |P (Y )| −
p∑

j=i

nj , i = 2, . . . , p.

3) Если θ12 >
k(i)

k(i)+1
и θ21 <

1
k(p)+1

, то

|“P (Y )| 6 |P (Y )| −
i∑

j=1

nj, i = 1, . . . , p− 1.

4) Если θ12 >
k(i)

k(i)+1
и θ21 >

1
k(i

′)+1
, то

|“P (Y )| 6 |P (Y )| −
i∑

j=1

nj −
p∑

j=i′

nj, i = 1, . . . , p− 1, i′ = i+ 1, . . . , p.

5) Если θ21 >
1

k(1)+1
или θ12 >

k(p)

k(p)+1
, то |“P (Y )| = 1.

6. Примеры задач дискретной оптимизации

В настоящем разделе строятся семейства задач дискретной оптимиза-
ции, где множество Парето имеет структуру «каскад» и/или «лестница».
Рассматриваются такие задачи, где допустимое решение есть некоторое
подмножество из заданного в исходных данных множества вариантов
(альтернатив). В частности, приводятся примеры задачи маршрутизации
с альтернативными способами перемещения между пунктами и задачи
о покрытии с альтернативными подмножествами покрывающих элемен-
тов. Семейства задач с указанными структурами множества Парето бу-
дут обладать тем свойством, что все имеющиеся варианты разбиваются
на группы и допустимые решения формируются путём выбора одного
варианта в каждой группе. Это позволит получить прямые, структури-
рованные в требуемой форме.
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6.1. Задача о покрытии. Рассмотрим модификацию классической
задачи о покрытии с двумя критериями. Пусть R = (rji) обозначает 0-1
матрицу с Nr строками и Nc столбцами, а c = (ci), u = (ui)—Nc-мерные
векторы, представляющие веса столбцов. Предполагается, что ci > 0
и ui > 0, i = 1, . . . , Nc. Будем говорить, что столбец i покрывает стро-
ку j, если rji = 1. Подмножество столбцов S называется допустимым,
если каждая строка j покрыта хотя бы одним столбцом i ∈ S. Суммар-
ные веса f1(S) =

∑
i∈S

ui и f2(S) =
∑
i∈S

(−ci) максимизируются на всех воз-

можных подмножествах S таких, что |S| 6 b, где b— заданная константа
из множества {1, . . . , Nc}.

Приложением задачи о покрытии является задача управления постав-
ками. Здесь строки соответствуют типам заказов, а столбцы интерпре-
тируются как транспортные компании, которые могут поставлять от-
дельные типы заказов. Если rji = 1, то это означает, что компания i
может осуществить поставку заказа типа j, i = 1, . . . , Nc, j = 1, . . . , Nr.
Величины ci и ui задают стоимость обслуживания и уровень произво-
дительности компании i = 1, . . . , Nc. Константа b определяет верхнюю
границу на число компаний, выбранных для обслуживания. Аналогич-
ную интерпретацию имеет задача управления производством, где строки
представляют типы работ, а производственные компании задают столб-
цы.

Ещё одним приложением является задача размещения центров об-
служивания. Центры могут размещаться в Nc точках некоторого реги-
она, состоящего из Nr зон (или имеющего Nr транспортных маршру-
тов). Матрица R = (rji) указывает зоны (или маршруты), которые мо-
гут обслуживаться центрами в точках региона. Стоимость размещения
и коэффициент эффективности для центра в точке i задаются соответ-
ственно величинами ci и ui. Максимальное количество открытых цен-
тров не должно превосходить b. В работах [12–15] представлены другие
интерпретации задачи о покрытии и её обобщений.

6.2. Задача маршрутизации. Рассмотрим задачу маршрутизации
с одним транспортным средством, представляющую собой обобщение за-
дачи коммивояжёра. Даны конечные множества M1, . . . ,Mn, называе-
мые мегаполисами, и начальный пункт t0, не принадлежащий ни одному
из указанных множеств. Обозначим через nj число элементов в множе-
стве Mj , и пусть Mj = {mj1, . . . ,mjnj

}. Заданы стоимости (и эффектив-
ности) перемещений между пунктами c(t0,mji), c(mji, t0) и c(mji,mj′i′)
(и u(t0,mji), u(mji, t0) и u(mji,mj′i′)), а также стоимости (и эффектив-
ности) посещения пунктов мегаполисов c′(mji) (и u′(mji)). Допустимое
решение представляет собой пару: перестановка π (маршрут), определя-
ющая порядок посещения мегаполисов, и последовательность τ (трасса),
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задающая пункты посещения. Для решения (π, τ) суммарные стоимость
и эффективность вычисляются следующим образом:

c(π, τ) = c(t0,mπ(1),τ(1)) +

n−1∑

i=1

c(mπ(i),τ(i),mπ(i+1),τ(i+1))

+

n∑

i=1

c′(mπ(i),τ(i)) + c(mπ(n),τ(n), t0) → min,

u(π, τ) = u(t0,mπ(1),τ(1)) +

n−1∑

i=1

u(mπ(i),τ(i),mπ(i+1),τ(i+1))

+

n∑

i=1

u′(mπ(i),τ(i)) + u(mπ(n),τ(n), t0) → max .

Приложением задачи маршрутизации является задача составления
расписаний по удовлетворению потребностей клиентов [16]. У клиента
имеется n потребностей, которые могут быть удовлетворены в пунктах,
находящихся на некотором расстоянии друг от друга (например, про-
хождение медицинских обследований в сетях клиник). Для каждой по-
требности i известны пункты Mi, где она может быть реализована. За-
даны длительности и степени комфорта перемещения между пунктами,
а также длительности и степени комфорта обслуживания потребностей
в пунктах. Требуется найти расписания удовлетворения потребностей
клиента, при которых суммарная длительность минимизируется, а сум-
марная степень комфорта максимизируется.

Также рассматриваемая задача маршрутизации возникает при работе
с базами данных с индексными методами доступа [17], имеет приложения
в задачах о демонтаже оборудования АЭС (выводимого из эксплуата-
ции), инженерных задачах, связанных с маршрутизацией перемещений
инструмента при высокоточной листовой резке на станках с числовым
программным управлением (см., например, [18, 19]).

6.3. Примеры множества Парето.

Структуры «каскад» и «лестница». Здесь и далее пусть T —
произвольная положительная константа. Рассмотрим множество Паре-
то, состоящее из pq элементов и имеющее вид

P1(Y ) = {(T + (l − 1)p + i;−T − (l − 1)(2p − 1)− i),

i = 1, . . . , p, l = 1, . . . , q}.
Данное множество Парето иллюстрирует структуры «каскад» и «лестни-
ца» одновременно. Если рассматривать множество Парето с точки зре-
ния структуры «лестница», то P (Y ) состоит из p параллельных прямых,
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содержащих по q точек вида

yi2 = −2p− 1

p
yi1 +

Å
T
p− 1

p
+ i

p− 1

p

ã
,

yi1 ∈ Y i
1 = {T + (l − 1)p+ i, l = 1, . . . , q},

i = 1, . . . , p. На каждой прямой расстояние между соседними точками
составляет p по первому критерию и равно 2p− 1 по второму критерию.
Если же рассматривать множество Парето с точки зрения структуры
«каскад», то P (Y ) содержит q параллельных прямых, каждая из кото-
рых включает в себя p точек вида

yl2 = −yl1 + (l − 1)(1 − p), yl1 ∈ Y l
1 = {T + (l − 1)p + i, i = 1, . . . , p},

l = 1, . . . , q. Соседние точки одной прямой находятся на единичном рас-
стоянии друг от друга по двум критериям.

Если f1 → f2 : θ, то в случае p > 1
(1) при θ ∈

(
0, 12
)

сужения нет;
(2) при θ ∈

[
1
2 ,

2p−1
3p−1

)
сужение множества Парето состоит из q точек;

(3) при θ ∈
[2p−1
3p−1 , 1

)
сужение множества Парето одноэлементно.

Если f2 → f1 : θ, то в случае p > 1
(1) при θ ∈

(
0, p

3p−1

)
сужение множества Парето содержит по крайней

мере p+ q − 1 точек;
(2) при θ ∈

[ p
3p−1 ,

1
2

)
сужение множества Парето состоит из p элемен-

тов;
(3) при θ ∈

[
1
2 , 1
)

сужение множества Парето одноэлементно.

Если f1 → f2 : θ12 и f2 → f1 : θ21, то в случае p > 1
(1) при θ12 ∈

(
0, 12
)

и θ21 ∈
(
0, p

3p−1

)
сужение множества Парето

состоит по крайней мере из max{p, q} элементов; при θ12 ∈
[
1
2 ,

2p−1
3p−1

)

и θ21 ∈
[ p
3p−1 ,

1
2

)
сужение множества Парето состоит из не более чем

min{p, q} элементов;
(2) при θ21 ∈

[ p
3p−1 ,

1
2

)
и θ12 ∈

(
0, 12
)

сужение множества Парето со-

стоит из p элементов; при θ21 ∈
(
0, p

3p−1

)
и θ12 ∈

[
1
2 ,

2p−1
3p−1

)
сужение мно-

жества Парето состоит из q элементов;
(3) при θ21 ∈

[
1
2 , 1
)

или θ12 ∈
[2p−1
3p−1 , 1

)
сужение множества Парето

состоит из одного элемента.

Во всех рассмотренных случаях пп. (2) и (3) гарантируют точное чис-
ло элементов в сужении множества Парето. В то же время п. (1) во вто-
ром и третьем случаях даёт нижнюю оценку числа элементов в сужении
множества Парето.
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Задача о покрытии. Пусть Nr = 2, b = 2 и Nc = p + q, где
p, q ∈ N. Первые p столбцов покрывают только первую строку, а следую-
щие q столбцов покрывают только вторую строку, т. е. r1,i = 1, r2,i = 0,
r1,l+p = 0, r2,l+p = 1 для i = 1, . . . , p, l = 1, . . . , q. Следовательно, любое
допустимое решение состоит из одного из первых p столбцов и одного
из последних q столбцов.

Пусть веса столбцов задаются так, что ui = ci = i для столбцов с ин-
дексом i = 1, . . . , p и ul+p = T + (l − 1)p, cl+p = T + (l − 1)(2p − 1) для
столбцов с индексом l + p, l = 1, . . . , q. Тогда множество Парето для
указанного семейства примеров равно P1(Y ).

Задача маршрутизации. Пусть n = 2, M1 = {m11,m12, . . . ,m1p},
M2 = {m21,m22, . . . ,m2q}, α, β, γ, α′, β′, γ′ > 0— произвольные заданные
константы такие, что α+ β + γ = 1, α′ + β′ + γ′ = 1. Определим веса дуг
по первому критерию:

u(t0,m1i) = i, u(m1i,m2l) = (l − 1)p, u(m2l, t0) = αT

и веса дуг по второму критерию:

c(t0,m1i) = i, c(m1i,m2l) = (l − 1)(2p − 1), c(m2l, t0) = α′T,

где i = 1, . . . , p, l = 1, . . . , q. Веса дуг из начального пункта во второй ме-
гаполис, из второго мегаполиса в первый мегаполис и из первого мегапо-
лиса в начальный пункт равны бесконечности. Веса посещения пунктов
мегаполисов равны

u′(m1i) = βT, u′(m2l) = γT, c′(m1i) = β′T, c′(m2l) = γ′T,

i = 1, . . . , p, l = 1, . . . , q. Тогда все маршруты, посещающие сначала пер-
вый мегаполис, а затем второй, парето-оптимальны, а множество Парето
равно P1(Y ).

Структура «лестница». Рассмотрим множество Парето следую-
щего вида:

P2(Y ) = {(T + (l − 1)p + i;−T − (l − 1)(p + 1)− i(i + 1)/(2p)),

i = 1, . . . , p, l = 1, . . . , q}.
Данное множество имеет структуру «лестница», но не характеризу-

ется структурой «каскад». Имеем p параллельных прямых, содержащих
по q точек вида

yi2 = −p+ 1

p
yi1 +

Å
T

p
+

i(2p − i+ 1)

2p

ã
,

yi1 ∈ Y i
1 = {T + (l − 1)p+ i, l = 1, . . . , q},

i = 1, . . . , p. Расстояние между соседними точками прямой составляет p
по первому критерию и равно p+ 1 по второму критерию.



110 А. О. Захаров, Ю. В. Коваленко

Предположим, что f1 → f2 : θ. Тогда в случае p > 1

(1) если θ ∈
(
0, p+1

2p+1

)
, то |“P (Y )| > q;

(2) если θ ∈
[ p+1
2p+1 , 1

)
, то |“P (Y )| = 1.

Предположим, что f2 → f1 : θ. Тогда в случае p > 1

(1) если θ ∈
(
0, p

2p+1

)
, то |“P (Y )| > p+ q − 1;

(2) если θ ∈
[ p
2p+1 , 1

)
, то |“P (Y )| 6 p.

Предположим, что f1 → f2 : θ12 и f2 → f1 : θ21. Тогда в случае p > 1

(1) если θ21 ∈
(
0, p

2p+1

)
и θ12 ∈

(
0, p+1

2p+1

)
, то |“P (Y )| > q;

(2) если θ12 ∈
(
0, p+1

2p+1

)
и θ21 ∈

[ p
2p+1 , 1

)
, то |“P (Y )| 6 p;

(3) если θ12 ∈
[ p+1
2p+1 , 1

)
и θ21 ∈

(
0, p

2p+1

)
, то |“P (Y )| = 1.

Задача о покрытии. Пример строится по тому же правилу, что
и в предыдущем подпункте, за исключением весов столбцов, т. е. Nr = 2,
b = 2, Nc = p + q, причём первые p столбцов покрывают только первую
строку, а последние q столбцов покрывают только вторую строку.

Зададим веса ui = i, ci =
i(i+1)
2p для столбцов с индексами i = 1, . . . , p

и ul+p = T + (l − 1)p, cl+p = T + (l − 1)(p + 1) для столбцов с индексами
l+p, l = 1, . . . , q. В таком случае множество Парето определяется P2(Y ).

Задача маршрутизации. Пример строится так же, как и в предыду-
щем подпункте за исключением весов дуг, т. е. n = 2, M1 = {m11,m12, . . . ,
m1p}, M2 = {m21,m22, . . . ,m2q}.

Пусть веса дуг по первому критерию равны

u(t0,m1i) = i, u(m1i,m2l) = (l − 1)p, u(m2l, t0) = αT,

а веса дуг по второму критерию равны

c(t0,m1i) =
i(i+ 1)

2p
, c(m1i,m2l) = (l − 1)(p + 1), c(m2l, t0) = α′T,

где i = 1, . . . , p, l = 1, . . . , q. Веса остальных дуг равны бесконечности
по двум критериям. Веса посещения пунктов мегаполисов равны

u′(m1i) = βT, u′(m2l) = γT, c′(m1i) = β′T, c′(m2l) = γ′T,

i = 1, . . . , p, l = 1, . . . , q. Тогда все маршруты, посещающие сначала пер-
вый мегаполис, а затем второй, парето-оптимальны, а множество Парето
равно P2(Y ).

Структура «каскад». Рассмотрим множество Парето

P3(Y ) = {(T + (l − 1)p/2 + (l − 1)p + i;

− T − (l − 1)p/2 − (l − 1)p − (2l − 2)(p − 1)− i),

i = 1, . . . , p, l = 1, . . . , q/2} ∪ {(T + lp/2 + (l − 1)p + p/2 + i;



Сужение множества Парето в двухкритериальных задачах 111

− T − lp/2− (l − 1)p − (2l − 1)(p − 1)− p/2− i),

i = 1, . . . , p/2, l = 1, . . . , p/2}.
Оно имеет структуру «каскад», но не обладает структурой «лестница».
Множество Парето состоит из q параллельных прямых, каждая из кото-
рых содержит p или p

2 точек вида

y2l−1
2 = −y2l−1

1 + (2l − 2)(1 − p),

y2l−1
1 ∈ Y 2l−1

1 = {T +(l− 1)p/2+ (l− 1)p+ i, i = 1, . . . , p}, l = 1, . . . , q/2;

y2l2 = −y2l1 + (2l − 1)(1 − p),

y2l1 ∈ Y 2l
1 = {T + (l + 1)p/2 + (l − 1)p + i, i = 1, . . . , p/2}, l = 1, . . . , q/2.

Расстояния между соседними точками одной прямой равны единице.

Предположим, что f1 → f2 : θ. Тогда в случае p > 1
(1) если θ ∈

(
0, 12
)
, то сужения нет;

(2) если θ ∈
[
1
2 , 1
)
, то |“P (Y )| 6 q.

Предположим, что f2 → f1 : θ. Тогда в случае p > 1

(1) если θ ∈
(
0, 12
)
, то |“P (Y )| > p;

(2) если θ ∈
[
1
2 , 1
)
, то |“P (Y )| = 1.

Предположим, что f1 → f2 : θ12 и f2 → f1 : θ21. Тогда в случае p > 1

(1) если θ21 ∈
(
0, 12
)

и θ12 ∈
(
0, 12
)
, то |“P (Y )| > p;

(2) если θ12 ∈
[
1
2 , 1
)

и θ21 ∈
(
0, 12
)
, то |“P (Y )| 6 q;

(3) если θ21 ∈
[
1
2 , 1
)

и θ12 ∈
(
0, 12
)
, то |“P (Y )| = 1.

Задача о покрытии. Пусть Nr = 3, b = 2 и Nc = p+ q, где p, q ∈ N
и p чётное. Первые p

2 столбцов покрывают только первую строку, т. е.
r1,i = 1, r2,i = 0, r3,i = 0 для i = 1, . . . , p2 , следующие p

2 столбцов по-
крывают первую и вторую строки, т. е. r1, p

2
+i = 1, r2, p

2
+i = 1, r3, p

2
+i = 0

для i = 1, . . . , p2 . Нечётные столбцы p+ 2l − 1 покрывают вторую и тре-
тью строки, т. е. r1,p+2l−1 = 0, r2,p+2l−1 = 1, r3,p+2l−1 = 1 для l = 1, . . . , q2 ,
а чётные столбцы p+2l покрывают только третью строку, т. е. r1,p+2l = 0,
r2,p+2l = 0, r3,p+2l = 1 для l = 1, . . . , q2 . Следовательно, множество допу-
стимых решений составляют пары столбцов i и p+2l− 1, где i = 1, . . . , p
и l = 1, . . . , q2 , и пары столбцов i и p+2l, где i = p

2 +1, . . . , p и l = 1, . . . , q2 .
Пусть веса равны ui = ci = i для столбцов i = 1, . . . , p и

up+2l−1 = T + (l − 1)p/2 + (l − 1)p, up+2l = T + lp/2 + (l − 1)p,

cp+2l−1 = T + (l − 1)p/2 + (l − 1)p + (2l − 2)(p − 1),

cp+2l = T + lp/2 + (l − 1)p+ (2l − 1)(p − 1)

для l = 1, . . . , q2 . Тогда множество Парето имеет вид P3(Y ).
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Задача маршрутизации. Пусть n = 2, M1 = {m11,m12, . . . ,m1p}
(p чётное), M2 = {m21,m22, . . . ,m2q}, α, β, γ, α′, β′, γ′ > 0— произволь-
ные заданные константы такие, что α+ β + γ = 1, α′ + β′ + γ′ = 1.

Пусть веса дуг по первому критерию равны

u(t0,m1i) = i, u(m2l, t0) = αT, i = 1, . . . , p, l = 1, . . . , q;

u(m1i,m2,2l−1) = (l − 1)p/2 + (l − 1)p, i = 1, . . . , p, l = 1, . . . , q/2,

u(m1i,m2,2l) = lp/2 + (l − 1)p i = p/2 + 1, . . . , p, l = 1, . . . , q/2.

Веса дуг по второму критерию равны

c(t0,m1i) = i, c(m2l, t0) = α′T, i = 1, . . . , p, l = 1, . . . , q;

c(m1i,m2,2l−1) = (l − 1)p/2 + (l − 1)p + (2l − 2)(p − 1),

i = 1, . . . , p, l = 1, . . . , q/2,

c(m1i,m2,2l) = lp/2 + (l − 1)p + (2l − 1)(p − 1),

i = p/2 + 1, . . . , p, l = 1, . . . , q/2.

Веса остальных дуг равны бесконечности. Веса посещения пунктов ме-
гаполисов равны

u′(m1i) = βT, u′(m2l) = γT, c′(m1i) = β′T, c′(m2l) = γ′T,

i = 1, . . . , p, l = 1, . . . , q. Тогда все маршруты, посещающие сначала пер-
вый мегаполис, а затем второй, парето-оптимальны, а множество Парето
равно P3(Y ).

Заключение

Проведено исследование задач дискретной оптимизации с двумя кри-
териями в контексте аксиоматического подхода к сужению множества
Парето. Выделены и проанализированы два типа структур множества
Парето: «каскад» и «лестница», построены семействах задач о покрытии
и маршрутизации с указанными структурами. Выводы показывают гра-
ничные значения для коэффициента компромисса, когда сужение мно-
жества Парето имеет место. Представленные результаты помогают ЛПР
в формировании окончательного выбора и корректировке коэффициента
компромисса.

Дальнейшие исследования могут быть направлены на изучение более
сложных структур множества Парето, например, суперпозиции струк-
тур «каскад» и «лестница» и их обобщений. Также представляет интерес
анализ случаев, когда исходные данные и/или информация о предпочте-
ниях ЛПР являются нечёткими I или II рода.
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