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Аннотация. Задачи размещения составляют довольно широкий
класс оптимизационных задач, являющихся одними из базовых объ-
ектов исследования в области комбинаторной оптимизации и иссле-
дования операций. Помимо большого числа экономических прило-
жений, такие задачи нашли широкое применение и в области ма-
шинного обучения. Например, задача кластеризации может быть
представлена как задача размещения, в которой необходимо разде-
лить множество клиентов на кластеры, обслуживаемые открытыми
предприятиями. В настоящем обзоре планируется кратко просле-
дить, как идеи и подходы, возникшие в области теории размеще-
ния, привели к появлению современных популярных алгоритмов
машинного обучения, реализованных в большинстве коммерческих
пакетов прикладных программ и технических вычислений. Помимо
этого, предполагается провести обзор современных точных методов
и эвристик, а также некоторых обобщений базовых задач и алго-
ритмов, возникающих непосредственно в практических приложени-
ях из анализа данных. Отметим, что основное внимание будет уде-
лено дискретным задачам размещения, лежащим, например, в ос-
нове многих популярных алгоритмов кластеризации (PAM, affinity
propagation и т. д.) Поскольку объём современных данных созда-
ёт существенные трудности для классических алгоритмов ввиду их
высокой вычислительной сложности, в обзоре будут рассмотрены
современные подходы к реализации упомянутых алгоритмов для
анализа больших массивов данных. Библиогр. 138.
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Введение

Задачи размещения представляют собой обширный класс оптимиза-
ционных задач, вызывающих широкий интерес со стороны многочис-
ленных исследователей в целом ряде областей, таких как математиче-
ское программирование, исследования операций, компьютерные науки
и т. д. Несмотря на разнообразие, задачи размещения объединяет необ-
ходимость выработки оптимальной стратегии принятия двух основных
решений: выбора мест для размещения в них предприятий с целью обслу-
живания некоторого заданного множества потребителей, а также назна-
чение для каждого потребителя предприятия для получения им обслу-
живания. Определение оптимальной стратегии зависит от конкретной
задачи и заданных ограничений. Она может предполагать, например,
минимизацию суммарных издержек обслуживания, суммарной стоимо-
сти размещения предприятий, расстояния между потребителями и от-
крытыми предприятиями и т. д. Под предприятиями могут понимать-
ся не только непосредственно производственные мощности, но и раз-
нообразные объекты инфраструктуры, оборудование (камеры, датчики)
и т. д. К настоящему моменту задачи размещения нашли приложение
как в государственном (например, размещение пожарных станций и стан-
ций скорой помощи, почтовых отделений, госпиталей, образовательных
учреждений и т. д.), так и частном (размещение банковских отделений,
логистических парков, складов, центров дистрибуции) секторах эконо-
мики. Отметим, что в широком смысле задачи размещения могут быть
разделены на три типа — непрерывные, дискретные и задачи на гра-
фах — в зависимости от того, каким образом определяются возможные
места для размещения предприятий. В зависимости от структуры огра-
ничений и целевой функции задачи каждого класса также могут быть
условно разделены на три группы: минисуммные, минимаксные и задачи
покрытия.

Помимо классических, так называемых экономических и географиче-
ских приложений, задачи размещения нашли широкое применение
и в машинном обучении. Если говорить о приложениях задач размеще-
ния в реальных практических задачах, то их применению в прикладных
задачах машинного обучения посвящено намного больше работ, чем при-
ложениям, непосредственно связанным с экономическим размещением
предприятий. В рамках машинного обучения традиционным приложени-
ем задач размещения является область методов обучения без учителя,
прежде всего кластеризация, являющаяся одной из базовых техник для
первичного анализа данных, а также составной частью более комплекс-
ных подходов. Классическая задача кластеризации состоит в разделении
заданного множества объектов (элементов данных) на непересекающи-
еся группы (кластеры) таким образом, чтобы каждый кластер состоял
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из максимально схожих между собой объектов, в то время как объек-
ты из разных кластеров были различными. Несмотря на большое ко-
личество подходов к задаче кластеризации, наиболее популярный тип
алгоритмов направлен на поиск решения некоторой невыпуклой задачи
оптимизации, целью которой является минимизация расстояний («мак-
симизация схожести») между объектами кластера и его представителем.
Таким образом, задача кластеризации может быть представлена как за-
дача размещения, в которой необходимо разбить заданное множество по-
требителей на непересекающиеся группы, каждая из которых получает
обслуживание из некоторого открытого предприятия.

Считается, что основа современных исследований в области задач
размещения была заложена с выходом известных работ Л. Купера [1,2],
в которых одними из первых было рассмотрено обобщение так называ-
емой задачи Вебера на случай нескольких предприятий, известное в на-
стоящее время как задача Вебера с несколькими источниками (multi-
source Weber problem) или как непрерывная задача о p-медиане. Пред-
полагается, что задано множество точек на плоскости (потребителей)
aj ∈ R2, j ∈ J , |J | = n, для которых задан спрос wij , вообще говоря,
зависящий от мест размещения предприятий. Задача состоит в поиске
точек ci ∈ R2, i ∈ I, |I| = p, для размещения в них предприятий таким
образом, чтобы минимизировать взвешенную сумму евклидовых рассто-
яний между потребителями и обслуживающими их предприятиями, т. е.

min
C⊂R2

{∑

j∈J

min
i∈I

wij‖aj − ci‖, |C| = p
}
. (1)

В [2] для решения задачи был предложен ряд алгоритмов, считаю-
щихся теперь классическими в области размещения, например жадный
алгоритм, предполагающий поиск мест размещения предприятий толь-
ко в точках, соответствующих потребителям. Однако наиболее извест-
ным алгоритмом является так называемая альтернирующая эвристи-
ка, или алгоритм размещения-назначения (alternate location-allocation
algorithm), или алгоритм Купера.

В его основе лежит наблюдение, что задача выбора мест размещения
предприятий и задача присоединения потребителей к открытым пред-
приятиям по отдельности просты. Например, если известны назначения
потребителей (т. е. известно, какие потребители обслуживаются каким
предприятием), то точки ci могут быть найдены для каждого подмно-
жества потребителей Ji с помощью алгоритма Вейсфельда (используя
условия оптимальности первого порядка) [3]. С другой стороны, если
известны точки размещения предприятий, то каждый потребитель при-
соединяется к предприятию, обеспечивающему минимальную стоимость
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обслуживания. Таким образом, алгоритм Купера состоит в последова-
тельном повторении процедур поиска точек размещения предприятий
и назначения к ним потребителей. Если потребители aj представляют
собой точки в многомерном пространстве и обладают единичным спро-
сом wij = 1, а расстояния между предприятиями и потребителями зада-
ны квадратичной евклидовой нормой, то задача (1) представляет собой
не что иное, как известную в области машинного обучения задачу поис-
ка минимума суммы квадратов (minimum-sum-of-squares clustering) или
задачу о k-средних (k-means). Последняя на сегодняшний день является
наиболее популярной, известной и широко используемой моделью кла-
стеризации. Поскольку wij = 1, минимальную стоимость обслуживания
потребителя обеспечивает ближайшее к нему предприятие. С другой сто-
роны, так как расстояния заданы квадратичной нормой, задача поиска
точки размещения предприятий ci для каждого заданного подмножества
потребителей Ji сводится к вычислению центра масс (среднего значения
или центроида) векторов aj , j ∈ Ji, т. е. ci = 1

|Ji|

∑
j∈Ji

aj .

Алгоритм Купера для задачи о k-средних представляет собой извест-
ный в области машинного обучения одноимённый алгоритм k-средних
(k-means), или алгоритм Ллойда, или алгоритм динамических ядер, ко-
торый является в настоящий момент возможно самым популярным и из-
вестным алгоритмом кластеризации. Фактически, алгоритм Купера яв-
ляется одним из первых алгоритмов кластеризации.

Считается, что идея описанного алгоритма предложена С. Ллойдом
в 1957 г., хотя его работа впервые опубликована только в 1982 г. [4]. При
этом стоит отметить, что алгоритм Ллойда является частным случаем
алгоритма Купера. Схожий алгоритм предложен также Э. В. Форги [5],
а его варианты для непрерывной задачи, в которой места размещения по-
требителей заданы с помощью вероятностной меры, известны ещё с кон-
ца 1950-х гг. Алгоритм Купера может быть с лёгкостью обобщён для дру-
гих случаев выбора метрики в задаче (1). Отметим, что центр масс ока-
зывается оптимальным местом размещения предприятия для достаточно
широкого класса мер расстояния, известного как дивергенции Брэгмана,
к которому, в частности, относится квадрат евклидовой нормы [6]. По-
мимо алгоритма Ллойда в литературе часто под алгоритмом k-средних
подразумевают так называемый алгоритм Маккуина, в котором после
начального выбора центров кластеров объекты последовательно присо-
единяются к ближайшему центру, причём после присоединения нового
объекта соответствующие центры обновляются [7].

На этом примере можно видеть, что многие модели и методы, возник-
шие в области задач размещения, являются фундаментальными для об-
ласти анализа данных и машинного обучения. На протяжении своей ис-
тории задачи размещения и алгоритмы их решения привлекали огромное
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внимание исследователей в области машинного обучения, исследования
операции и приближённых алгоритмов. Поскольку исследования в каж-
дом из направлений велись во многом обособленно, многие идеи и подхо-
ды, возникшие в одном сообществе, оказались малоизвестными для ис-
следователей в других. Прежде всего это справедливо для приложений,
где уровень проникновения новых идей традиционно остаётся низким.
Несмотря на то, что в машинном обучении модели и методы, тради-
ционные для задач размещения, используются достаточно широко, они
зачастую явно не ассоциируются с этой областью, а потому во многих
работах не всегда отчётливо прослеживается современное состояние ис-
следований.

В данной статье планируется провести обзор идей и подходов, воз-
никших в области теории размещения, которые нашли применение в ма-
шинном обучении и привели, например, к появлению современных попу-
лярных алгоритмов кластеризации, реализованных в большинстве про-
граммных пакетов по машинному обучению и техническим вычислени-
ям. С другой стороны, будут рассмотрены подходы к решению задач раз-
мещения, возникшие в области машинного обучения. Поскольку непре-
рывные задачи размещения, в частности задача о k-средних, представля-
ют собой чрезвычайно широкую область исследований, в данном обзоре
основное внимание будет уделено дискретным задачам. В первую оче-
редь будет проведён обзор подходов, известных и широко используемых
в области машинного обучения, например, традиционных и современ-
ных алгоритмов кластеризации. Также будут кратко рассмотрены наи-
более эффективные приближённые алгоритмы, точные методы и эври-
стики. Так как современное развитие технологий привело к накоплению
больших массивов разнородных данных, анализ которых с применением
имеющихся алгоритмов зачастую затруднён или попросту невозможен,
планируется также рассмотреть современные подходы к реализации упо-
мянутых алгоритмов для анализа больших массивов данных.

1. Постановки базовых задач

Рассмотрим следующий дискретный вариант обобщённой задачи Ве-
бера, в котором задано множество точек (потребителей) ui ∈ Rn, i ∈ I =
{1, . . . ,m}, и размещение предприятий допускается только среди потре-
бителей, т. е. в конечном фиксированном числе мест. Можно предполо-
жить, что каждая точка представляет элемент данных, обладающий n
характеристиками, а расстояния dij = d(ui, uj) задают степень «непохо-
жести» между элементами ui и uj, i, j ∈ I, или стоимость включения
элемента j в кластер i. Отметим, что хотя в классической постановке dij
предполагаются заданными евклидовой метрикой, в рассматриваемом
случае вместо этого можно использовать другие способы определения
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«расстояний», в первую очередь различные обобщения метрики (псев-
дометрики и т. д.). Также отметим, что в отличие от классической по-
становки обобщённой задачи Вебера точки предполагаются заданными
в многомерном пространстве, а не на плоскости. Задача кластеризации
тогда состоит в выборе подмножества точек C ⊂ U , |C| = p, называемых
представителями кластера, таких что сумма расстояний между точками
и ближайшими представителями минимальна, т. е.

min
S⊂I

{
m∑

j=1

min
i∈S

dij , |S| = p

}
.

Отметим, что все точки, для которых i — ближайший представитель,
составляют кластер.

Задача может быть представлена в целочисленном виде. Для этого
вводятся булевы переменные yi, принимающие значение 1, если точка i
является представителем кластера, а также переменные xij, равные еди-
нице, если элемент j включён в кластер i (представитель i является для
него ближайшим). В этом случае задача может быть записана так:

min
(x,y)

m∑

i=1

m∑

j=1

dijxij , (2)

m∑

i=1

xij = 1, j = 1, . . . ,m, (3)

m∑

j=1

xij 6 myi, i = 1, . . . ,m, (4)

m∑

i=1

yi = p, (5)

yi, xij ∈ {0, 1}, i, j = 1, . . . ,m. (6)

Целевая функция (2) минимизирует суммарное расстояние между эле-
ментами данных и ближайшим представителем, ограничения (3) гаран-
тируют, что каждый элемент присоединён только к одному кластеру,
неравенства (4) обеспечивают присоединение элементов только к пред-
ставителям, ограничения (5) и (6) задают условие на количество класте-
ров и целочисленность переменных.

Такая постановка задачи кластеризации была впервые предложена
в [8] и является первой моделью кластеризации, сформулированной в ви-
де задачи целочисленного линейного программирования. Модель была
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вдохновлена известной обзорной статьей М. Л. Балинского [9], в част-
ности, представленной в ней целочисленной постановкой так называе-
мой простейшей задачи размещения предприятий. Последняя является
вариантом задачи (2)–(6), в которой множество потребителей и множе-
ство пунктов размещения предприятий представлены отдельными мно-
жествами J и I. Более того, для каждого i ∈ I задана стоимость раз-
мещения в нём предприятия fi, а dij задают стоимость обслуживания
потребителя j предприятием i. В задаче требуется разместить предпри-
ятия таким образом, чтобы минимизировать суммарную стоимость об-
служивания клиентов и размещения предприятий, т. е.

min
(x,y)

∑

i∈I

∑

j∈J

dijxij +
∑

i∈I

fiyi, (7)

∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J, (8)

xij 6 yi, i ∈ I, j ∈ J, (9)

yi ∈ {0, 1}, xij > 0, i ∈ I, j ∈ J. (10)

Несмотря на явную отсылку к работе М. Л. Балинского, задача (2)–
(6) использует несколько иной вид ограничений, связывающих перемен-
ные yi и xij. Действительно, если предположить, что |I| = |J | = m, то за-
дача (7)–(10) содержит m(1 + m) булевых переменных и m(1 + m) + 1
ограничений. В то же время, задача (2)–(6) содержит лишь 2m+1 огра-
ничений, что достигается за счёт суммирования условий (9) для всех
j ∈ J . Несмотря на то, что такой подход позволяет существенно умень-
шить число ограничений, его недостатком является тот факт, что ли-
нейная релаксация задачи в общем случае даёт худшую двойственную
оценку оптимального значения, поскольку множество (3), (4) вложено
в (8), (9) при yi, xij ∈ [0, 1]. Отметим, что ограничения (9) часто назы-
вают ограничениями Балинского, а (4) — ограничениями Эфроимсона —
Рея, поскольку последние были впервые использованы в [10] в методе
ветвей и границ для простейшей задачи размещения. Заметим также,
что ограничения на целочисленность переменных xij в (10) заменены
условиями неотрицательности, поскольку всякое оптимальное решение
задачи может быть представлено в виде эквивалентного решения, в ко-
тором все xij принимают только булевы значения.

Независимо от работы Х. Д. Винода [8] представленная формулировка
задачи кластеризации (2)–(6), использующая ограничения Балинского,
была также предложена в известной работе [11] как задача размещения
пунктов обслуживания, связанных с потребителями дорожной сетью.
Отметим, что формулировка, представленная в [11], теперь считается
классической.
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Обобщённая задача Вебера носит также название непрерывной зада-
чи о p-медиане, поскольку её решение для случая одного предприятия
при единичном спросе потребителей представляет собой геометрическую
медиану. Отметим, что для одномерного случая геометрическая меди-
ана совпадает с медианой. Интересно, что описанный выше дискрет-
ный вариант обобщённой задачи Вебера также носит название задачи
о p-медиане. При этом, говоря просто о задаче о p-медиане, подразу-
мевают именно её дискретный вариант. Помимо связи с задачей Вебера
такое название возникло благодаря работам С. Л. Хакими [12,13], в кото-
рых исследовался вариант фактически аналогичной задачи размещения
предприятий, но на графе (поиск так называемой p-медианы графа).
Задача рассматривалась в приложении к размещению заданного чис-
ла коммутаторов в некоторой коммуникационной сети, ответственных
за обработку и передачу данных от одного клиента другому с целью
минимизации суммарной длины линий связи. Причём в первоначальной
постановке предполагалось, что каждое предприятие (медиана) может
размещаться в любой точке сети. Тем не менее, сперва для одной меди-
аны [12], а затем и для p-медианы [13] Хакими доказал так называемое
свойство Хакими, утверждающее, что хотя бы одно оптимальное реше-
ние задачи предполагает размещение предприятий в вершинах сети. Это
свойство фактически сводит задачу о p-медиане на графе к дискретной
задаче, в которой расстояния задаются кратчайшим путём, соединяю-
щим две соответствующие вершины.

Отметим особо, что (дискретная) задача о p-медиане (2)–(6) также
широко известна в области машинного обучения как задача о k-медои-
дах. Это название стало популярным с выходом работы [14], в которой
авторы посчитали, что название p-медиана может внести путаницу с по-
нятием геометрической медианы, т. е. с непрерывной задачей. В обла-
сти приближённых алгоритмов задача носит название задачи о k-меди-
ане (см., например, [15], где предложен первый приближённый алгоритм
с константной оценкой точности), причём её действительно часто пута-
ют с непрерывной версией, где расстояния заданы метрикой (чаще всего
евклидовой) [16]. В непрерывном виде задачу часто исследуют вместе
с обобщённой задачей о k-средних, в которой вместо квадрата евклидова
расстояния рассматривается квадрат произвольной метрики. С другой
стороны, задача о k-средних может быть сведена к дискретной задаче,
в которой число возможных центров кластеров ограничено некоторым
фиксированным числом точек (т. е. фактически к задаче о p-медиане)
с произвольно малой потерей гарантированной точности [17].

Задачей о k-медиане также часто называют вариант обобщённой за-
дачи Вебера, в котором расстояния задаются метрикой l1 (манхэттен-
ские расстояния). Это задача также встречается под названием задачи
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о k-средних относительно метрики l1. Её решение для случая одного
предприятия при единичном спросе потребителей называется геометри-
ческим медианным абсолютным отклонением.

Задача о p-медиане на графе NP-трудна даже в случае планарно-
го графа с максимальной степенью вершин равной 3, однако полино-
миально разрешима на дереве [18]. В непрерывной постановке задача
NP-трудна даже на плоскости, в случае если расстояния заданы ев-
клидовой, манхэттенской метрикой [19], а также квадратом евклидова
расстояния (задача о k-средних) [20], однако полиномиально разрешима
на вещественной прямой [21]. Непрерывная задача о p-медиане, в кото-
рой расстояния заданы квадратом евклидовой метрики, NP-трудна для
произвольной размерности n при p = 2 [22]. Дискретный вариант зада-
чи, в котором расстояния заданы евклидовой метрикой, также является
NP-трудной задачей [23].

Некоторые последующие работы были посвящены уменьшению раз-
мерности классической постановки задачи о p-медиане с сохранением
качества линейной релаксации. Первые попытки были сделаны в [24],
где авторы предложили использовать ограничения Эфроимсона — Рея,
а ограничения Балинского для каждого потребителя включить в фор-
мулировку только для некоторого фиксированного числа t ближайших
предприятий. Это позволило уменьшить число ограничений и в то же
время сохранить «качество» решения линейной релаксации. Более того,
в статье было замечено, что каждый клиент может быть присоединён
в худшем случае лишь к (m−p+1)-му ближайшему предприятию (пред-
ставителю кластера), тем самым число переменных xij задачи может
быть уменьшено соответствующим образом. В [25] была предложена так
называемая постановка COBRA, в которой размерность задачи предла-
гается уменьшать за счёт исключения «эквивалентных» xij. Предпола-
гается, что если для двух различных потребителей j1, j2 ∈ I выполнено

Oj1t = {l ∈ I | dlj1 < dtj1} = {l ∈ I | dlj2 < dtj2} = Oj2t,

то для оптимального решения задачи справедливо xtj1 = xtj2 . Другими
словами, если два потребителя j1 и j2 имеют одно и то же t-е ближайшее
предприятие и множество 1, . . . , t−1 ближайших предприятий совпадает,
то размер формулировки может быть сокращён за счёт замены перемен-
ной xtj2 на xtj1 .

Другой подход к постановке дискретных задач размещения, идей-
но близкий к задаче о покрытии множеств, был предложен в извест-
ной работе [26] и обобщён для задачи о p-медиане в [27]. Предполо-
жим, что dii = 0, dij > 0, i, j ∈ I, i 6= j, и для каждого j ∈ I вектор
(d̄1j , d̄2j , . . . , dGjj) представляет собой упорядоченные по возрастанию,
неповторяющиеся расстояния до всех i ∈ I, i 6= j, т. е. 0 = d̄1j < d̄2j <
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· · · < d̄Gjj = max
i=1,...,n

dij . Введём множество переменных zkj, названных

в [27] кумулятивными, таких что

zkj =





1, если расстояние от объекта j до ближайшего
представителя равно по крайней мере d̄kj, j ∈ I,
2 6 k 6 Gj ,

0 в противном случае.

Задача о p-медиане в этом случае может быть записана следующим об-
разом:

min

m∑

j=1

Gj∑

k=2

(d̄kj − d̄k−1,j)zkj , (11)

zkj +
∑

i∈I | dij<d̄kj

yi > 1, j = 1, . . . ,m, 2 6 k 6 Gj , (12)

m∑

i=1

yi = p, (13)

yi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . ,m, (14)

zkj > 0, j = 1, . . . ,m, 2 6 k 6 Gj . (15)

Поскольку все расстояния упорядочены, целевая функция принимает
только положительные значения. Ограничения (12) гарантируют, что пе-
ременная zkj принимает значение 1, если не существует представителя
кластера на расстоянии ближе чем d̄kj. В противном случае переменная
принимает значение 0, так как рассматривается задача на минимум. Ин-
тересно, что указанная формулировка не содержит переменных, указы-
вающих, каким образом объекты присоединяются к кластерам. Вместо
этого переменные zkj характеризуют минимальные расстояния до пред-
ставителя кластера. Представленная формулировка и классическая по-
становка задачи содержат один и тот же набор переменных yi. В то же
время вторая содержит m2 переменных xij и m2 соответствующих огра-
ничений. В наихудшем случае, если все расстояния от каждого j ∈ I
до всех других объектов различны, количество переменных zkj и соот-
ветствующих ограничений в задаче (11)–(15) также равно m2. Однако
для каждого повторяющегося расстояния формулировка будет содер-
жать на одно ограничение и переменную меньше, что может существен-
но сократить размерность задачи для некоторых практических задач
кластеризации, в которых матрицы расстояний разрежены или содер-
жат большое число дубликатов. Несмотря на это, как отмечено в [27],
решение линейной релаксации задачи (11)–(15) даёт такую же нижнюю
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оценку оптимального значения, как и линейная релаксация классической
постановки.

Несмотря на зачастую существенный выигрыш в размерности, поиск
решения в (11)–(15) с помощью коммерческих решателей может занять
намного больше времени, что вызвано большой плотностью матрицы
ограничений в сравнении с классической постановкой. Чтобы избежать
этого недостатка и в то же время сохранить преимущества постанов-
ки (11)–(15), в [28] была предложена альтернативная формулировка. За-
метим, что для всякого набора переменных y значения zkj могут быть
вычислены так:

zkj =
∏

i∈I | dij<d̄kj

(1− yi), j = 1, . . . ,m, 2 6 k 6 Gj .

Таким образом, zkj могут быть найдены по следующему рекуррентному
правилу:

z1j =
∏

i∈I | dij=d̄1j

(1− yi), zkj = zk−1,j

∏

i∈I | dij=d̄kj

(1− yi).

С использованием введённых обозначений ограничения (12) могут быть
записаны в следующей эквивалентной форме:

z1j +
∑

i∈I | dij=d̄1j

yi > 1, j = 1, . . . ,m,

zkj +
∑

i∈I | dij=d̄kj

yi > zk−1,j, j = 1, . . . ,m, 2 6 k 6 Gj .

Несмотря на то, что использование такого типа ограничений не позволя-
ет улучшить значение линейной релаксации задачи, её допустимое мно-
жество включено в допустимое множество линейной релаксации (11)–
(15). Такая улучшенная формулировка содержит то же число ограниче-
ний, однако матрица ограничений оказывается более разреженной, что
позволяет коммерческому решателю находить решение намного быстрее,
что было показано в ходе вычислительных экспериментов.

2. Алгоритмы кластеризации

Как отмечено выше, алгоритмы, направленные на поиск допустимых
решений в задачах размещения, являются наиболее популярными и ши-
роко распространенными в настоящий момент алгоритмами кластери-
зации, реализованными в множестве специализированных программных
библиотек по машинному обучению. Наиболее популярный — алгоритм
k-средних — является алгоритмом локального поиска (альтернирующей
эвристикой) для частного случая обобщённой задачи Вебера. В данном
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разделе будут рассмотрены, возможно, не менее популярные и известные
алгоритмы кластеризации, основанные на поиске решений в дискретном
варианте той же самой обобщённой задачи Вебера (задачи о p-медиане).
Однако прежде всего рассмотрим несколько классических эвристик, ко-
торые лежат в основе большинства описываемых в дальнейшем алгорит-
мов.

Одной из первых эвристик для задачи о p-медиане на графе был так
называемый алгоритм Маранцаны [29], который фактически является
вариантом алгоритма Купера (алгоритма k-средних) для случая поста-
новки задачи на графе. Отметим, что хотя в оригинальной статье иссле-
дуемая задача не связывается с задачей о p-медиане Хакими, она предпо-
лагает размещение предприятий (медиан) в вершинах графа. Алгоритм
начинает работу с некоторого начального множества медиан p и присо-
единяет все остальные вершины к ближайшей медиане. В качестве рас-
стояний используются взвешенные кратчайшие пути между вершинами.
Для каждого получившегося подмножества вершин (кластера), присо-
единённых к одной и той же медиане, алгоритм находит новую медиа-
ну, взвешенная сумма расстояний до которой от всех остальных вершин
подмножества минимальна, т. е. решает задачу о 1-медиане. Если распо-
ложение медиан в кластерах не изменилось, то алгоритм останавлива-
ется; в противном случае алгоритм переходит на следующую итерацию.
Как было отмечено в оригинальной работе, алгоритм в общем случае
сходится лишь к некоторому локально оптимальному решению задачи.
Несмотря на схожесть с алгоритмом Ллойда, алгоритм Маранцаны име-
ет существенно более высокую вычислительную сложность, поскольку
для поиска представителя кластера требует квадратичного от числа вер-
шин в каждом кластере времени (см. алгоритм 1). Поиск же центроида
в алгоритме k-средних требует линейного времени.

Алгоритм 1. Алгоритм Маранцаны

1: Выбрать начальное решение S ⊆ I, |S| = p.
2: Положить Ji = ∅, i ∈ S. Найти Js ∪ {j}: s = argmin

i∈S
dij , j ∈ I, j /∈ S.

3: Положить S′ = ∅. Если |Ji| > 0, i ∈ S, то S′∪{s′}: s′ = argmin
s∈Ji

∑
j∈Ji

dsj.

4: Если S 6= S′, то S = S′ и перейти на шаг 2, иначе stop.

Другой классической эвристикой для задачи о p-медиане является
так называемый алгоритм Тейтца и Барт [30], известный также как ал-
горитм подстановки вершин, который представляет собой классический
алгоритм локального поиска для задачи о p-медиане. Его основная идея
состоит в том, чтобы, начиная с некоторого начального набора медиан,
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последовательно исследовать соседние решения, получающиеся заменой
одной медианы из этого набора на немедианную вершину. Если суще-
ствует замена, улучшающая значение целевой функции, то она прини-
мается и алгоритм исследует точки в окрестности нового решения. Ал-
горитм останавливается, если не существует возможных замен, улучша-
ющих текущее лучшее значение целевой функции. Оригинальная ста-
тья содержит несколько неточностей, например, в вычислении значения
целевой функции или в стратегии выбора следующего текущего реше-
ния из окрестности. Заметим, что схожий по идее алгоритм для задачи
о k-средних известен как алгоритм Хартигана — Вонга [31].

Наиболее известным алгоритмом кластеризации, основанным на по-
иске решений в дискретной задаче о p-медиане, является алгоритм PAM
(Partition Around Medoids) [14]. Он представляет собой алгоритм Тейт-
ца и Барт, стартующий с решения, найденного с помощью классической
реализации жадного алгоритма. В оригинальном описании PAM состо-
ит из двух этапов: построение (BUILD), на котором ищется начальное
жадное решение, и перестановка (SWAP), на котором применяется ал-
горитм перестановки вершин с целью улучшения жадного решения. От-
метим, что на втором этапе PAM использует так называемую стратегию
наискорейшего спуска, т. е. всегда ищет соседнее решение, приводящее
к наилучшему уменьшению значения целевой функции. Поскольку алго-
ритм, сочетающий два таких компонента, был хорошо известен и широко
использовался как тестовый алгоритм задолго до публикации PAM [14]
(хотя в статье ссылки на известные работы не были представлены), авто-
ры называют PAM программой, так как основной новизной работы была
программная реализация такой эвристики на FORTRAN с использова-
нием большого числа входных параметров, задаваемых пользователем.
Отметим, что в качестве расстояний между объектами были использо-
ваны евклидова и манхэттенская метрики.

Отметим, что одно из первых описаний идеи классического жадно-
го алгоритма для задачи о p-медиане встречается в [32]. В [33] иссле-
довался классический жадный алгоритм и представлены теоретические
оценки на качество получаемых решений в наихудшем случае. В ста-
тье также был рассмотрен обратный жадный алгоритм (greedy drop).
Его основное отличие состоит в том, что на первой итерации все эле-
менты данных выбраны в качестве представителей кластеров. Далее,
на каждом шаге представитель, исключение которого приводит к наи-
меньшему увеличению значения целевой функции, выбрасывается из ре-
шения. Этот процесс повторяется пока неотброшенными остаются p эле-
ментов. Наконец, в [33] была также рассмотрена эвристика, аналогичная
использованной намного позже в PAM, названная жадной перестановкой
(greedy-interchage), в которой для найденного сначала жадного решения
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применяется алгоритм Тейтца и Барт. В частности, было доказано, что
в наихудшем случае такая комбинированная эвристика не может найти
решение лучшее, чем решение жадного алгоритма.

Тем не менее, публикация PAM привлекла чрезвычайно широкое вни-
мание сообщества машинного обучения и анализа данных, в те годы на-
биравшего силу. Это привело к существенному росту интереса к задачам
размещения как к моделям кластеризации, так и в качестве ключевых
компонентов для разработки других подходов интеллектуального анали-
за данных. Результатом этого стала публикация большого числа статей
в данной области, рассматривающих такие аспекты, как анализ, прило-
жения и модификации того же подхода PAM.

Алгоритм 2. Программа PAM, шаг BUILD

1: Инициализировать S = ∅, S ∪ {i}: i = argmin
s∈I

m∑
j=1

min dsj .

2: Пусть i ∈ I, j ∈ I \ {i}, i, j /∈ S. Вычислить Cji = max{d1(j) − dij , 0}
и
∑
j
Cji, где d1(j) — расстояние до ближайшей медианы из S.

3: Положить S ∪ {i}: i = argmax
s∈I, s/∈S

∑
j
Cjs.

4: Если |S| = p, то stop; иначе перейти на шаг 2.

В оригинальном описании эвристики, использованной в PAM, вводят-
ся величины d1(j), d2(j), задающие расстояния до ближайшей и второй
по близости медианы. Начальное жадное решение S может быть най-
дено следующим образом на шаге BUILD (см. алгоритм 2). После того
как начальное решение построено, выполняется второй шаг SWAP, на-
правленный на его улучшение с помощью алгоритма Тейтца и Барт (см.
алгоритм 3). Он рассматривает все возможные пары (i, h) ∈ S × I \ S
и подсчитывает величину изменения значения целевой функции при пе-
рестановке i и h.

Отметим, что поиск начального решения с помощью жадного алго-
ритма требует O(pm2) времени в худшем случае. На шаге SWAP по-
иск ближайшей и второй ближайшей медианы (представителя) требует
O(pm) операций. Далее, на каждой итерации требуется оценить измене-
ние значения целевой функции для p(m−p) возможных пар. Если пред-
положить, что расстояния между элементами могут быть подсчитаны
за время O(1), т. е., например, матрица расстояний найдена и известна
перед запуском алгоритма, то одна итерация SWAP требует O(p(m−p)2)
времени.

Среди достоинств PAM в [14] отмечены его более высокая по сравне-
нию с алгоритмом k-средних устойчивость к наличию выбросов и шума
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Алгоритм 3. Программа PAM, шаг SWAP

1: Дано начальное решение S ⊆ I, |S| = p, подсчитать d1(j), d2(j).
2: for (i, h) ∈ S × I \ S do
3: if dji > d1(j) then
4: if djh > d1(j) then Cjih = 0
5: if djh < d1(j) then Cjih = djh − d1(j)
6: end if
7: if dji = d1(j) then
8: if djh < d2(j) then Cjih = djh − d1(j)
9: if djh > d2(j) then Cjih = d2(j) − d1(j)

10: end if

11: Вычислить Tih =
m∑
j=1

Cjih.

12: end for
13: Найти пару (i, h), для которой Tih минимальна.
14: Если Tih < 0, то S ∪ {h} \ {i} и перейти на шаг 2; иначе stop.

в данных, а также гибкость в выборе расстояний между объектами, т. е.
последние могут быть заданы не только с помощью дивергенций Брэгма-
на. Более того, для PAM, вообще говоря, требуется только матрица рас-
стояний, задающая отношения схожести между объектами. Так, несхо-
жести могут быть найдены с помощью людей-аннотаторов или вычисли-
тельно сложных процедур, используемых, например, в биоинформатике
для подсчёта схожести белков.

Данное обстоятельство часто отмечается как преимущество именно
в сравнении с алгоритмом k-средних. Однако последний является ва-
риантом алгоритма Купера для варианта обобщённой задачи Вебера,
в которой расстояния заданы с помощью квадрата евклидовой метри-
ки. Таким образом, алгоритм Купера может быть адаптирован и для
других способов выбора расстояний, но требует решения задачи поиска
представителя кластера (например, с помощью алгоритма Вейсфельда).
Другим полезным преимущество PAM в сравнении с алгоритмом k-сред-
них является то, что найденный представитель кластера является эле-
ментом данных, что существенно для интерпретируемости полученных
результатов, например, при кластеризации изображений. Таким обра-
зом, представители могут быть использованы для дальнейшего анализа
вместо исходных данных.

Среди недостатков PAM стоит выделить то обстоятельство, что он
сходится лишь к некоторому локально оптимальному решению. Более
того, существенным недостатком является его высокая вычислительная
сложность, присущая как первому, так и второму шагу. Это значительно
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затрудняет его применение для задач кластеризации большой размерно-
сти. Классическая реализация предполагает, что матрица попарных рас-
стояний найдена и подаётся на вход алгоритма. Отметим, что подсчёт
матрицы расстояний требует O(m2n) операций. Помимо вычислительной
сложности при больших значениях m и n, дополнительную трудность
в случае больших данных представляет и необходимость хранения та-
кой матрицы во время работы алгоритма. Например, хранение матрицы
расстояний для 10000 элементов требует 800 МБ памяти, а для 100000 —
уже 80 ГБ (в случае, если каждый элемент матрицы представлен числом
с плавающей точкой двойной точности). Одним из возможных подходов
является вычисление расстояний между объектами по мере необходимо-
сти, что, однако, приводит к увеличению числа необходимых операций
для шага BUILD и одной итерации SWAP в O(n) раз и существенно
замедляет работу алгоритма для данных большой размерности.

В [34,35] представлен первый анализ алгоритмов локального поиска,
в частности, алгоритма Тейтца и Барт, для дискретных задач размеще-
ния. Авторами [34] было введено понятие так называемого локального
разрыва (locality gap) для алгоритмов локального поиска — это макси-
мальное отношение значения целевой функции в найденном локальном
решении к глобальному решению. При этом показано, что локальный
разрыв для алгоритма Тейтца и Барт равен 5, т. е. найденное с помощью
него решение хуже глобально оптимального не более чем в пять раз. Если
в локальном поиске заменяются одновременно k медиан, то локальный
разрыв составляет 3+ 2

k . В случае простейшей задачи размещения пока-
зано, что он составляет 3. Таким образом, PAM в метрическом случае яв-
ляется приближённым алгоритмом с константой 5. В [36,37] исследованы
свойства локального поиска для задачи о p-медиане относительно поли-
номиально просматриваемых окрестностей. В частности, показано, что
задача локального поиска относительно ряда окрестностей PLS-полна.
Более того, авторами доказано, что локальный поиск в наихудшем слу-
чае находит локальное решение за экспоненциальное число итераций, вне
зависимости от правила выбора следующего решения из окрестности.

Первые эффективные реализации эвристики, сочетающей жадный ал-
горитм и локальный поиск, были предложены в [38] задолго до публи-
кации PAM. Основная идея быстрой реализации жадного алгоритма со-
стоит в том, что, начиная со второй итерации, лишь часть элементов
данных меняют своё назначение после добавления нового представите-
ля. Таким образом, вычисление

∑
j
Cji на шаге 2 (см. алгоритм 2) может

быть произведено только относительно элементов, изменивших своё на-
значение к кластерам на предыдущей итерации. Такой подход позволяет
избежать повторяющихся вычислений на каждой итерации. В основе
предложенной в той же статье идеи быстрой реализации локального
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поиска, получившей название процедуры Уайтакера, лежит наблюдение,
что для каждого из m− p кандидатов на включение в множество пред-
ставителей (медиан), соответствующий кандидат на исключение может
быть быстро найден за время O(m), т. е. за один проход по элементам
данных вместо p. Такой подход требует дополнительно O(p) памяти, что
не является критическим даже для практических задач большой раз-
мерности. С использованием процедуры Уайтакера одна итерация шага
SWAP в PAM требует лишь O((m − p)2) операций, что в p раз быстрее
оригинальной процедуры. В статье была также предложена эффектив-
ная процедура пересчёта первой и второй ближайших медиан.

В [39] предложены многочисленные варианты модификаций жадных
алгоритмов, а также вариант реализации алгоритма перестановки вер-
шин. Его идея состоит в том, чтобы помимо единичной перестановки
медианы и немедианы попытаться улучшить значение целевой функции
за счёт применения алгоритма Маранцаны к получившемуся набору ме-
диан. Схожий подход был использован и при реализации вариантов жад-
ных алгоритмов, классического и обратного. В [40] была предложена
ещё одна эвристика локального поиска, сочетающая алгоритмы Тейтца
и Барт и Маранцаны, в которой для поиска кандидатов на включение
и исключение из текущего решения используются жадный и обратный
жадный алгоритмы соответственно. Если найденная пара не позволяет
улучшить значение целевой функции, то запускается алгоритм Маран-
цаны.

К сожалению, реализация Уайтакера долгие годы оставалась неза-
меченной как исследователями задач размещения, так и сообществом
машинного обучения. Например, оригинальная реализация PAM не ис-
пользует быстрых вариантов жадного алгоритма и локального поиска.
Подход Уайтакера для локального поиска, как полагают, был популя-
ризирован Хансеном и Младеновичем [41], которые разработали клас-
сическую эффективную реализацию и применили её в своём алгоритме
локального поиска с чередующимися окрестностями.

Совсем недавно очень похожая процедура была реализована для PAM
в [42], а соответствующий вариант PAM получил название FastPAM1.
В статье также предложен алгоритм FastPAM2, который состоит в поис-
ке наилучшей перестановки в локальном поиске для нескольких медиан
за одну итерацию. Однако представленные вычислительные результаты
показали, что FastPAM2 уступает FastPAM1.

Поскольку жадный алгоритм, используемый для инициализации, име-
ет чрезвычайно высокую вычислительную сложность и занимает боль-
ше половины времени работы алгоритма PAM (даже с учётом времени,
необходимого на вычисление матрицы попарных расстояний), авторами
предложен его быстрый вариант, названный LAB (Linear Approximative
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BUILD), который состоит в использовании выборки из 10 +
√
m элемен-

тов для поиска в ней новой медианы на каждой итерации алгоритма. Для
улучшения результатов такую процедуру предлагается повторить p раз.

В [43] предложена ещё одна быстрая реализация алгоритма Тейт-
ца и Барт, сложность которой идентична реализации Уайтакера, одна-
ко на практике она демонстрирует трёхкратный выигрыш в скорости.
Идея подхода состоит в использовании дополнительных вспомогатель-
ных структур данных для хранения информации, полученной на ранних
итерациях, чтобы уменьшить объём вычислений на последующих.

Тем не менее быстрая реализация жадного алгоритма [38] и алгоритма
локального поиска [38,43], а также эвристики из [39] (жадные алгоритмы
и вариант алгоритма перестановки вершин) не получили распростране-
ния (последние — из-за сложности эффективной реализации) и остались
в большинстве своём неизвестны в сообществе машинного обучения.

Другой вариант эвристики, сочетающей жадный алгоритм и локаль-
ный поиск, был предложен в [44] и получил название GRASP. Он пред-
ставляет собой мультистартный алгоритм локального поиска, где на-
чальное решение выбирается с помощью рандомизированного жадно-
го алгоритма. В частности, для задачи о p-медиане в [45] разработана
GRASP эвристика, в рамках которой предложены пять подходов к вы-
бору начального жадного решения, использована быстрая реализация
локального поиска [43], а также реализована так называемая процедура
связывающих путей (path relinking). Отметим, что недавно предложен-
ный FastPAM1 фактически является вариантом GRASP.

В [46] предложен стохастический жадный алгоритм, являющийся ва-
риантом так называемого ленивого жадного алгоритма. Предложенный
подход основан на представлении задачи о p-медиане как задачи макси-
мизации субмодулярной функции. На каждой итерации он находит ново-
го представителя не относительно всего множества элементов, а только
из случайной выборки размера m

p log 1
ε . В статье показано, что такой ал-

горитм в среднем находит
(
1 − 1

e − ε
)
-оптимальное решение и требует

лишь O
(
m log 1

ε

)
вычислений значения целевой функции. Отметим, что

описанный выше LAB следует той же идее.
Наконец, недавно предложен вероятностный вариант PAM, назван-

ный Bandit-PAM. Он основан на представлении задачи поиска жадного
решения, а также лучшего решения из окрестности на каждой итерации
локального поиска как задачи поиска наилучшей руки (многорукого бан-
дита) [47]. Показано, что при некоторых специфических условиях, напри-
мер, на распределение данных (σ-субгауссово относительно расстояний
между элементами) с большой долей вероятности Bandit-PAM находит
решение, эквивалентное PAM, причём математическое ожидание числа
операций на одну итерацию составляет O(m logm), вместо O(m2) в PAM.
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Поскольку Тейтц и Барт в [30] продемонстрировали преимущества
своего алгоритма локального поиска над алгоритмом Маранцаны, по-
следний оставался не слишком популярным и использовался в основном
только в рамках гибридизации с другими подходами [39]. После публи-
кации программы PAM и привлечения внимания к задачам размещения
в области машинного обучения алгоритм Маранцаны был «открыт за-
ново» как вариант алгоритма k-средних [48]. Алгоритм Маранцаны, ко-
торый в случае задачи кластеризации ищет медианы в полном графе,
в настоящее время часто называют алгоритмом поиска k-медоидов (или
k-medoids).

Наиболее вычислительно сложной операцией алгоритма Маранцаны
является поиск новой медианы каждого кластера (т. е. решение зада-
чи об 1-медиане), который в наивной реализации может быть выполнен
за время, квадратичное от размера кластера N . Тем не менее во многих
случаях для этой цели могут быть использованы более быстрые подхо-
ды: например, точный алгоритм с ожидаемым временем работы O(N

3
2 )

при фиксированной размерности n для метрического случая, неэффек-
тивный однако для задач при большом числе признаков [50]; рандо-
мизированный алгоритм, находящий с высокой вероятностью медиану
за O(N logN) операций [51]; или эвристический подход, основанный
на поиске так называемых ключевых (якорных) точек для быстрого по-
иска приближённой медианы кластера [52].

Высокая вычислительная сложность первоначальной эвристики, реа-
лизованной в PAM, препятствует её применению в анализе данных боль-
шой размерности (содержащих большое число элементов данных, кла-
стеров и признаков), в том числе и из-за невозможности хранения боль-
шой матрицы расстояний. Наиболее популярный подход в обобщении
алгоритмов кластеризации для задач большой размерности состоит в от-
боре случайных выборок. Так, авторами PAM была предложена так на-
зываемая программа CLARA (Clustering Large Applications) для задач
большой размерности, в которой PAM применяется не к первоначальным
данным, а только к некоторой выборке [53]. После этого каждый элемент
данных, не принадлежащий выборке, присоединяется к ближайшей най-
денной медиане для вычисления значения целевой функции. В первона-
чальной реализации авторами был предложен размер выборки 2p + 40
(установленный эмпирически), а число выборок предполагалось равным
пяти, после чего наилучший набор медиан и соответствующее значение
целевой функции предъявлялось как окончательное решение. Недостат-
ком CLARA является низкая эффективность для задач с большим чис-
лом кластеров.

Другой подход к отбору выборок применительно к алгоритму Тейт-
ца и Барт был реализован в так называемом алгоритме CLARANS [54],
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который представляет собой локальный поиск с мультистартом, где, в от-
личие от PAM, поиск осуществляется не по всей окрестности, а только
по случайно выбранным соседним решениям, причём переход осуществ-
ляется в первое найденное улучшающее решение. В качестве критерия
остановки используется число итераций локального поиска без улучше-
ния значения целевой функции и количество перезапусков. В [55] про-
ведены вычислительные эксперименты, демонстрирующие более высо-
кую эффективность CLARANS по сравнению с алгоритмом Маранцаны,
а также предложены некоторые техники повышения его эффективности.

Несмотря на то, что CLARA и CLARANS могут быть применены для
задач очень большой размерности, качество получаемых решений оказы-
вается намного ниже в сравнении с PAM. Очевидно, найденные решения
лишь допустимы в задаче кластеризации, но не локально оптимальны.

Тем не менее PAM, CLARA, CLARANS и алгоритм Маранцаны (алго-
ритм k-medoids) являются одними из наиболее известных и популярных
в настоящий момент алгоритмов кластеризации. Многочисленные иссле-
дования были посвящены различным аспектам улучшения данных алго-
ритмов таким, как уменьшение вычислительной сложности и/или разра-
ботка стратегий выбора начального решения. Например, в одной из ран-
них работ был предложен подход для кластеризации больших массивов
пространственных данных, представляющий собой вариант CLARANS,
который применяется к выборке данных, определяемой с помощью R∗-
деревьев. Некоторые авторы демонстрировали преимущества примене-
ния алгоритма Тейтца и Барт для случаев, когда расстояния заданы
с помощью так называемых «силуэтов» кластера [56]. В [57] предложен
алгоритм CLATIN для кластеризации пространственных данных, кото-
рый представляет собой алгоритм локального поиска, в котором для по-
иска наилучшей перестановки медианы и немедианы применяется нере-
гулярная триангуляционная сеть. В известной работе [49] был предложен
вариант алгоритма Маранцаны, в котором начальные медианы выбира-

ются как p объектов i ∈ I, для которых
m∑
j=1

dij
m∑

l=1
djl

минимальны. Такие

объекты соответствуют по свидетельству авторов наиболее «централь-
ным» элементам данных. В [58] предложен вариант алгоритма Маран-
цаны, в котором начальное решение ищется итерационно. Сначала алго-
ритм находит множество потенциальных медиан, т. е. множество точек,
дисперсия которых меньше дисперсии данных, умноженной на регулиру-
ющий параметр. Начиная с поиска двух медиан как наиболее удалённых
между собой элементов из множества кандидатов, каждая следующая
медиана ищется как элемент кластеров, наиболее удалённый от уже вы-
бранных медиан. Как и процедура инициализации в FastK [49], такой спо-
соб выбора начального решения имеет очень высокую вычислительную
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сложность. Более быстрый вариант данного алгоритма, в котором для
поиска представителя кластера используются центроид, геометрическая
медиана и среднее значение, был предложен в [59]. В [60] приведена мо-
дификация алгоритма Маранцаны, где поиск новой медианы в каждом
кластере основан на использовании информации о ближайших соседях,
входящих в кластер объектов. Другой подход к поиску медоидов был
предложен в [61], где последовательные выборки использовались для
построения многодольного графа и поиска схожих объектов, принадле-
жащих одному и тому же кластеру. Получившийся в итоге граф состо-
ит из p деревьев, медианы которых и предъявляются в качестве реше-
ния. Наконец, некоторыми авторами предпринималась попытка улучше-
ния жадного алгоритма для частных случаев выбора метрики, напри-
мер, манхэттенской, так что сложность алгоритма становится линейно-
логарифмической [62].

3. Точные и приближённые методы для задачи о k-медоидах

Описанные выше популярные алгоритмы кластеризации представля-
ют собой по большей части эвристики локального поиска и/или версии
жадного алгоритма для задачи о k-медоидах. Хотя авторы PAM напря-
мую связывали свой метод о k-медоидах с известной задачей о p-медиане
и представили некоторый краткий обзор наиболее эффективных ранних
точных методов, значительный прогресс 1990-х и 2000-х гг. в области
разработки метаэвристик, точных методов и приближённых алгоритмов
фактически не оказал существенного влияния на сообщество машинного
обучения, даже несмотря на то, что многие практические задачи кла-
стеризации могут быть решены точно или с некоторой гарантированной
точностью. Обзоры точных и приближённых алгоритмов представлены
в работах [63–65].

Один из наиболее эффективных точных алгоритмов предложен в [66]
и представляет собой метод ветвей, отсечений и оценок. В качестве отсе-
чений использованы три новых семейства правильных неравенств, в том
числе предложены так называемые W -q-неравенства. Задача о p-меди-
ане формулируется на полном простом орграфе. Основным компонентом
подхода является метод генерации строк и столбцов для решения ли-
нейных релаксаций, в котором координирующая задача (мастер-задача)
определяется на подграфе для некоторого подмножества дуг. Это под-
множество увеличивается, если решение координирующей задачи не даёт
решения линейной релаксации согласно установленным условиям опти-
мальности, и координирующая задача решается вновь.

В [67] предложен точный метод, основанный на так называемой по-
становке BEAMR. Её идея состоит в том, чтобы искать решение задачи
о p-медиане только среди некоторого фиксированного числа ближайших
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предприятий для каждого клиента, т. е.

min

m∑

i=1

∑

j∈Hi

dijxij +

m∑

i=1

disigi, (16)

∑

j∈Hi

xij + gi = 1, i = 1, . . . ,m, (17)

xij 6 yi, i = 1, . . . ,m, j ∈ Hi (18)
m∑

i=1

yi = p, (19)

yi, xij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . ,m, j ∈ Hi, (20)

где Hi — множество hi ближайших предприятий для клиента i, а si —
индекс (hi + 1)-го ближайшего предприятия. Переменная gi принимает
значение 1, если потребитель i должен быть присоединён к предприятию,
более удалённому чем hi. Очевидно, что любое решение такой редуци-
рованной задачи даёт верхнюю оценку оптимального значения задачи
о p-медиане, вне зависимости от выбора hi. С другой стороны, если в оп-
тимальном решении задачи (16)–(20) для некоторого hi все переменные
gi принимают значение 0, то полученное решение оптимально и в исход-
ной задаче. Таким образом, авторами были предложены точный и при-
ближённый алгоритмы, близкие по идее к методу из [66]. Они состоят
в последовательном решении задачи (16)–(20), начиная с заданных hi.
Если в оптимальном решении некоторые gi > 0, то необходимо увели-
чить hi на заданную фиксированную константу ∆. Алгоритм останавли-
вается, когда все gi = 0 или достигнута заданная точность решения.

Очень схожий по идее с описанными выше точный алгоритм, назван-
ный ZEBRA, предложен в [68], он основан на альтернативной форму-
лировке (11)–(15). Заметим, что переменные zkj для некоторого фик-
сированного j принимают значение 1 для всех первых k, для которых
не существует медианы, находящейся на более близком расстоянии, и 0
для всех остальных k, т. е. zj = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0). Тем самым если в оп-
тимальном решении (y∗, z∗kj) задачи (11)–(15), содержащей лишь часть
переменных zkj , 2 6 k 6 tj , j = 1, . . . ,m, tj 6 Gj , и соответствующих им
ограничений (12), переменные z∗tjj равны 0, то это решение оптималь-
но и в исходной задаче. Это же свойство справедливо и для линейной
релаксации. В работе предлагается метод генерации строк и столбцов
для поиска решений в линейной релаксации задачи (11)–(15), состоящий
в решении последовательности редуцированных релаксированных задач
с последовательным увеличением числа переменных zkj и соответству-
ющих им ограничений до тех пор, пока все ztjj в оптимальном решении
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не примут значение 0. Для поиска целочисленного решения данный ме-
тод был интегрирован в метод ветвей и границ с ветвлением по дробной
переменой yi. Предложенный алгоритм позволил найти точные решения
для задач, содержащих до 90000 элементов данных, однако он показал
эффективность только для случая относительно больших значений p.

Помимо точных методов для задачи о p-медиане были разработа-
ны разнообразные прямо-двойственные эвристики, преимуществом кото-
рых перед алгоритмами, основанными на локальном поиске, такими, как
PAM, является тот факт, что кроме допустимого решения они находят
и двойственную оценку, которая может служить своего рода «сертифика-
том субоптимальности» найденного решения. Одна из первых таких эв-
ристик применительно к области кластеризации была предложена в [69].
Она похожа на алгоритм из [33] и состоит в решении двойственной зада-
чи Лагранжа, полученной за счёт ослабления ограничений (3). Алгоритм
включает эвристики, основанные на иерархических алгоритмах класте-
ризации, для поиска начального допустимого решения, а информация,
полученная в ходе решения двойственной задачи субградиентным алго-
ритмом, используется для поиска допустимых решений, дающих лучшее
значение целевой функции.

Использование лагранжевых релаксаций для целочисленных задач
имеет преимущество, поскольку полученная таким образом двойствен-
ная оценка в худшем случае совпадает с оценкой, получаемой с помощью
линейной релаксации.

Помимо ослабления ограничений (3) возможен другой тип релакса-
ции, в которой дополнительно ослабляются ограничения (5). Однако
в обоих случаях имеет место так называемое свойство целочисленно-
сти [70], гарантирующее, что лагранжева релаксация не даёт двойствен-
ной оценки лучшей, чем получаемая с помощью линейной релаксации.

В [71] предложен метод частичных лагранжевых релаксаций, кото-
рый предполагает помимо ослабления ограничений (3) и (5) добавлять

в двойственную задачу неравенства
m∑
i=1

xij 6 1 и
m∑
i=1

yi 6 p соответствен-

но. Такие формы двойственных задач более трудны для решения, однако
позволяют найти лучшую двойственную оценку. В статье был предло-
жен алгоритм, состоящий в последовательном решении трёх релаксиро-
ванных задач с ослабленными ограничениями (3), (5), в которых данные
ограничения последовательно добавляются в виде неравенств, что в ито-
ге позволяет найти оптимальные решения задачи.

Наиболее эффективными современными прямо-двойственными эври-
стиками являются прямо-двойственный декомпозиционный локальный
поиск с чередующимися окрестностями (VNDS) [27] и алгоритм, пред-
ложенный в [72]. В первом применяется комбинация редуцированного
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и декомпозиционного локального поиска с чередующимися окрестностя-
ми для нахождения хорошего допустимого решения задачи. Значение
целевой функции в этой точке используется затем для подсчёта шага суб-
градиентного алгоритма при решении двойственной задачи линейной ре-
лаксации. Это позволяет найти нижнюю оценку оптимального значения
исходной задачи и оценить качество полученного решения. В [72] предло-
жен подход, в котором сначала ищется решение лагранжевой релаксации
задачи относительно ограничений (3), затем информация о найденных
значениях двойственных переменных используется в так называемой яд-
ровой эвристике, идея которой состоит в фиксировании части перемен-
ных. Для задач с небольшим числом кластеров p предложенный алго-
ритм был дополнен агрегирующей эвристикой. Алгоритмы из [27,72] поз-
воляют относительно быстро находить близкие к оптимальным решения
в задачах кластеризации большой размерности, содержащих до 100000
элементов данных. В ходе вычислительных экспериментов была проде-
монстрирована малая относительная погрешность между верхней и ниж-
ней оценками оптимального значения в задачах такой размерности.

Наконец, поскольку задачи размещения (в частности, задача о k-ме-
доидах) являются одними из базовых комбинаторных задач, для их ре-
шения реализованы, вероятно, все наиболее эффективные к настоящему
времени метаэвристики [64]. Несмотря на то, что большинство из них
основано на применении процедуры локального поиска, что делает их
схожими с PAM и другими алгоритмами кластеризации, современные
метаэвристики зачастую не используются для сравнения в рамках те-
стирования алгоритмов кластеризации. Как и алгоритм PAM, метаэв-
ристики не позволяют получить оценку качества найденного решения,
а также наследуют многие присущие ему недостатки, связанные, напри-
мер, с вычислительной сложностью локального поиска для задач боль-
шой размерности (в особенности с большим числом элементов данных,
кластеров и признаков), а также со сложностью вычисления и/или хра-
нения матрицы попарных расстояний. Наиболее эффективная стратегия
при реализации метаэвристик в задачах кластеризации большой размер-
ности состоит в применении процедур агрегирования данных [73,74].

Дискретные задачи размещения являются весьма популярным объ-
ектом исследования в области построения приближённых алгоритмов.
Отметим, что в большинстве работ предполагается, что расстояния за-
даны метрикой, чаще всего евклидовой, либо есть другие дополнитель-
ные предположения относительно расстояний, например, пространство
имеет фиксированную размерность. Первый приближённый алгоритм
с константной оценкой точности 20/3 для задачи о k-медоидах, осно-
ванный на вероятностном округлении, был предложен в [15]. В широко
известной работе [75] предложен 4-приближённый алгоритм, основанный
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на использовании лагранжевой релаксации для ослабления ограничения
на число кластеров. Таким образом, задача может быть сведена к про-
стейшей задаче размещения, решение которой может быть найдено с по-
мощью прямо-двойственного алгоритма.

Как отмечено выше, на протяжении более чем десяти лет лучшим
приближённым алгоритмом был локальный поиск, в котором на каж-
дом шаге заменяются l медиан, с коэффициентом аппроксимации 3 + ε.
Этот результат улучшен в [76], где был предложен алгоритм с коэф-
фициентом 1 +

√
3 + ε, который впоследствии был улучшен в [77], где

предложен приближённый алгоритм с лучшим на сегодняшний день ко-
эффициентом аппроксимации 2,675+ε. В [78] показано, что не существу-
ет
(
1 + 2

e − ε
)
-приближённого алгоритма для задачи о p-медиане, если

не NP ⊆ DTIME(mO(log logm)), где DTIME определяет класс, включаю-
щий множество задач, решаемых с помощью детерминированной маши-
ны Тьюринга за заданное время.

Как было отмечено в ранних исследованиях, оптимальное решение
линейной релаксации задачи о k-медоидах в случае задач небольшой раз-
мерности (при использовании ограничений Балинского) во многих слу-
чаях является целочисленным. В работах [79,80] исследовались условия,
при которых оптимальные решения задачи кластеризации и её линей-
ной релаксации совпадают. В частности, в [79] показано, что в случае
если заданы k единичных шаров в n-мерном евклидовом пространстве
(n > 2), причём попарные расстояния между центрами равны по мень-
шей мере 3,75 и в каждом шаре случайно и независимо выбраны s точек
согласно некоторому сферически симметричному распределению, то су-
ществуют такие значения s и k > 2, что оптимальное решение линейной
релаксации единственно и совпадает с оптимальным решением исходной
задачи с вероятностью, превышающей 1 − 4k

s , в случае если несхожесть
между точками измеряется квадратом евклидова расстояния. Более то-
го, точки каждого шара присоединяются к отдельному кластеру. В [80]
этот результат был улучшен и было показано, что для любого ε > 0
при условии, что центры шаров отдалены на расстояние ∆ > 2 + ε, су-
ществует достаточно большое число s такое, что оптимальные решения
линейной релаксации и исходной задачи совпадают с высокой вероятно-
стью. В частности, показано, что прямо-двойственный алгоритм из [75]
при выполнении тех же условий гарантировано находит имеющиеся кла-
стеры, а алгоритм PAM с высокой вероятностью не даёт правильного
разбиения.
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4. Параллельные и распределённые алгоритмы кластеризации

Развитие современной вычислительной техники и информационных
технологий привели к накоплению больших объёмов разнородных дан-
ных, анализ которых представляет собой важную, но весьма сложную
задачу. Отметим, что даже такой базовый инструмент анализа данных,
как кластеризация, зачастую бывает осложнён или невозможен во мно-
гих подобных случаях. Поскольку сложность задачи кластеризации рас-
тёт быстро с ростом числа элементов данных, размерности пространства
признаков и числа кластеров, даже такой общепризнано быстрый алго-
ритм, как k-средних, может требовать нескольких часов для выполнения
одной итерации.

Вычислительная сложность жадного алгоритма и алгоритмов локаль-
ного поиска в задаче о k-медоидах, а также большой объём потребляемой
памяти делают их применение в случае больших данных затруднитель-
ным, в то время как подход, основанный на отборе выборок (CLARA,
CLARANS), не позволяет найти хорошие допустимые решения.

В связи с этим в последние годы наметилось направление исследо-
ваний, связанное с разработкой эффективных реализаций и адаптаций
алгоритмов машинного обучения для задач большой размерности. Один
из популярных подходов состоит в разработке параллельных и распреде-
лённых алгоритмов (с использованием MPI, MapReduce, GPU) как осно-
ванных на непосредственном распараллеливании последовательных ал-
горитмов, так и с применением различных вариантов стратегий деком-
позиции области поиска и отбора выборок.

Что касается дискретных задач размещения, то многие начальные
исследования в этом направлении были посвящены разработке парал-
лельных реализаций различных метаэвристик для задачи о p-медиане.
Так, например, в [81–83] предложены параллельные варианты локаль-
ного поиска с чередующимися окрестностями (VNS) и распределённого
поиска, предполагающие различные стратегии распараллеливания: па-
раллельный мультистарт (всей метаэвристики), распараллеливание ло-
кального поиска путём разделения окрестности текущего решения меж-
ду параллельными процессорами, мультистарт локального поиска (на-
пример, параллельный запуск нескольких локальных поисков с разных
начальных решений текущей окрестности в VNS) и т. д. Другие работы,
посвящённые распараллеливанию локального поиска, включают в себя
GPU реализацию [84], а также параллельный кооперативный алгоритм,
комбинирующий локальный поиск и алгоритм имитации отжига [85].
Большинство стратегий реализации параллельных метаэвристик подроб-
но описаны в [86].
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Отметим, что такие подходы во многом направлены на диверсифи-
кацию или интенсификацию локального поиска за счёт стратегии муль-
тистарта или параллельного просмотра окрестности текущего решения.
Целью большого числа таких работ является ускорение работы алгорит-
мов для относительно небольших задач кластеризации.

Другая стратегия реализации параллельного локального поиска бы-
ла исследована в [87]. Она предполагает пропорциональное разделение
элементов данных и искомых кластеров между параллельными процес-
сорами с помощью так называемой кривой Гильберта. На каждом под-
множестве элементов данных затем запускается локальный поиск с за-
претами. Найденные «частичные» решения объединяются за счёт поиска
для каждого элемента ближайшей к нему медианы.

Для задачи о p-медиане был также предложен ряд параллельных
приближённых алгоритмов, анализ и оценка эффективности которых
зависит от выбранной модели параллельных вычислений. Так, напри-
мер, в [88] для метрического случая предложены первые EREW-PRAM-
алгоритмы. Напомним, что PRAM представляет собой параллельный
компьютер с общей памятью, причём каждый процессор может получить
доступ к любому биту за константное время. Таким образом, предложен-
ные алгоритмы работают за полилогарифмическое время с использова-
нием полиномиального числа процессоров. В работе предложены парал-
лельные (6+ ε)- и (3+ ε)-приближённые алгоритмы, являющиеся парал-
лельными вариантами жадного алгоритма из [78] и прямо-двойственного
алгоритма из [75]. В [89] предложен параллельный O(log p)-приближён-
ный алгоритм, относящийся к классу RNC (рандомизированный эквива-
лент класса NC), для произвольного числа кластеров p.

Помимо параллельных алгоритмов для абстрактных моделей, имити-
рующих суперкомпьютеры с общей памятью, в литературе также пред-
ставлены так называемые распределённые приближённые алгоритмы.
Так, в [90] был разработан распределённый алгоритм для k-машинной
модели (k-machine model), которая представляет собой абстрактную мо-
дель, имитирующую основные свойства таких систем, как Google Pregel
и Apache Giraph, созданных для обработки графов большой размерно-
сти. Она представляет собой модель распределённых вычислений, в кото-
рой k машин взаимодействуют за счёт синхронной передачи сообщений.
Выполнение алгоритма состоит из раундов, в рамках которых каждая
машина выполняет локальные вычисления и затем отправляет сообще-
ния остальным машинам. Отметим, что каждое сообщение предпола-
гается небольшим по размеру, состоящим из O(logm) битов. В начале
работы все входные данные (элементы данных) случайно распределяют-
ся между машинами. В статье были получены нижние оценки на число
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раундов для задачи о p-медиане: α-приближённый алгоритм для k-ма-
шинной модели для любого α = poly(m) может быть выполнен не менее
чем за Ω

(
m
k poly

(
log m

k

))
раундов. С использованием этого результата

был предложен (6+ ε)-приближённый вероятностный алгоритм с време-
нем работы O

(
m
k poly

(
log m

k

))
раундов.

Поскольку размерность современных данных зачастую не позволяет
обработать их с использованием одной ЭВМ, в последние годы особую
популярность получили модели распределённых вычислений, из кото-
рых наиболее популярной является MapReduce, разработанная Google.
Модель лежит в основе многих систем распределённых вычислений, на-
пример, упомянутой выше Apache Giraph. В рамках MapReduce пред-
полагается наличие заданного числа вычислительных узлов, связанных
между собой коммуникационной сетью. Каждый узел имеет ограничен-
ный объём памяти. Выполнение алгоритма разбито на раунды, в рамках
которых выполняется два шага Map и Reduce. На первом шаге главный
узел распределяет входные данные между остальными узлами. На ша-
ге Reduce каждый узел обрабатывает полученные данные независимо
от других узлов. Результаты работы на данном шаге являются либо окон-
чательными, либо подаются на вход следующего раунда.

В [91] был предложен класс сложности MRCl, целью которого было
учесть особенности MapReduce и алгоритмов, реализованных с исполь-
зованием этой модели. В рамках MRCl предполагается, что шаги Map
и Reduce выполняются за полиномиальное от длины первоначального
входа время. Обозначим через N длину входных данных. В этом случае
алгоритм принадлежит MRCl, если для некоторого ε > 0 он использует
не больше чем N1−ε узлов, размер памяти которых не превосходит N1−ε,
и возвращает правильный ответ с вероятностью не менее 3/4 за O(logl N)
раундов.

В [92] предложен MRC0-алгоритм с константной оценкой точности,
который использует не более чем O(p2mδ) памяти каждого узла и выпол-
няется за 1/δ раундов, где δ > 0— заданная константа. Идея алгоритма
состоит в отборе репрезентативной выборки элементов данных. Для каж-
дого элемента выборки определяется вес, зависящий от того, для сколь-
ких элементов данных, не представленных в выборке, данный элемент
будет ближайшим. Для получившейся взвешенной выборки применяется
какой-либо алгоритм поиска решений в задаче о p-медиане (например,
алгоритм Тейтца и Барт). Показано что полученный алгоритм кластери-
зации (10α+3)-приближённый, где α— константа точности применяемо-
го алгоритма для решения задачи о p-медиане на взвешенной выборке.
Отметим, что такой алгоритм отбора выборок эффективен только для
задач с относительно небольшим числом кластеров, в противном случае
выборка совпадает с исходными данными.
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Помимо приближённых распределённых алгоритмов в литературе
также предложено множество распределённых реализаций базовых ал-
горитмов кластеризации, таких как CLARA, метод Маранцаны, жадный
алгоритм и т. д. Отметим, что сама идея CLARA позволяет достаточно
естественно реализовать его параллельно. Наиболее простой вариант со-
стоит в одновременной обработке нескольких выборок, для чего могут
быть использованы любые модели и интерфейсы параллельных вычис-
лений, например, MapReduce [93] или MPI [94].

Ряд работ посвящён разработке распределённых версий алгоритма
Маранцаны с использованием MapReduce и Spark. Например, в [95] реа-
лизована близкая к [93] стратегия, в которой алгоритм Маранцаны при-
меняется параллельно к небольшим выборкам. Поскольку наиболее вы-
числительно затратным шагом алгоритма Маранцаны является поиск
новой медианы в каждом кластере (решение задачи о 1-медиане), при-
чём такой поиск осуществляется независимо для каждого кластера, наи-
более естественная стратегия предполагает решение этой задачи парал-
лельно [95–97]. В последней работе применялся описанный выше метод
инициализации [52]. В [96] исследовался как прямой поиск медианы кла-
стера, так и приближённый с использованием выборки элементов кла-
стера. В [98] предложен алгоритм, в котором на начальном этапе про-
исходит параллельный отбор выборок, каждая из которых разбивается
на кластеры с помощью PAM. На втором этапе лучший из найденных
по значению целевой функции наборов медиан используется как началь-
ное решение для параллельного алгоритма Маранцаны, в котором поиск
новой медианы происходит параллельно. Для быстрого поиска медианы
кластера используется его случайное разбиение на подмножества. Нако-
нец, в [99] задача о p-медиане представлена как задача максимизации
субмодулярной функции, для которой предложен распределённый вари-
ант жадного алгоритма. Его идея состоит в разбиении исходных данных
на подмножества, в каждом из которых находятся k представителей. По-
лученные в каждом подмножестве решения затем объединяются в одно.

Как можно видеть, разработка параллельных, распределённых вер-
сий приближённых и базовых алгоритмов кластеризации (в большинстве
своём основанных на локальном поиске) зачастую приводит к существен-
ному уменьшению качества получаемых решений. Несмотря на то, что
представленные алгоритмы могут быть успешно применены для обработ-
ки данных, содержащих миллионы и даже сотни миллионов объектов,
они в лучшем случае находят лишь локально оптимальное решение. Бо-
лее того, большинство распределённых алгоритмов основаны на отборе
случайных выборок, а потому часто становятся неэффективными или
неприменимыми для задач с большим числом кластеров. Вычисление
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попарных расстояний и/или необходимость хранения матрицы расстоя-
ний составляют основную вычислительную трудность алгоритмов.

В [94] предложен распределённый параллельный прямо-двойствен-
ный алгоритм для задачи о p-медиане, основанный на подходе из [72]
и реализованный, в отличие от предыдущих работ, с помощью MPI-
OpenMP. Ключевая особенность алгоритма состоит в том, что матри-
ца расстояний аппроксимируется с помощью так называемого метода
l-ближайших соседей и хранится распределённо. Это позволяет избе-
жать пересчёта попарных расстояний между элементами данных в хо-
де работы алгоритма. Алгоритм предполагает вычисление двойственных
оценок оптимального значения с помощью распределённого алгоритма
генерации столбцов и субградиентного алгоритма. Прямые оценки опти-
мального значения затем находятся с помощью распределённой ядровой
эвристики. В отличие от распределённых алгоритмов кластеризации, ос-
нованных на локальном поиске, предложенный подход позволяет найти
двойственную оценку. В ходе экспериментов найдены близкие к опти-
мальным решения для задач кластеризации, содержащих до 12 миллио-
нов объектов и тысяч кластеров.

В [100] реализована параллельная лагранжева эвристика для так на-
зываемой дискретной упорядоченной медианной задачи (discrete ordered
median problem), частным случаем которой является задача о p-медиане.
Наконец, распределённый грид-решатель для задачи о p-медиане, осно-
ванный на точном методе, предложенном в [66], был реализован в [101].

5. Некоторые обобщения базовых дискретных задач
размещения и алгоритмов кластеризации

Этот раздел посвящён некоторым обобщениям базовых задач разме-
щения и алгоритмам их решения, как непосредственно возникающим
в области машинного обучения, так и имеющим вполне определённые
приложения в этой области.

Основным требованием большинства алгоритмов кластеризации, ос-
нованных на поиске решений в задачах размещения (PAM, k-средних,
CLARANS и т. д.), является фиксированное число кластеров, заданных
в качестве входного параметра. Отметим, что задача определения числа
кластеров сама по себе весьма нетривиальна и для её решения предло-
жен ряд подходов (например, поиск так называемых силуэтов элементов
данных).

Тем не менее, в литературе предложены алгоритмы кластеризации,
предполагающие динамический поиск числа кластеров. Так, например,
в [102] предложен вариант алгоритма Маранцаны, в котором число кла-
стеров постепенно увеличивается до тех пор, пока расстояния между эле-
ментами данных и ближайшим медоидом не станет меньше заданного
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порогового значения, для чего используется процедура динамического
назначения веса для каждого элемента. Помимо этого для поиска кла-
стера, к которому присоединяется каждый элемент, алгоритм использу-
ет информацию о дисперсии в направлении отрезка, соединяющего пару
медиан. В [103] предложен вариант PAM, в котором число кластеров
определяется с помощью средних значений силуэтов, вычисленных для
разных значений кластеров.

Иной подход к поиску представителей кластеров был изучен в [104].
В работе ставилась задача поиска медоидов, причём их число предпо-
лагалось ограниченным регуляризующим параметром. Если предполо-
жить, что переменная xij ∈ [0, 1] задаёт вероятность того, что элемент i
является представителем для j, то задача поиска представителей мо-
жет быть записана как следующая задача (row-sparsity regularized trace
minimization problem):

min
m∑

i=1

m∑

j=1

dijxij + λ
m∑

i=1

I(‖xi‖q),

m∑

i=1

xij = 1, xij > 0, i, j = 1, . . . ,m,

(21)

где I(·)— индикаторная функция, принимающая значение 0, если её ар-
гумент равен нулю, и 1 в противном случае; ‖ · ‖q — lq-норма, xi — строка
матрицы переменных X, а λ— регуляризующий параметр. Можно ви-
деть, что второе слагаемое определяет число ненулевых строк в матрице
X, т. е. число медоидов, а параметр λ задаёт «компромисс» между чис-
лом медоидов и суммарным расстоянием между объектами и представи-
телями.

Вместо исходной задачи (21) в работе [104] предлагается искать ре-
шения её выпуклой релаксации:

min

m∑

i=1

m∑

j=1

dijxij + λ

m∑

i=1

‖xi‖q,

m∑

i=1

xij = 1, xij > 0, i, j = 1, . . . ,m.

Авторами проведено теоретическое исследование влияния параметра λ
на число кластеров, а также представлены численные результаты.

Стоит отметить, что задача (21) представляет собой не что иное,
как простейшую задачу размещения с одинаковой для всех предприятий
стоимостью открытия fi (см. задачу (7)–(10)). Применение простейшей
задачи размещения для задач кластеризации выглядит вполне естествен-
ным, поскольку она не предполагает, что число кластеров фиксировано.
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Вместо этого их число может быть задано с помощью стоимости откры-
тия предприятия в том или ином пункте. Помимо представленной выше
работы, варианты простейшей задачи размещения для случая кластери-
зации при наличии выбросов были исследованы в [105].

В [106] предложен известный алгоритм кластеризации, названный
affinity propagation, получивший чрезвычайно широкое распространение
в прикладных областях, прежде всего в био- и химинформатике. Алго-
ритм направлен на поиск медоидов (представителей) элементов данных,
однако также не предполагает, что их число является входным парамет-
ром. На вход алгоритм получает матрицу схожестей объектов (не рас-
стояний), причём dii задаёт для каждого объекта вес, определяющий его
вероятность быть выбранным в качестве представителя. Идея алгорит-
ма состоит в передаче двух типов сообщений между элементами данных.
Например, сообщение r(i, k) передаётся от i к возможному представите-
лю k и отражает аккумулированное свидетельство того, насколько точ-
ка k подходит в качестве представителя для i (принимая во внимание
других кандидатов). Сообщение a(i, k) передаётся от возможного пред-
ставителя k к точке i и отражает аккумулированное свидетельство того,
насколько подходящим для i будет выбрать k в качестве представите-
ля. Процедура обмена сообщениями останавливается после фиксирован-
ного числа итераций, либо когда изменения в сообщениях оказывают-
ся меньше порогового значения. Авторы протестировали свой алгоритм
на задачах кластеризации изображений, текстов и детектировании генов
в микроматричных данных.

Однако в [107] (комментариях к [106]) проведено численное сравнение
алгоритма affinity propagation с алгоритмом Тейтца и Барт, в котором по-
казано, что последний находит в целом лучшие решения. Наконец, в [108]
показано, что алгоритм affinity propagation является эвристикой для про-
стейшей задачи размещения, в которой расстояния заменены «схоже-
стями» (т. е. задача определяется на максимум). Несмотря на то, что
простейшая задача размещения может быть решена точно или прибли-
жённо для данных достаточно большой размерности, алгоритм affinity
propagation остаётся популярным в приложениях. Более того, рядом ав-
торов предложены его модификации [109].

Схожий тип обобщения задачи о p-медиане был предложен в [110],
в котором число кластеров p является ещё одной целочисленной пере-
менной задачи, в то время как в целевой функции присутствует дополни-
тельное слагаемое — выпуклая нелинейная функция от числа кластеров
φ(p). Отметим, что в случае линейной функции φ(p) задача фактически
аналогична задаче (21). Авторами была предложена эвристика, пред-
ставляющая по сути метод бисекции по p, в котором на каждом шаге про-
изводится решение параметризованной простейшей задачи размещения
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с помощью двойственного алгоритма DUALOC. Точный метод решения,
основанный на представленной эвристике, предложен в [111]. Наконец,
в [112] была приведена прямо-двойственная эвристика, основанная на ре-
лаксации Лагранжа, причём рассматривался случай как выпуклой, так
и вогнутой монотонно возрастающей функции φ(p).

Во многих ситуациях все попарные расстояния (схожести) между объ-
ектами не могут быть вычислены ввиду высокой сложности, больших
финансовых затрат или невозможности получить доступ ко всем парам
объектов. Классическим примером является определение схожести бел-
ков, которое выполняется с помощью вычислительно сложного метода
выравнивания последовательностей. Похожая ситуация возникает в слу-
чаях, когда схожесть объектов может быть определена только с привле-
чением человека, что, очевидно, также затратно.

В связи с этим в последние годы получили популярность так называ-
емые активные алгоритмы кластеризации, в которых расстояния между
объектами не известны заранее, но запрашиваются по мере необходимо-
сти для подмножества так называемых информативных элементов дан-
ных. Запрашиваться могут как расстояния между парой объектов, так
и между элементом и всеми остальными объектами.

В [113] был предложен активный алгоритм кластеризации на основе
задачи о k-медоидах, в котором расстояния между элементами задаются
верхними оценками, полученными с помощью неравенства треугольни-
ка для элементов с уже известными попарными расстояниями. В статье
предложена процедура выбора информативных элементов, основанная
на иерархическом разделении объектов на подгруппы до тех пор, по-
ка количество элементов в них не станет меньше заданного порога. За-
прос на подсчёт попарных расстояний выполняется только для элемен-
тов в подгруппах самого нижнего уровня. После этого оценки расстояний
обновляются и данные разбиваются на кластеры с помощью алгоритма
Маранцаны.

Другим интересным вариантом задачи кластеризации является так
называемая кластеризация с частичным привлечением учителя (semi-
supervised clustering), в рамках которой имеется некоторая дополнитель-
ная информация об объектах, например, метки классов или информация
об объектах, которые должны принадлежать к одному кластеру (must-
link) или разным кластерам (cannot-link). В [114] предложен вариант
задачи о p-медиане для кластеризации с частичным привлечением учи-
теля, в которую интегрированы такого рода ограничения. Для поиска
решений в такой задаче предложен алгоритм локального поиска с чере-
дующимися окрестностями. Отметим, что must-link ограничения могут
быть легко выполнены, если соответствующие пары рассматривать как
один элемент. Схожие варианты простейшей задачи размещения были
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предложены и исследованы в [115,116]. В [115] рассматривалась задача,
где имеются пары потребителей, которые не могут быть присоединены
к одному предприятию (кластеру), в то время как в [116] предполагалось,
что определённые пары клиентов должны присоединяться одновременно
к нескольким предприятиям, причём для такой пары клиентов должно
существовать хотя бы одно общее предприятие.

В прикладных задачах кластеризации, особенно возникающих в об-
ласти вычислительной биологии и биоинформатики, для одних и тех же
элементов данных имеется несколько разнородных наборов признаков,
полученных из разных источников (multisource clustering). Один из под-
ходов к анализу такого рода данных состоит в объединении всех призна-
ков в один вектор. Однако такой подход не всегда позволяет правиль-
но учесть разнородные признаки, специфические для каждого набора.
Один из возможных подходов состоит в применении многокритериаль-
ных моделей кластеризации. В [117, 118] исследована бикритериальная
задача о p-медиане в приложении к задаче кластеризации линий раковых
клеток. Другой подход к кластеризации на основе двух наборов призна-
ков основан на применении так называемых дискретных задач разме-
щения с предпочтениями клиентов [119–121]. Такого рода задачи осно-
ваны на поиске представителей кластеров для минимизации суммарных
расстояний по одному набору признаков, в то время как присоедине-
ние объектов к кластерам осуществляется на основе расстояний относи-
тельно другого набора. В [118] исследовано приложение варианта задачи
о p-медиане с предпочтениями клиентов для задачи кластеризации ли-
ний раковых клеток и предложен точный метод её решения, основанный
на алгоритме из [122].

В [123] исследовалось обобщение задачи о p-медиане, в котором вместе
с наилучшим набором из p представителей происходит одновременный
поиск наилучшего подмножества из q наиболее релевантных признаков.
Таким образом, задача объединяет кластеризацию и отбор признаков.
Для этого вводятся величины dijk, равные расстоянию между элемента-
ми i и j относительно признака k, и переменные zk, принимающие зна-
чение 1, если признак k выбран как релевантный. Упрощённый вариант
представленной задачи, так называемая задача об отборе q признаков,
в котором представители кластеров предполагаются заданными, был ис-
следован в [124]. Для поиска решений авторами предложены алгоритмы
локального поиска по типу алгоритмов Маранцаны и Тейтца и Барт.

Оригинальные модели кластеризации, основанные на задачах разме-
щения, не предполагают никаких ограничений на размеры кластеров,
в связи с этим в ряде случаев найденные кластеры несбалансированны.
Постановки, учитывающие подобного рода ограничения, известны как
задачи размещения с ограничениями на мощности производства. Одна
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из первых таких модификаций простейшей задачи размещения была ис-
следована в [125] и с тех пор получила широкое внимание в области
исследования операций. Как полагают, задача о p-медиане с ограничени-
ями на мощность производства не стала столь же популярной. В [126] ис-
следовалась подобного рода модификация задачи о p-медиане, постанов-
ка которой аналогична (2)–(6), за исключением дополнительных условий
m∑
j=1

qjxij 6 Qi, i = 1, . . . ,m, задающих ограничения на вес искомых кла-

стеров, где qj — вес элемента данных, а Qi — размер кластера i. В статье
предложены эвристики локального поиска, близкие к алгоритму Маран-
цаны, а также прямо-двойственная эвристика на основе лагранжевой ре-
лаксации.

В [127] исследовались как непрерывные, так и дискретные постанов-
ки задачи кластеризации с ограничением на размер кластеров, а так-
же предложен ряд адаптаций классических эвристик. К настоящему мо-
менту для таких вариантов задач кластеризации предложено огромное
число как точных, так и эвристических алгоритмов [128–132], в том чис-
ле для прикладных задач, возникающих, например, в биоинформати-
ке [133].

Поскольку данные большой размерности представляют существен-
ную трудность для традиционных алгоритмов, помимо применения рас-
пределённых вычислений возможно также использование подхода, осно-
ванного на бинарном кодировании исходных данных и адаптации извест-
ных алгоритмов для их анализа. Так, например, в [134] gist-дескрипторы
большого числа изображений были преобразованы в булевы векторы
меньшей размерности с помощью методов бинарного хэширования LSBC
или LSH (locality-sensitive hashing), что позволило существенно сокра-
тить размер исходных данных. Отметим, что идея того же LSH состоит
в том, чтобы построить бинарные хэши элементов таким образом, что-
бы схожие объекты оказались в одной «корзине». Далее, для их класте-
ризации в статье использовался алгоритм Маранцаны, реализованный
на GPU, в котором расстояния между элементами данных и медоидами
задавались расстоянием Хэмминга. Быстрая реализация алгоритма Ма-
ранцаны и алгоритма Ллойда для бинарных кодов также представлена
в [135].

Задача о p-медиане и алгоритмы её решения могут быть использова-
ны, как и алгоритм k-средних, в качестве методов векторного кванто-
вания — наиболее простого подхода к снижению размерности исходных
данных. В этом случае каждый элемент данных может быть представ-
лен или центром кластера, к которому он присоединён, или вектором
расстояний до всех центров. Другой подход к снижению размерности
с помощью задачи о p-медиане исследован в [136], где метод локального
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поиска с чередующимися окрестностями применялся для поиска «разре-
зов» матрицы зависимых переменных в разрезанной обратной регрессии
(sliced inverse regression).

Наконец, задачи размещения могут быть использованы в качестве ин-
струментов в методах глубокого обучения, например, глубокого извлече-
ния метрики (metric learning). Отметим, что стандартные способы опре-
деления «несхожестей» между объектами с помощью евклидовой, манх-
эттенской и др. метрик не всегда приемлемы для многих практических
данных, поскольку не всегда адекватно оценивают схожие и различные
элементы. В связи с этим возникает задача поиска подхода к опреде-
лению расстояний для некоторого набора данных таким образом, чтобы
похожие объекты были как можно более близки и в то же время несхожие
между собой объекты — как можно более далеки. Одним из характерных
примеров приложения методов извлечения метрики является кластери-
зация и классификация изображений, а также идентификация и вери-
фикация лиц. Отметим, что описанное выше хэширование данных также
можно рассматривать как подход к извлечению расстояний.

Поскольку методы извлечения метрики часто предполагают, что ис-
ходные элементы данных отображаются в пространство меньшей раз-
мерности, их также можно рассматривать как методы снижения раз-
мерности задачи. Помимо классических подходов, например, основан-
ных на обучении расстояний Махаланобиса [137], в последние годы осо-
бую популярность получили методы, использующие глубокие нейронные
сети. Их идея состоит в обучении глубоких сетей так, чтобы отобра-
зить исходные элементы в пространство меньшей размерности, чтобы
минимизировать расстояния между точками (часто пары или тройки)
в соответствии с некоторой функцией потерь. Один из наиболее эффек-
тивных методов глубокого извлечения метрики, предложенный в [138],
предполагает использование функции потерь, которая направлена на од-
новременное уменьшение суммарных расстояний между точками и бли-
жайшим к ним медоидом и увеличение расстояния между кластерами
за счёт использования NMI-метрики (часто применяемой в кластерном
анализе для оценки качества кластеризации).

Для вычисления градиента и реализации стохастического градиент-
ного спуска в рамках обучения нейронной сети необходимо решить
подзадачу, сводящуюся фактически к решению варианта задачи о p-ме-
диане. Для её решения применяется жадный алгоритм, после чего полу-
ченное решение улучшается за счёт локального поиска внутри каждого
кластера. С помощью сети Inception авторами продемонстрирована вы-
сокая эффективность предложенного подхода в задачах кластеризации
и поиска ближайших соседей.
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Заключение

В данном обзоре было кратко прослежено, каким образом дискрет-
ные задачи размещения, зачастую наиболее базовые, нашли применение
в области кластеризации и анализа данных. В частности, рассмотрено,
каким образом классические эвристики для решения подобных задач по-
лучили приложения в современных методах машинного обучения. По-
мимо этого, был рассмотрен ряд обобщений классических дискретных
задач размещения и алгоритмов, возникающих непосредственно в об-
ласти машинного обучения, либо имеющих прямое приложение в этой
области. Как отмечено в обзоре, огромное число современных алгорит-
мов кластеризации фактически основаны на классических эвристиках,
предложенных для дискретных задач размещения более пятидесяти лет
назад. Алгоритмы, рассмотренные в этом обзоре, были классифициро-
ваны как обобщения той или иной классической эвристики. Несмотря
на большую популярность подобного рода моделей, многие результаты,
полученные в различных сообществах, зачастую остаются малоизвест-
ными другим исследователям, прежде всего применяющим полученные
результаты на практике. Это в том числе связано с отсутствием доступ-
ных широкому кругу исследователей открытых программных реализа-
ций многих наиболее эффективных алгоритмов.

Основные современные направления исследований в данной области
связаны с разработкой различных обобщений задач размещения, в том
числе учитывающих особенности задач, возникающих в области машин-
ного обучения, а также разработкой эффективных точных и приближён-
ных алгоритмов для данных большой размерности. Последнее представ-
ляется особенно актуальным, поскольку повышение эффективности мно-
гих современных алгоритмов зачастую связано с серьёзной потерей каче-
ства получаемых решений. Помимо применения параллельных и распре-
делённых вычислений, а также отбора случайных выборок, в том числе
гарантирующих получение приближённого оптимального решения, со-
временным, хотя и не так широко представленным, направлением явля-
ется разработка техник, объединяющих, например, алгоритмы класте-
ризации с техниками построения бинарных хэшей (binary hash learning)
и извлечения метрики.
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Abstract. Facility location problems form a wide class of optimization
problems, extremely popular in combinatorial optimization and opera-
tions research. In any facility location problem, one must locate a set
of facilities in order to satisfy the demands of customers so as a cer-
tain objective function is optimized. Besides numerous applications in
public and private sectors, the problems are widely used in machine
learning. For example, clustering can be viewed as a facility location
problem where one needs to partition a set of customers into clusters
assigned to open facilities. In this survey we briefly look at how ideas
and approaches arisen in the field of facility location led to modern,
popular machine learning algorithms supported by many data mining
and machine learning software packages. We also review the state-of-
the-art exact methods and heuristics, as well as some extensions of basic
problems and algorithms arisen in applied machine learning tasks. Note
that the main emphasis here lies on discrete facility location problems,
which, for example, underlie many widely used clustering algorithms
(PAM, affinity propagation, etc.). Since the high computational com-
plexity of conventional facility location-based clustering algorithms hin-
ders their application to modern large-scale real-life datasets, we also
survey some modern approaches to implementation of the algorithms
for such large data collections. Bibliogr. 138.

Keywords: machine learning, facility location, clustering.
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