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Аннотация. Получена асимптотика для числа помеченных связ-
ных последовательно-параллельных k-циклических n-вершинных
графов без мостов при большом числе вершин и фиксированном
числе k. Доказывается, что почти все помеченные последовательно-
параллельные k-циклические связные графы без мостов при фик-
сированном k являются блоками. Библиогр. 17.
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Определение 1. Последовательно-параллельным графом называет-
ся граф, не содержащий подразбиения полного графа K4 [1].

Определение 2. Цикломатическим числом (циклическим рангом)
связного графа называется увеличенная на единицу разность между чис-
лом рёбер графа и числом его вершин; k-циклический граф — это граф
с цикломатическим числом, равным k.

Определение 3. Для связного графа точкой сочленения называется
его вершина, после удаления которой граф становится несвязным. Реб-
ро графа с таким же свойством называется мостом. Блок — это связный
граф без точек сочленения, а также максимальный связный нетривиаль-
ный подграф, не имеющий точек сочленения [2, с. 41].

Определение 4. Класс графов называется блочно-устойчивым, если
граф принадлежит этому классу тогда и только тогда, когда каждый
блок графа принадлежит этому классу [3].

Последовательно-параллельные графы используются при построении
надёжных коммуникационных сетей [4].
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Бодирский, Хименес, Канг и Ной [1] нашли асимптотику для чисел по-
меченных связных и 2-связных последовательно-параллельных графов
с большим количеством вершин. В [5] выведена явная формула для числа
помеченных последовательно-параллельных 2-связных графов с задан-
ным числом вершин. В [6] перечислены точно и асимптотически поме-
ченные последовательно-параллельные k-циклические 2-связные графы.

Хенлон и Робинсон [7] получили для производящей функции поме-
ченных графов без мостов функционально-дифференциальное уравне-
ние, а также нелинейное уравнение с частными производными. Одна-
ко из них не найдена соответствующая асимптотика. В [8] перечислены
помеченные бициклические и трициклические графы без мостов. В [9]
асимптотически перечислены помеченные связные k-циклические графы
без мостов. В [10] найдены число помеченных связных внешнепланарных
k-циклических графов без мостов и асимптотика для числа таких графов
с большим количеством вершин.

В данной статье получена асимптотика для числа помеченных связ-
ных последовательно-параллельных k-циклических графов без мостов
с большим числом вершин при фиксированном k. Доказывается, что по-
чти все помеченные связные последовательно-параллельные k-цикличе-
ские графы без мостов при фиксированном k являются блоками.

Теорема 1. Для числа SP (n, k) помеченных связных последователь-
но-параллельных k-циклических n-вершинных графов без мостов при
фиксированном k > 1 и n → ∞ верна асимптотическая формула

SP (n, k) ∼ n!n3k−4

(k − 1)!(2k − 1)!2k
. (1)

Доказательство. Обозначим через S(n, k) число помеченных связ-
ных k-циклических n-вершинных графов без мостов. В [11] получена
формула

S(n, k) =
(n− 1)!

nk!
[z−1]Yk(n1!B

′
1(z), n2!B

′
2(z), . . . , nk!B

′
k(z))z

−n , (2)

где [z−1]— оператор формального вычета [12, с. 25], Bk(z)— экспоненци-
альная производящая функция для числа помеченных k-циклических
блоков, а Yk(x1, . . . , xk)— многочлены разбиений (многочлены Белла).
Для этих многочленов известно выражение [13, с. 173]

Yk(x1, . . . , xk) =
∑

π(k)

k!

m1! . . . mk!

Å
x1
1!

ãm1

. . .

Å
xk
k!

ãmk

,

где суммирование проводится по всем разбиениям π(k) числа k, т. е.
по всем неотрицательным решениям (m1,m2, . . . ,mk) уравнения m1 +
2m2 + · · ·+ kmk = k, mi > 0, i = 1, . . . , k.
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Формула (2) верна не только для всего класса связных графов, но и
для его блочно-устойчивого подкласса [14]. Известно, что класс после-
довательно-параллельных графов является блочно-устойчивым классом
графов [3].

Для числа B(n, k) помеченных последовательно-параллельных k-цик-
лических блоков с n вершинами и фиксированным числом k > 1 при
n → ∞ в [6] найдена асимптотика

B(n, k) ∼ n!n3k−4

(k − 1)!(2k − 1)!2k
.

Обозначим

Bk(z) =

∞∑

n=3

B(n, k)
zn

n!
=

∞∑

n=3

ckn
3k−4zn, ck =

1

(k − 1)!(2k − 1)!2k
.

Радиус сходимости R степенного ряда для Bk(z) равен 1, так как

1

R
= lim

n→∞

n

…
B(n, k)

1

n!
= lim

n→∞

n
√

ckn3k−4 = 1.

Следовательно, Bk(z)— аналитическая функция при |z| < 1 и

B′
k(z) =

∞∑

n=3

B(n, k)
zn−1

(n − 1)!
=

∞∑

n=2

B(n+ 1, k)
zn

n!
.

При фиксированном k и n → ∞ имеем

B(n+ 1, k) ∼ ck(n+ 1)!(n + 1)3k−4 ∼ ckn!n
3k−3.

Используем следующую теорему Титчмарша [15, с. 231–232].

Теорема Титчмарша. Пусть

f(z) =
∞∑

n=0

anz
n, g(z) =

∞∑

n=0

bnz
n, an > 0, bn > 0,

и пусть ряды сходятся при 0 < z < 1 и расходятся при z = 1. Тогда если
an ∼ Cbn при n → ∞, то f(z) ∼ Cg(z) при z → 1.

В нашем случае имеем

an =
B(n+ 1, k)

n!
, f(z) = B′

k(z), bn = ckn
3k−3, g(z) = ck

∞∑

n=0

n3k−3zn.

Найдем радиус сходимости R степенных рядов для f(z), g(z):

1

R
= lim

n→∞
n
√
an = lim

n→∞

n
√

bn = lim
n→∞

n
√

ckn3k−3 = 1.
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Поскольку lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn 6= 0, ряды для f(z) и g(z) расходятся при

z → 1, все условия теоремы Титчмарша выполнены, следовательно, по-
лучим

B′
k(z) ∼ ck

∞∑

n=0

n3k−3zn при z → 1.

Известно [13, с. 212] тождество

∞∑

n=0

nmzn =

Å
z
d

dz

ãm 1

1− z
=

m∑

i=0

S(m, i)zi
di

dzi

Å
1

1− z

ã

=
m∑

i=0

S(m, i)
i!zi

(1 − z)i+1
,

где S(m, i) — числа Стирлинга 2-го рода, S(m,m) = 1, поэтому при z → 1
имеем

B′
k(z) ∼ ck

(3k − 3)!

(1− z)3k−2
,

SP (n, k) =
(n− 1)!

nk!
[z−1]

×
∑

π(k)

k!

m1! . . . mk!

Å
n1!B′

1(z)

1!

ãm1

. . .

Å
nk!B′

k(z)

k!

ãmk

z−n

=
(n− 1)!

nk!
[z−1]

k∑

m=1

nm
∑

πm(k)

k!

m1! . . . mk!
(B′

1(z))
m1 . . . (B′

k(z))
mkz−n,

где второе суммирование проводится по всем разбиениям πm(k) чис-
ла k, т. е. по всем неотрицательным решениям (m1,m2, . . . ,mk) урав-
нения m1 + 2m2 + · · · + kmk = k при условии m = m1 +m2 + · · · + mk.
Обозначим

Fk,m(z) =
∑

πm(k)

k!

m1! . . . mk!
(B′

1(z))
m1 . . . (B′

k(z))
mk =

∑

p

ap(k,m)zp.

Тогда

SP (n, k) =
(n− 1)!

nk!
[z−1]

k∑

m=1

nm
∑

p

ap(k,m)zp−n

=
(n− 1)!

nk!

k∑

m=1

nman−1(k,m).
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Поскольку последовательно-параллельный унициклический блок — это
простой цикл, а число таких циклов с n вершинами равно (n−1)!

2 , най-
дём

B1(z) =
∞∑

n=3

(n− 1)!

2

zn

n!
, B′

1(z) =
∞∑

n=2

1

2
zn =

z2

2(1 − z)
.

При z → 1 получим

Fk,m(z) ∼
∑

πm(k)

k!

m1! . . . mk!

Å
z2

2(1 − z)

ãm1 k∏

i=2

Å
(3i − 3)!ci
(1− z)3i−2

ãmi

=
∑

πm(k)

k!z2m1

m1! . . . mk!2m1

k∏
i=2

((3i− 3)!ci)
mi

(1− z)3(2m2+···+kmk)−2(m2+···+mk)+m1

∼ ck,m
(1− z)3k−2m

,

ck,m =
∑

πm(k)

k!
k∏

i=2
((3i − 3)!ci)

mi

m1! . . . mk!2m1
.

По теореме о переносе асимптотики с производящей функции на коэф-
фициенты её разложения [16, с. 392] имеем

an(k,m) ∼ ck,m
n3k−2m−1

(3k − 2m− 1)!
при n → ∞,

SP (n, k) ∼ (n− 1)!

nk!

k∑

m=1

nm ck,m(n− 1)3k−2m−1

(3k − 2m− 1)!
∼ ck,1

k!(3k − 3)!
n!n3k−4.

Так как при m = 1 m1 = · · · = mk−1 = 0, mk = 1— единственное решение
системы m1 + 2m2 + · · · + kmk = k, m = m1 + m2 + · · · + mk, mi > 0,
i = 1, . . . , k, то

ck,1 = k!(3k − 3)!ck ,

SP (n, k) ∼ ckn!n
3k−4 при k > 2.

Очевидно, что последовательно-параллельный унициклический граф
без мостов — простой цикл, поэтому SP (n, 1) = (n−1)!

2 и c1 =
1
2 . Теорема 1

доказана.

Зададим на множестве помеченных связных последовательно-парал-
лельных k-циклических n-вершинных графов без мостов равномерное
распределение вероятностей. Поскольку асимптотика из формулы (1)
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совпадает с асимптотикой для числа помеченных последовательно-па-
раллельных k-циклических блоков [6], получим

Следствие 1. Почти все помеченные связные последовательно-па-
раллельные k-циклические графы без мостов при фиксированном k яв-
ляются блоками.

Отметим, что в [9] доказано, что почти все помеченные связные
k-циклические графы без мостов при фиксированном k являются бло-
ками. Однако вероятность того, что помеченный связный внешнепла-
нарный k-циклический n-вершинный граф без мостов является блоком
при фиксированном k и n → ∞, асимптотически равна

(
2
3

)k−1 [10].

Следствие 2. Пусть Pk(n)— вероятность того, что помеченный связ-
ный k-циклический граф с n вершинами без мостов является последова-
тельно-параллельным графом. Тогда при фиксированном k > 2 и n → ∞

Pk(n) ∼
(3k − 4)!

bk−1(k − 1)!(2k − 1)!2k
, P1(n) ∼ 1,

где bk — коэффициенты Райта [17],

b1 =
1

12
, b2 =

5

48
, Bk =

k−1∑

s=1

s(k − s)bsbk−s, k > 2,

2(k + 1)bk+1 = (3k + 2)(kbk + 3Bk), k > 2.

Доказательство. Обозначим через C(n, k) число помеченных связ-
ных k-циклических n-вершинных графов без мостов. В [9] при фиксиро-
ванном k > 1 и n → ∞ найдена асимптотика

C(n, k) ∼ dkn!n
3k−4,

где d1 = 1
2 , dk =

bk−1

(3k−4)! , k > 2, bk — коэффициенты Райта. Тогда при
фиксированном k > 2 и n → ∞ имеем

Pk(n) =
SP (n, k)

C(n, k)
∼ ckn!n

3k−4

dkn!n3k−4
∼ (3k − 4)!

bk−1(k − 1)!(2k − 1)!2k
.

Кроме того, P1(n) ∼ 1, так как SP (n, 1) ∼ n!
2n и C(n, 1) ∼ n!

2n . Следствие 2
доказано.

В частности, P1(n) ∼ 1, P2(n) ∼ 1, P3(n) ∼ 3
5 .

Автор благодарит рецензента за внимательное чтение рукописи ста-
тьи и сделанные замечания.
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Abstract. We deduce asymptotic formulas for the number of labeled
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