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Аннотация. Приводится обзор постановок, моделей и методов ре-
шения задачи размещения взаимосвязанных прямоугольных объ-
ектов на параллельных линиях с запрещёнными зонами. Центры
объектов связаны коммуникациями между собой и с зонами. Необ-
ходимо разместить объекты вне зон таким образом, чтобы суммар-
ная стоимость связей объектов между собой и с зонами была ми-
нимальной. Основное внимание уделяется задаче на линии. Для
нескольких линий связи прокладываются через виадук. Построе-
ны модели в теоретико-графовой формулировке и формулировке
частично-целочисленного программирования с булевыми перемен-
ными. Найдены свойства, позволяющие рассматривать задачу как
дискретную и декомпозировать её на ряд задач меньшей размер-
ности. Разработаны алгоритмы поиска точного и приближённого
решений, выделены полиномиально разрешимые случаи. Приведе-
ны результаты численных экспериментов. Библиогр. 32.
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Введение

Поиск оптимального размещения взаимосвязанных точечных объек-
тов в метрическом пространстве без ограничений на их расположение
называют задачей Вебера [1–5]. Она хорошо изучена на плоскости. Для

Исследование выполнено при поддержке Программы фундаментальных научных
исследований СО РАН № I.5.1 (проект № 0314–2019–0019).

© Г. Г. Забудский, Н. С. Веремчук, 2021



Оптимизация размещения на линиях с запрещёнными зонами 71

прямоугольной метрики задача декомпозируется на две задачи линейно-
го программирования [2]. Потоковые алгоритмы для её решения предло-
жены в [5].

Габаритные объекты на плоскости часто аппроксимируют с помощью
прямоугольников. Для задач раскроя и упаковки (когда объекты не свя-
заны между собой) представлен обзор, например, в [6]. Для размещения
взаимосвязанных прямоугольников в [7], в частности, предложены ал-
горитмы поиска локального и глобального оптимумов. В [8] допускается
поворот объектов и параллельно с размещением строятся маршруты для
прокладки связей.

Часто объекты размещают с соблюдением условий «регулярности».
Например, технологическое оборудование размещают вдоль «красных»
линий, которые параллельны одной из сторон цеха. Критериями мо-
гут быть, например, минимизация длины и ширины прямоугольной об-
ласти, занимаемой оборудованием, либо минимальная суммарная сто-
имость связей. В [9] рассмотрена задача размещения прямоугольников
на параллельных линиях с критерием минимизации длины и ширины за-
нимаемой ими области. Для поиска парето-оптимальных решений при-
меняются динамическое программирование и аппарат целочисленной оп-
тимизации.

Задачи с запрещёнными зонами (областями, где нельзя размещать
объекты) для прямоугольных взаимосвязанных объектов с условиями
регулярности их размещения изучены недостаточно. В основном рас-
сматриваются задачи для одной линии без учёта таких ограничений [5,
10–14]. Так, например, известная задача на линии с критерием мини-
мальной суммарной стоимости связей — это One-Dimensional Space Al-
location Problem (ODSAP). Для её решения разработаны алгоритмы вет-
вей и границ и динамического программирования [5, 13, 14].

В литературе основное внимание уделяется задачам размещения то-
чечных объектов на плоскости с запрещёнными зонами. Обзор резуль-
татов по их исследованию приведён в [15]. Работа [16] — одна из наибо-
лее ранних, в которой идёт речь о такой задаче. Рассматривается од-
на зона в виде круга. Решается задача Вебера для одного объекта, ко-
гда путь между двумя точками на плоскости не должен проходить че-
рез зону. Существенно позднее исследовалась подобная задача для слу-
чая двух эллиптических зон [17]. В [18] объект размещается при нали-
чии многоугольных и эллиптических зон. В [19] рассматривалась зада-
ча размещения одного объекта с зонами в виде выпуклых многоуголь-
ников и был предложен алгоритм ветвей и границ. Исследование вы-
числительной сложности задачи размещения множества объектов с зо-
нами представлено в [20]. Показано, в частности, что задача не может
быть аппроксимирована за полиномиальное время. В [4] для проблемы
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конкурентного размещения разработана новая модель, в которой по ана-
логии с гравитацией мощность объекта служит мерой его привлекатель-
ности. При размещении учитываются зона и бюджетные ограничения.
Разработаны два алгоритма решения: один — на основе метода ветвей
и границ, другой — с применением штрафных функций. Основные ре-
зультаты по задачам размещения точечных объектов на плоскости с зо-
нами представлены в монографии [21]. Задача размещения прямоуголь-
ников (прямоугольной упаковки) в полосе с зонами рассмотрена в [22].
Для её решения разработан алгоритм имитации отжига.

В данной работе приводится обзор исследований задачи размеще-
ния взаимосвязанных прямоугольных объектов на параллельных линиях
с запрещёнными зонами и критерием минимальной суммарной стоимо-
сти связей. Рассматриваются постановки задач для одной и нескольких
линий. В случае линий трассировка коммуникаций между объектами
проводится через виадук. Построены модели частично-целочисленного
программирования с булевыми переменными и комбинаторные модели
в теоретико-графовой формулировке. Найдены свойства, позволяющие
декомпозировать задачу и рассматривать её как дискретную. На основе
этих свойств разработаны алгоритмы поиска точного и приближённо-
го решений, выделены полиномиально разрешимые случаи. Приведены
результаты вычислительных экспериментов.

1. Задача на линии

В этом разделе сформулируем постановку задачи на линии и отме-
тим её свойства. Опишем алгоритмы поиска точного и приближённых
решений. Приведём результаты вычислительных экспериментов.

1.1. Постановка и свойства задачи. На отрезке длины LS с фик-
сированными прямоугольными объектами (запрещёнными зонами) раз-
мещаются прямоугольники, центры которых связаны между собой и с зо-
нами. Необходимо расположить объекты вне зон так, чтобы они не пе-
ресекались и суммарная стоимость связей между всеми объектами была
минимальной [23].

Обозначим через Xi и Fj объект и зону, i ∈ I = {1, . . . , n}, j ∈ J =
{1, . . . ,m}. Объекты и зоны — это прямоугольники с размерами li × hi
и pj × dj, i ∈ I и j ∈ J . Центры объектов соединены между собой
и с центрами зон. Длины вертикальных компонент связей между объ-
ектами Xi и Xk, а также между объектом Xi и зоной Fj равны hi+hk

2

и hi+dj
2 соответственно, поэтому достаточно учитывать расстояние меж-

ду проекциями их центров. Можно рассматривать задачу размещения
точек с минимально допустимыми расстояниями, определяемыми разме-
рами объектов и зон. Обозначим через xi, bj координаты центров Xi, Fj ,
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i ∈ I, j ∈ J , а через wij > 0, uik > 0— удельные стоимости связей
между Xi и Fj , Xi и Xk, i, k ∈ I, j ∈ J , i < k. Требуется разместить
объекты X1, . . . ,Xn вне зон F1, . . . , Fm так, чтобы они не пересекались
и суммарная стоимость связей объектов между собой и с зонами была
минимальной. Математическая модель имеет следующий вид:

S(x) =

n∑

i=1

m∑

j=1

wij |xi − bj |+
n−1∑

i=1

n∑

k=i+1

uik|xi − xk| → min, (1)

|xi − bj | >
li + pj

2
, i ∈ I, j ∈ J, (2)

|xi − xk| >
li + lk

2
, i, k ∈ I, i < k, (3)

li
2
6 xi 6 LS − li

2
, i ∈ I. (4)

Допустимая область B задачи (1)–(4) несвязная и состоит из набора r
непересекающихся отрезков (блоков) Bk с длинами Lk, B =

⋃
k=1,r

Bk. За-

дача (1)–(4) NP-трудна, поиск её допустимого решения — это построение
одномерной упаковки в контейнеры [24].

Для допустимого размещения будем называть остатком ∆k в бло-
ке Bk отрезок между двумя соседними объектами без общей границы
либо между границей блока и соседним объектом. Пары элементов (объ-
екты, зоны, остатки) будем называть склеенными, если они имеют общую
границу.

Если x = (x1, . . . , xn)— некоторое допустимое решение задачи (1)–(4),
то через Ik(x) обозначим множество номеров объектов в Bk, |Ik(x)| = nk,
I =

⋃
k=1,r

Ik(x), а через Hk(x)— совокупность остатков в Bk для x, при

этом |Hk(x)| 6 nk + 1. Тогда x = (x1, . . . , xr), где xk — координаты объ-
ектов, расположенных в Bk с номерами из Ik(x).

Утверждение 1 [23]. Для произвольного допустимого решения x
задачи (1)–(4) можно построить допустимое решение x′ такое, что имеют
место неравенства |Hk(x

′)| 6 1, k = 1, . . . , r, и S(x′) 6 S(x).

Из утверждения 1 следует, что исходная непрерывная задача сводится
к дискретной.

Обозначим через LBk и RBk координаты левой и правой границ бло-
ка Bk; JL(Bk) и JR(Bk)— множество зон левее и правее Bk; IL(Bk) и
IR(Bk)— множество объектов левее и правее Bk соответственно. При
фиксированном разбиении объектов по блокам целевую функцию S(x)
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можно представить в виде [23]

S(x) =

r∑

k=1

Sk(x
k) + C,

где C — некоторая константа и

Sk(x
k) =

∑

t∈Ik(x)

∑

s∈Ik(x),
s<t

ust|xs − xt|

+
∑

s∈Ik(x)

|xs − LBk|
( ∑

j∈JL(Bk)

wsj +
∑

i∈IL(Bk)

usi

)

+
∑

t∈Ik(x)

|xt −RBk|
( ∑

j∈JR(Bk)

wtj +
∑

i∈IR(Bk)

uti

)
.

Таким образом, для нахождения оптимума задачи (1)–(4) при фик-
сированном разбиении объектов по блокам достаточно найти минимумы
функций Sk(x

k), k = 1, . . . , r.

1.2. Алгоритм приближённого решения. Алгоритм [23] состо-
ит в следующем. Находится очередное допустимое разбиение объектов
по блокам, например, алгоритмом последовательно-одиночного разме-
щения. Далее объекты переставляются в блоках с целью минимизации
стоимости связей.

Блок Bk назовём допустимым для объекта Xi, если Lk > li, и условно-

допустимым, если Lk >
∑
h

lh+ li, где
∑
h

lh — суммарная длина объектов,

размещённых на данный момент в Bk. Блок Bk назовём просмотренным

для Xi, если при фиксированном размещении X1, . . . ,Xi−1 объект Xi

размещался в Bk, иначе — непросмотренным.

Поиск допустимых разбиений. Для построения начального допу-
стимого разбиения для каждого объекта в заданном порядке находится
первый условно-допустимый блок. Если такого блока нет, то предыду-
щий объект удаляется из блока, и т. д. Для каждого следующего объек-
та поиск условно-допустимого блока начинается с B1. Если допустимое
разбиение не построено и при этом для X1 просмотрены все условно-
допустимые блоки, то задача не имеет допустимого решения.

Минимизация суммарной стоимости связей. Предлагается два
варианта алгоритма. Объекты в блоках переставляются и склеиваются
в зависимости от суммарной стоимости связей с объектами и зонами,
расположенными левее (правее) блока.
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Для каждого Xi в Bk определим суммарные стоимости связей Lwi

и Rwi следующим образом:

Lwi =
∑

j∈JL(Bk)

wij +
∑

k∈IL(Bk)

uik, Rwi =
∑

j∈JR(Bk)

wij +
∑

k∈IR(Bk)

uik.

В алгоритме А2 среди неразмещённых объектов в блоке выбирает-
ся объект Xt с максимальным отношением |Lwt − Rwt|/lt. Далее если
Lwt > Rwt, то Xt склеивается с левой границей блока с учётом уже
размещённых объектов в нём, иначе — с правой. Во втором варианте для
склеивания выбирается объект Xt с максимальной разностью стоимостей
связей |Lwt −Rwt| [23].

Отметим, что число разбиений объектов по блокам не превосходит rn.
Трудоёмкость алгоритма поиска приближённого решения составляет
O(rn(mn2 + n3)).

В работе [23] показано, в каком случае с помощью алгоритма А2 при-
ближённого решения находится точное решение.

Утверждение 2 [23]. Пусть ust = 0 для любых s, t ∈ Ik(x), s < t,
k = 1, . . . , r, и фиксировано разбиение объектов по блокам. Тогда опти-
мальное решение задачи (1)–(4) может быть найдено с помощью алго-
ритма А2, применяемого в каждом блоке.

Назовём допустимое решение X задачи (1)–(4) локальным миниму-

мом, если S(x) 6 S(x′) для любого x′ такого, что Ik(x) = Ik(x
′), k =

1, . . . , r. Отметим, что в этом определении размер окрестности не фик-
сирован.

Из утверждения 2 следует, что для указанного случая с помощью
алгоритма А2 локальный оптимум задачи находится за полиномиальное
время.

1.3. Алгоритм ветвей и границ. Опишем алгоритм ветвей и гра-
ниц на примере блока Bk [25]. Отметим, что левую и правую границы
блока можно рассматривать как фиктивные объекты FL и FR, объеди-
няющие объекты и зоны левее и правее блока Bk.

Ветвление. На первом уровне в дереве ветвления каждый из объ-
ектов с номерами из Ik(x) поочерёдно склеивается с левой границей
блока Bk [25]. На втором уровне каждый из неразмещённых объектов
склеивается с правой границей блока Bk. На третьем и последующих
уровнях каждый из неразмещённых объектов склеивается с объектом,
расположенным у левой границы блока Bk. Число вершин дерева ветв-
ления на первом уровне равно nk, на втором — nk(nk − 1), и т. д.

Нижние оценки. Обозначим на очередном уровне дерева ветвления
узел A и множества номеров объектов, расположенных в Bk у его левой
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и правой границ, через NFl и NFr соответственно. Будем считать, что
объекты в множестве NFl имеют номера от 1 до s, а в множестве NFr —
от t+1 до nk. Тогда нижнюю границу ξ(A) функции Sk(x

k) для A можно
представить [26] так:

ξ(A) = ξ1(A) + ξ2(A) + ξ3(A).

Величина ξ1(A)— это суммарная стоимость связей между объектами,
размещёнными в Bk, и объектами FL, FR, которая вычисляется точно.
Величина ξ2(A)— нижняя оценка суммарной стоимости связей между
неразмещёнными объектами в Bk с FL, FR и с объектами, размещённы-
ми в Bk на данном уровне. Величина ξ3(A)— нижняя оценка суммарной
стоимости связей неразмещённых объектов между собой. В [26] предло-
жены два способа вычисления нижней оценки ξ2(A).

Первый способ. Для каждого i ∈ Ik(x)\{NFl ∪ NFr} определим
суммарные стоимости связей SL(i) и SR(i) с объектами FL, FR и с объ-
ектами, размещёнными в Bk, следующим образом:

SL(i) = Lwi +
∑

k∈NFl

uik, SR(i) = Rwi +
∑

k∈NFr

uik.

Такие объекты упорядочиваются по невозрастанию отношений SL(i)/li
и последовательно склеиваются в этом порядке с левой границей Bk.
Пусть объекты имеют номера от s + 1 до t. Затем объекты упорядочи-
ваются по невозрастанию отношений SR(i)/li и последовательно скле-
иваются в этом порядке с правой границей Bk. Пусть объекты имеют
номера от t до s+ 1. Тогда

ξ2(A) = ξ2L(A) + ξ2R(A),

где

ξ2L(A) =

t∑

q=s+1

(
Lwq

q−1∑

g=1

lg +

s∑

i=1

uqi

q−1∑

k=i+1

lk

)
,

ξ2R(A) =

t∑

q=s+1

(
Rwq

nk∑

g=q+1

lg +

nk∑

i=t+1

uqi

i−1∑

k=q+1

lk

)
.

Доказательство того, что ξ2(A)— нижняя оценка суммарной стоимости
связей неразмещённых объектов с FL, FR и с объектами, размещёнными
в Bk, аналогично доказательству в [14].

Второй способ. Множество Ik(x)\{NFl ∪NFr} можно представить
как объединение непересекающихся множеств NL∪NC∪NR, где NL, NC ,
NR — множества номеров объектов, для которых выполнены неравенства
SL(i) > SR(i), SL(i) = SR(i), SL(i) < SR(i).
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Объекты с номерами из NL упорядочиваются по невозрастанию отно-
шений (SL(i)−SR(i))/li и последовательно склеиваются в таком поряд-
ке с левой границей Bk. Объекты с номерами из NR упорядочиваются
по невозрастанию отношений (SR(i)−SL(i))/li и последовательно скле-
иваются в таком порядке с правой границей Bk. Объекты с номерами
из NC размещаются между объектами с номерами из NL и NR в любом
порядке [26].

Таким образом, для каждого i ∈ Ik(x)\{NFl ∪ NFr} определяется
координата центра. Пусть Ik(x)\{NFl∪NFr} = {s+1, . . . , t}. Определим
величину Z:

Z =
t∑

q=s+1

(
Lwq

q−1∑

g=1

lg +
s∑

i=1

uqi

q−1∑

k=i+1

lk +Rwq

nk∑

h=q+1

lh +

nk∑

j=t+1

uqj

j−1∑

v=q+1

lv

)
.

В [26] доказано, что значение Z — нижняя оценка суммарной стоимости
связей неразмещённых объектов в Bk с объектами FL, FR и с объектами,
размещёнными в Bk.

1.4. Модель частично-целочисленного линейного программи-
рования. Запишем модель частично-целочисленного линейного прог-
раммирования (ЧЦЛП) задачи (1)–(4). Введём непрерывные переменные
sij > 0, tik > 0, i, k ∈ I, j ∈ J , i < k, и булевы переменные: z1ij = 1, ес-
ли Xi левее Fj , иначе z1ij = 0, i ∈ I, j ∈ J ; z2ik = 1, если Xi левее Xk,
иначе z2ik = 0, i, k ∈ I, i < k. Модель ЧЦЛП задачи (1)–(4) имеет такой
вид:

S(x) =

n∑

i=1

m∑

j=1

wijsij +

n−1∑

i=1

n∑

k=i+1

uiktik → min, (5)

−sij 6 xi − bj 6 sij, i ∈ I, j ∈ J, (6)

−tik 6 xi − xk 6 tik, i, k ∈ I, i < k, (7)®
xi − bj − li+pj

2 + Cz1ij > 0,

bj − xi − li+pj
2 + C

(
1− z1ij

)
> 0,

i ∈ I, j ∈ J, (8)

®
xi − xk − li+lk

2 + Cz2ik > 0,

xk − xi − li+lk
2 + C

(
1− z2ik

)
> 0,

i, k ∈ I, i < k, (9)

sij > 0, i ∈ I, j ∈ J, (10)

tik > 0, i, k ∈ I, i < k, (11)

z1ij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, (12)

z2ik ∈ {0, 1}, i, k ∈ I, i < k, (13)
li
2
6 xi 6 LS − li

2
, i ∈ I. (14)
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Константа C выбирается, например, следующим образом: C = 2
r∑

k=1

Lk.

Используя модель (5)–(14), можно решить задачу (1)–(4) с помощью па-
кета IBM ILOG CPLEX.

1.5. Результаты вычислительных экспериментов. В работе [23]
описаны результаты вычислительных экспериментов по сравнению алго-
ритма приближённого решения А2 и решения задачи с помощью пакета
IBM ILOG CPLEX с применением модели ЧЦЛП (5)–(14). Относитель-
ная погрешность решений, полученных алгоритмом А2, в среднем со-
ставила 3%. Для размерностей |I| = 20, |J | = 10 и |I| = 40, |J | = 6
не удалось получить решения с помощью пакета за время 1000 c; сред-
нее время решения задачи таких размерностей с помощью А2 составило
214 с и 490 с при погрешности 3%.

В [25] описаны результаты вычислительных экспериментов по сравне-
нию алгоритмов ветвей и границ (АВГ) и A2. Приближённый алгоритм
находит решение значительно быстрее чем точный: например, для задач
с размерностью n = 15, m = 3 время работы A2 меньше в 20 раз.

При сравнении алгоритма ветвей и границ и пакета можно отметить,
что алгоритм находит решение в среднем в 5 раз быстрее. Для задач
с размерностью |I| = 20, |J | = 15 и |I| = 50, |J | = 20 не получено опти-
мального решения пакетом за 1000 с, а среднее время решения с приме-
нением алгоритма составило 723 с и 898 с соответственно [25].

1.6. Теоретико-графовая формулировка. Как уже отмечалось,
условия непересечения объектов и зон можно рассматривать как мини-
мально допустимые расстояния между проекциями их центров. В этом
разделе будем учитывать структуру связей между точечными объекта-
ми и ограничения на минимально допустимые расстояния между ними
и зонами.

Структура связей между объектами задаётся с помощью графа G =
(V,E), V = {1, . . . , n}, вершины которого соответствуют объектам, а рёб-
ра — связям между ними. Вес ребра — это стоимость связи между соот-
ветствующими объектами. Если объект i должен быть размещён слева
от объекта k, то (i, k) — дуга, и таким образом определяется частичный
порядок на расположение вершин. Задаются удельные стоимости связей
вершин с зонами. Необходимо разместить вершины графа на линии так,
чтобы ограничения на минимально допустимые расстояния вершин меж-
ду собой и с зонами не нарушались и суммарная стоимость всех связей
была минимальной.

Если зоны отсутствуют, то сформулированная задача представляет
собой ODSAP. В случае, когда G— произвольный невзвешенный и неори-
ентированный граф, задача ODSAP NP-трудна [24]. Для решения задачи
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ODSAP предложены полиномиальные алгоритмы, когда G— корневое
дерево [11] или последовательно-параллельный (двухполюсный ориен-
тированный) граф [27].

Пусть D(s, t)— ориентированный граф, состоящий из двух или более
цепей, идущих от вершины s к вершине t и не имеющих других общих
вершин, кроме s и t. Класс двухполюсных (последовательно-параллель-

ных ) орграфов определим индуктивно следующим образом:
а) ориентированная цепь — это двухполюсный орграф;
б) граф, полученный из двухполюсного путём замены любой дуги

(s, t) на граф D(s, t), является двухполюсным орграфом.
Если в ориентированном корневом дереве произвольные дуги заменить
двухполюсным орграфом, то полученный граф будем называть компо-

зицией корневых деревьев и двухполюсных орграфов.
Рассмотрим двухполюсный орграф G и произвольный блок Bk. По за-

данному графу G построим взвешенный граф G′ = (V ′, E′) в Bk, V ′ =
Ik∪{s, t}, где s— фиктивный объект, включающий объекты и зоны слева
от Bk, t— фиктивный объект, включающий объекты и зоны справа от Bk.
Множество Ik (опустим указание x) можно представить как объедине-
ние a множеств, которые соответствуют вершинам цепей в G. Через ci
обозначим число вершин на цепи i, i = 1, . . . , a. Пусть множество Ik со-
держит следующие номера вершин цепей: Ik = {(1, . . . , c1); (c1 + 1, . . . ,
c1 + c2); . . . ; (c1 + c2 + · · ·+ ca−1 + 1, . . . , c1 + c2 + · · · + ca)}.

Опишем алгоритм построения дуг графа G′ [28].
(1) Если i, j ∈ Ik и (i, j) ∈ E, то (i, j) ∈ E′.
(2) Проводим дуги (s, i) ∈ E′ от вершины s до начальных вершин

цепей G′, i =
ß
1, c1 + 1, . . . ,

a−1∑
y=1

cy + 1

™
.

(3) Проводим дуги (j, t) ∈ E′ от конечных вершин цепей до вершины t

из G′, j =
ß
c1, c1 + c2, . . . ,

a∑
y=1

cy

™
.

Обозначим через u′ij вес дуги (i, j) ∈ E′. Вершину цепи, из которой
выходит дуга, входящая в вершину i, обозначим через l(i). Аналогично
через r(i) обозначим вершину цепи, в которую входит дуга из вершины i.

Если Sy — номер последней вершины на цепи с номером y, то Sy =
y∑

i=1
ci,

при этом полагаем, что c0 = 0. Определяем веса дуг в графе G′ следую-
щим образом:

u′ij = uij +

cb∑

p=j

∑

q∈JL(Bk)

wpq +

i∑

p=1

∑

q∈JR(Bk)

wpq,

i, j ∈ Ik, (i, j) ∈ E, b = 1, . . . , a,
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u′si = ui,l(i) +

Sb∑

p=Sb−1+1

∑

q∈JL(Bk)

wpq,

b = 1, . . . , a, i ∈ {1, c1 + 1, . . . , Sa−1 + 1},

u′jt = uj,r(j) +

Sb∑

p=Sb−1+1

∑

q∈JR(Bk)

wpq,

b = 1, . . . , a, j ∈ {c1, c1 + c2, . . . , Sa}.
В результате построены дуги в графе G′ и определены их веса.

Утверждение 3 [28]. Если G— двухполюсный ориентированный
граф, то G′ также является двухполюсным ориентированным графом.

Пусть G— корневое дерево. Обозначим поддерево с корнем в вер-
шине i через G(i), а множество его вершин — через V (G(i)). В блоке Bk

дуги графа G′ проводятся, как для двухполюсных орграфов. Определим
веса дуг в G′. Для этого множество вершин, входящих в цепь от верши-
ны s до вершины k, обозначим через V ′(k). Далее полагаем

u′ij = uij +
∑

p∈V (G′(j))

∑

q∈JL(Bk)

wpq +
∑

p∈V ′(i)

∑

q∈JR(Bk)

wpq,

u′si = ui,l(i) +
∑

p∈V (G′(i))

∑

q∈JL(Bk)

wpq,

u′jt = uj,r(j) +
∑

p∈V ′(j)

∑

q∈JR(Bk)

wpq.

Утверждение 4 [28]. Если граф G— корневое дерево, то G′ — мно-
жество двухполюсных ориентированных графов.

Таким образом, если G является корневым деревом или двухполюс-
ным орграфом, то граф G′ — множество двухполюсных орграфов.

Замечание 1. В общем случае, когда G является композицией двух-
полюсных орграфов и корневых деревьев, G′ также будет множеством
двухполюсных орграфов [28].

В [28] доказано, что решение задачи размещения для графа G′ даёт
решение задачи для графа G в блоке Bk. Таким образом, решение задачи
размещения в блоке для указанных выше графов сводится к решению
задачи для двухполюсных орграфов.

Напомним алгоритм оптимального расположения вершин двухполюс-
ного орграфа [27]. Сначала на каждой из цепей, соединяющих s и t, на-
ходится дуга минимального веса. Если дуг несколько, то берётся любая
из них. Далее по этим дугам граф разрезается на два корневых дерева:
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первое дерево LT с корнем в вершине s, а второе дерево RT — с корнем
в вершине t с противоположной ориентацией дуг. Находится оптималь-
ное размещение вершин каждого из деревьев с учётом весов дуг, по ко-
торым производится разрез, с помощью алгоритма из [11]. Размещение
вершин графа строится следующим образом: сначала размещаются вер-
шины дерева LT , а затем — вершины дерева RT в обратном порядке.

Для случая, когда G— двухполюсный орграф, корневое дерево или
композиция корневых деревьев и двухполюсных орграфов, алгоритм по-
иска локального оптимума для фиксированного разбиения вершин по
блокам состоит в следующем. Последовательно строим графы G′

1, . . . , G
′
r,

используя процедуры, описанные выше. В каждом блоке находим опти-
мальное размещение, применяя алгоритм для двухполюсного орграфа.

Трудоёмкость алгоритма оптимального размещения вершин в каж-
дом блоке оценивается O(n log n) [27], а трудоёмкость алгоритма поиска
локального оптимума для указанных графов не превосходит O(mn log n).

Замечание 2. В [29] приведён пример, когда G— не двухполюсный
орграф, но G′

i — двухполюсные орграфы, т. е. локальный оптимум также
находится за полиномиальное время.

Замечание 3. Отметим, что если между исходными объектами (со-
ответственно между вершинами графа) заданы не условия непересече-
ния, а минимально допустимые расстояния, удовлетворяющие неравен-
ству треугольника, то задача ODSAP NP-трудна для двухполюсных ор-
графов и корневых деревьев [30]. Соответственно задача с зонами также
NP-трудна для таких графов.

2. Задача на линиях

Здесь приведём постановку задачи на линиях и модели нелинейно-
го программирования для прямоугольной метрики и когда трассировка
связей осуществляется через виадук.

2.1. Постановка и модель для прямоугольной метрики. Рас-
смотрим задачу регулярного размещения взаимосвязанных объектов на
линиях с запрещёнными зонами [25]. Задан набор размещаемых прямо-
угольных объектов. Центры объектов соединены между собой и с цен-
трами зон. Необходимо разместить объекты на линиях вне запрещённых
зон так, чтобы они не пересекались между собой, а общая стоимость
связей объектов между собой и с зонами была минимальна.

Обозначим центры объектов Xi и зон Fj через (xi, yi) и (b1j , b2j) соот-
ветственно, где i ∈ I и j ∈ J . Линии фиксированы, и их левые границы —
это точки (0, Lyt), где t ∈ Q = {1, . . . , q} и Ly1 < · · · < Lyq. Предпо-
ложим, что линии зафиксированы так, что каждый объект может быть
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размещён на любой линии. Расстояния измеряются в прямоугольной мет-
рике. Введём булевы переменные zit для i ∈ I, t ∈ Q. Если объект Xi

размещается на линии с номером t, то zit = 1, иначе zit = 0.
Модель нелинейного программирования примет такой вид:

S(x, y) =

n∑

i=1

m∑

j=1

wij(|xi − b1j |+ |yi − b2j |)

+
n−1∑

i=1

n∑

k=i+1

uik(|xi − xk|+ |yi − yk|) → min, (15)

|xi − b1j | > zit
li + pj

2
, i ∈ I, j ∈ JLt, t ∈ Q, (16)

|xi − xk| > (zit + zkt − 1)
li + lk

2
, i, k ∈ I, i < k, t ∈ Q, (17)

li
2
6 xi 6 LS − li

2
, i ∈ I, (18)

yi =

q∑

t=1

zitLyt, i ∈ I, (19)

q∑

t=1

zit = 1, i ∈ I, (20)

zit ∈ {0, 1}, i ∈ I, t ∈ Q. (21)

Замечание 4. Отметим, что задача (15)–(21) не декомпозируется
на задачи по каждой из линий, если проекции блоков на разных линиях
не пересекаются.

2.2. Трассировка коммуникаций через виадук. Рассмотрим слу-
чай двух линий. Пусть связи (коммуникации) между объектами и зона-
ми, расположенными на разных линиях, проходят через виадук V [31].
Размер виадука V (вертикальный отрезок) равен δy = Ly2 − Ly1. Обо-
значим через x0 абсциссу точки размещения виадука, через JLt — мно-
жество номеров зон, находящихся на линии с номером t, t = 1, 2.

Модель нелинейного программирования [31] имеет следующий вид:

S(x) =

2∑

t=1

∑

i∈I

∑

j∈JLt

wij(zit|xi − b1j |

+ (1− zit)(|xi − x0|+ |b1j − x0|+ δy))

+

2∑

t=1

∑

i∈I

∑

k∈I, k>i

uik(zitzkt|xi − xk|

+ zit(1− zkt)(|xi − x0|+ |xk − x0|+ δy)) → min, (22)
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при ограничениях

|xi − b1j | > zit
li + pj

2
, i ∈ I, j ∈ JLt, t = 1, 2, (23)

|xi − xk| > (zit + zkt − 1)
li + lk

2
, i, k ∈ I, i < k, t = 1, 2, (24)

li
2
6 xi 6 LS − li

2
, i ∈ I, (25)

yi =

2∑

t=1

zitLyt, i ∈ I, (26)

2∑

t=1

zit = 1, i ∈ I, (27)

zit ∈ {0, 1}, i ∈ I, t = 1, 2. (28)

(а) Виадук V расположен справа от блока Bk, т. е. x0 > RBk. Пусть
номера зон и объектов слева от Bk на той же линии, что и Bk, образуют
множества JL(Bk) и IL(Bk). Все остальные зоны и объекты, в том числе
расположенные на разных линиях, образуют множества JR(Bk) и IR(Bk)
соответственно. Таким образом, JR(Bk) = J\JL(Bk), IR(Bk) = I\IL(Bk).

(б) Виадук V расположен слева от Bk, т. е. x0 < LBk. Тогда полагаем,
что номера зон и объектов справа от Bk на той же линии, что и Bk, обра-
зуют множества JR(Bk) и IR(Bk). Все остальные зоны и объекты, в том
числе расположенные на разных линиях, образуют множества JL(Bk)
и IL(Bk) соответственно.

Таким образом, объекты и зоны слева и справа от блока Bk опреде-
лены для любого расположения виадука. Далее для каждого объекта Xi

в Bk определим общую стоимость коммуникаций Lwi и Rwi таким же
образом, как и ранее.

Для задачи (22)–(28) также будут справедливы свойства декомпози-
ции целевой функции и возможность рассматривать её как дискретную,
поэтому можно применять разработанные приближённые и точные ал-
горитмы решения.

2.3. Результаты вычислительных экспериментов. В [32] прове-
дено численное исследование задачи размещения прямоугольных объ-
ектов на параллельных линиях с запрещёнными зонами и виадуком.
Поиск локального оптимума выполнен с применением модели (22)–(28)
и пакета IBM ILOG CPLEX. Рассматривались два случая. В первом ви-
адук с заданным шагом последовательно фиксировался, далее решалась
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задача для каждого расположения виадука. Во втором случае находи-
лось оптимальное размещение виадука с помощью модели (22)–(28) и па-
кета IBM ILOG CPLEX.

С помощью перебора вариантов расположения виадука поиск при-
ближённого значения локального оптимума осуществлялся значительно
быстрее. Например, для задачи с 15 объектами находилось приближён-
ное решение, отклоняющееся от точного на 12% за время, в 105 раз мень-
шее, чем при решении задачи поиска оптимального размещения виадука.

Заключение

Приведён обзор исследований задачи размещения взаимосвязанных
прямоугольных объектов на параллельных линиях с запрещёнными зо-
нами и критерием минимума суммарной стоимости связей. Рассматри-
вались постановки задач для одной и нескольких линий. В случае одной
линии построены модели в теоретико-графовой формулировке и фор-
мулировке частично-целочисленного программирования с булевыми пе-
ременными. Найдены свойства, позволяющие декомпозировать задачу
и рассматривать её как дискретную. Разработаны алгоритмы поиска точ-
ного и приближённого решений, выделены полиномиально разрешимые
случаи. В случае нескольких линий построены модели целочисленного
программирования для прямоугольной метрики и когда связи проходят
через виадук. Показано, что при фиксированном расположении виадука
можно применять алгоритмы, разработанные для одной линии. Приве-
дены результаты вычислительных экспериментов.
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Abstract. An overview of statements, models and methods for solv-
ing location problem of interconnected rectangular facilities on parallel
lines with forbidden zones is given. The centers of the facilities are con-
nected by communications with each other and with forbidden zones. It
is necessary to place facilities outside the zones in such a way that the
total cost of communications facilities to each other and to the zones
was minimal. The main focus is on the problem on the line. For several
lines communication are through a viaduct. Models of graph–theoretic
formulation and partially integer programming with Boolean variables
are constructed. Properties are found that allow us to consider the prob-
lem as discrete and decompose it into a number of problems of smaller
dimension. Algorithms for finding exact and approximate solutions are
developed, and polynomial solvable cases are identified. The results of
numerical experiments are presented. Bibliogr. 32.
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