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Аннотация. Доказана NP-трудность в сильном смысле двух за-
дач когнитивного анализа данных: задачи таксономии (кластериза-
ции) — разбиения неклассифицированной выборки объектов на не-
пересекающиеся подмножества — и задачи выбора подмножества
типичных представителей классифицированной выборки, состоя-
щей из объектов двух образов. Первую задачу можно рассматри-
вать как частный случай второй задачи при условии, что один
из образов состоит из одного объекта. Для количественной оценки
качества множества выбранных типичных представителей выбор-
ки используется функция конкурентного сходства (FRiS-функция),
с помощью которой оценивается сходство объекта с ближайшим ти-
пичным объектом. Ил. 1, библиогр. 18.
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Введение

Задача таксономии (кластеризации) –– это задача разбиения неклас-
сифицированной выборки объектов на непересекающиеся подмножества
(кластеры) таким образом, чтобы каждый кластер состоял из близких
(похожих) по некоторому критерию объектов, непохожих на объекты
других кластеров. В анализе данных эта проблема относится к клас-
су задач обучения без учителя. В качестве количественной оценки раз-
биения используется функция конкурентного сходства — FRiS-функция
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(function of rival similarity) [1], с помощью которой оценивается сходство
объекта с ближайшим типичным представителем выборки.

Проблема выбора типичных представителей выборки состоит в на-
хождении подмножества объектов, на котором достигается оптимальное
значение функционала качества решения поставленной задачи. В лите-
ратуре подобные объекты называются по-разному: столпами [2], прото-
типами [3], релевантными или типичными объектами [4], прецедентами
или эталонными объектами [5] и т. п. Описание данных с помощью ти-
пичных представителей выборки (или прототипов) позволяет лучше по-
нять структуру анализируемой выборки. Для решения прикладных за-
дач используются различные эвристические методы для поиска прото-
типов [2, 5–13].

Задача выбора подмножества прототипов выборки, состоящей из объ-
ектов двух образов, типична в анализе данных. Предполагается, что раз-
биение на два класса задано и каждый класс может описываться несколь-
кими прототипами. Задачу таксономии можно рассматривать как част-
ный случай данной задачи при условии, что один из образов состоит
из одного объекта. В [14] рассматривается задача выбора набора про-
тотипов минимальной мощности для выборки, состоящей из объектов
двух классов, при этом мощность одного из классов равна единице; кри-
терием отбора прототипов является минимум частоты ошибок на всех
остальных объектах выборки, в качестве расстояния берётся расстояние
до ближайших прототипов классов. Показано, что в данной постановке
задача выбора прототипов NP-трудна.

В рассматриваемой постановке в качестве прототипов выборки, со-
стоящей из объектов двух классов, выбираются объекты, на которые
максимально похожи объекты из того же класса и не похожи объекты
другого класса. В качестве меры сходства объектов в некотором фикси-
рованном признаковом пространстве используется функция конкурент-
ного сходства, успешно применяемая в когнитивном анализе данных при
решении различных прикладных задач [10, 15, 16]. В [17] показано, что
данная задача NP-трудна. В настоящей работе предложено другое реше-
ние поставленной проблемы.

1. Таксономия (кластеризация) неклассифицированной
выборки с помощью функции конкурентного сходства

1.1. FRiS-функция и качество кластеризации выборки. Осо-
бенностью задачи таксономии неклассифицированной выборки являет-
ся то, что априори неизвестны как принадлежность объектов выборки
к тому или иному образу (классу), так и число таких образов. Для реше-
ния задачи используется редуцированная функция конкурентного сход-
ства [11]
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F ∗(z,A) =
τ∗ − τ(z,A)

τ∗ + τ(z,A)
, (1)

где τ∗ — константа, интерпретируемая как расстояние от каждого объек-
та z ∈ A до виртуального образа (или образа-конкурента), все объекты
которого являются прототипами, и расстояние от любого объекта вы-
борки A до ближайшего объекта образа-конкурента равно τ∗; τ(z,A) =
min

x∈A\{z}
τ(z, x)— расстояние от объекта z до множества A \ {z}.

Обозначим через SA множество прототипов выборки A. Для оценки
качества этого множества используется усреднённая величина

H(A,SA) =
1

|A|
∑

z∈A\SA

F ∗(z,SA). (2)

Для решения рассматриваемой задачи требуется найти множество SA

прототипов выборки A, на котором достигается максимум функциона-
ла H.

1.2. Постановка задачи. Дано множество объектов A = {ai}i=1,M .
Задана матрица попарных расстояний между всеми объектами множе-
ства. В качестве расстояния от объекта до образа используется рассто-
яние до ближайшего объекта образа. Требуется выбрать 1 6 p 6 M
прототипов из данного множества таким образом, чтобы сходство всех
оставшихся объектов множества с прототипом своего класса было мак-
симально, а с прототипами других классов — минимально, т. е. требуется
найти множество SA ⊆ A, |SA| = p, на котором достигается максимум
H(A,SA).

С учётом (1) запишем (2) в следующем виде:

H(A,SA) =
1

|A|
∑

ai∈A\SA

τ∗ − min
aj∈SA

τ(ai, aj)

τ∗ + min
aj∈SA

τ(ai, aj)

=
1

|A|
∑

ai∈A\SA

max
aj∈SA

τ∗ − τ(ai, aj)
τ∗ + τ(ai, aj)

.

Множество A можно записать как выборку {(ai, yi)}i=1,M , где yi = 1,

i = 1,M,— номинальный целевой признак.
Определим множество T = {t = {ti}i=1,M | ti ∈ {0, 1}}, где ti = 1

означает, что i-й объект выборки принадлежит множеству прототипов:
SA = {ai | ti = 1, i = 1,M}, соответственно A \ SA = {ai | ti = 0, i =

1,M} и p = |SA| =
M∑
i=1

ti.
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Обозначим через τij = τ(ai, aj) расстояние между i-м и j-м объекта-
ми множества A. Тогда для решения рассматриваемой смысловой задачи
требуется решить экстремальную задачу — найти вектор t∗, определяю-
щий множество S∗

A
, на котором достигается максимум H(A,SA):

t∗ = argmax
t∈T

∑

i : ti=0

max
j : tj=1

τ∗ − τij
τ∗ + τij

, p =

M∑

i=1

t∗i .

2. Вычислительная сложность задачи таксономии

Доказательство NP-трудности будет выполнено сведением известной
NP-полной задачи о вершинном покрытии графа к задаче выбора под-
множества, на котором значение функционала H максимально.

Задача ВП (вершинное покрытие) [18]. Дан граф G = (V,E) и по-

ложительное целое число J 6 |V |. Имеется ли в графе G вершинное

покрытие не более чем из J элементов, т. е. такое подмножество V ′ ⊆ V,
что |V ′| 6 J и для каждого ребра {u, v} ∈ E хотя бы одна из вершин u
или v принадлежит V ′?

Для доказательства потребуется

Утверждение 1. Для любых r ∈ Q и R ∈ Q, удовлетворяющих

условию 0 < r < R, существует r1 такое, что

0 < r < r1 < R, (3)

2(r1 − r)
r1 + r

+
r1 −R
r1 +R

< 0. (4)

Здесь и далее Q— множество рациональных чисел.

Доказательство. Имеем

2(r1 − r)
r1 + r

+
r1 −R
r1 +R

=
2(r1 − r)(r1 +R) + (r1 + r)(r1 −R)

(r + r1)(r1 +R)
.

Учитывая, что (r + r1)(r1 +R) > 0, найдём r1, для которого выполняет-
ся (4):

2r21 − 2rr1 + 2r1R− 2rR+ r21 + rr1 − r1R− rR
= 3r21 − r1r + r1R− 3rR < 0.

Обозначим через r∗1,2 корни квадратного уравнения

3r21 − r1(r −R)− 3rR = 0,

r∗1,2 =
r −R±

√
r2 − 2rR+R2 + 36rR

6
,
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т. е.

r1 ∈
Å
r −R−

√
r2 +R2 + 34rR

6
,
r −R+

√
r2 +R2 + 34rR

6

ã
.

Покажем, что для любого R > r выполняется

r −R+
√
r2 +R2 + 34rR

6
> r :

√
r2 +R2 + 34rR > 5r +R,

r2 +R2 + 34rR > 25r2 + 10rR+R2,

что справедливо для R > r.
Нетрудно показать, что для любого R > r также выполняется

r −R+
√
r2 +R2 + 34rR

6
< R.

Таким образом, с учётом (3) получим множество значений r1:

r1 ∈
Å
r,
r −R+

√
r2 +R2 + 34rR

6

ã
. (5)

Показано, что для любых r ∈ Q и R ∈ Q таких, что 0 < r < R,
существует r1, определяемое (5), удовлетворяющее требуемым условиям.
Утверждение 1 доказано.

Теорема 1. Задача поиска наименьшего вершинного покрытия про-

извольного графа G = (V,E) сводится к задаче выбора из некоторой

искусственной выборки XG множества объектов S∗
A
, на котором дости-

гается максимум функционала H.
При этом выборка XG строится по G за полиномиальное время и име-

ет полиномиальное количество объектов относительно |V |+ |E|.
Доказательство. По заданному графу G = (V,E) построим мно-

жество объектов, задающих образ A: каждой вершине A графа поста-
вим в соответствие объект A, каждому ребру (A,B) поставим в соот-
ветствие объект AB. Добавим в выборку XG объект O виртуального
образа-конкурента, т. е. XG = A ∪ {O}.

Зададим матрицу попарных расстояний между объектами выборки
следующим образом: положим расстояние равным r как между объекта-
ми, соответствующими смежным вершинам графа, так и между объек-
том, соответствующим ребру графа, и объектом, соответствующим вер-
шине графа, являющейся одним из концов данного ребра; положим рав-
ными r1 расстояния от всех объектов образа A до объекта O. Все неого-
воренные выше расстояния положим равными R.
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На r, r1, R наложим условие 0 < r < r1 < R < 2r, при этом r1 задаёт-
ся (5). Данная цепочка неравенств обеспечивает выполнение неравенства
треугольника. Введённая таким образом матрица попарных расстояний
удовлетворяет всем аксиомам расстояния.

Итак, выборка XG построена (рис. 1).

Рис. 1. Пример графа G, состоящего из четырёх вершин,
и построение искусственной выборки XG

Ставится задача: найти множество S∗
A
, на котором достигается мак-

симум функционала H, заданного (2). Далее входящий в S∗
A

объект бу-
дем называть прототипом. Заметим, что значение функционала зависит
как от размерности множества A \ S∗

A
, так и от вклада каждого объекта

из данного множества.
Рассмотрим произвольную группу объектов AB, A и B, соответству-

ющих ребру (A,B) и его вершинам A и B, и проанализируем вклад каж-
дого из этих объектов в H.

Пусть ни один из этих объектов не является прототипом, т. е. не вхо-
дит в S∗

A
. Вклад AB в данном случае всегда равен r1−R

r1+R
. Вклад объек-

та A (B) равен r1−r
r1+r

или r1−R
r1+R

. Тогда вклад данных объектов в H будет

не больше 2(r1−r)
r1+r

+ r1−R
r1+R

. Равенство достигается, если для каждого объ-
екта, соответствующего вершине, в S∗

A
входит объект, соответствующий

смежной вершине, и/или объект, соответствующий ребру, инцидентному
вершине. Согласно утверждению 1 при заданных условиях на r, r1, R
эта величина отрицательная.

Заметим, что достаточно наличия в S∗
A

хотя бы одного объекта из рас-
сматриваемой группы объектов, чтобы вклад оставшихся объектов был
положительным. Независимо от того, какой объект из рассматриваемой
группы входит в S∗

A
, вклад оставшихся двух объектов равен 2(r1−r)

r1+r
> 0.

Однако при вхождении в S∗
A

объекта, соответствующего вершине, он
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обеспечивает положительный вклад в H также объектам, соответству-
ющим смежным вершинам, и объектам, соответствующим рёбрам, ин-
цидентным данной вершине. Поэтому без потери качества функционала
объекты, входящие в S∗

A
, являются объектами типа A, каждому из ко-

торых соответствует вершина графа G.
Поскольку входящие в S∗

A
объекты дают нулевой вклад в H, сокра-

щение числа объектов типа A, входящих в S∗
A
, увеличит соответственно

значение функционала H:

H(A,S∗
A) =

|V | − |V ′|+ |E|
|V |+ |E| · r1 − r

r1 + r
.

Таким образом, максимальное значение функционала H достигается,
когда в S∗

A
входит минимальное число |V ′| 6 |V | таких объектов, где

V ′ ⊆ V.
Далее покажем, что вершины, соответствующие объектам типа A,

входящим в множество S∗
A
, на котором достигается максимальное зна-

чение функционала H, образуют минимальное вершинное покрытие гра-
фа G.

Пусть данные вершины не образуют вершинного покрытия, т. е. суще-
ствует объект AB, соответствующий ребру (A,B), такой, что в S∗

A
не вхо-

дят объекты A и B. Тогда вклад AB в H(A,S∗
A
), равный F (AB,A∗) =

r1−R
r1+R

< 0, уменьшает значение функционала H, что противоречит опти-
мальности H(A,S∗

A
).

Пусть образованное множеством вершин V ′ покрытие не является ми-
нимальным, т. е. существует множество S∗∗

A
⊂A, содержащее |V ′

1 | объек-
тов типа A, и |V ′

1 | < |V ′|. С учётом того, что вклад в H объектов типа A,
входящих в S∗

A
, нулевой, получим H(A,S∗∗

A
) > H(A,S∗

A
), что противо-

речит предположению об оптимальности H(A,S∗
A
).

Таким образом доказано, что для достижения максимального значе-
ние H необходимо и достаточно вхождения в S∗

A
объектов типа A, соот-

ветствующих минимальному вершинному покрытию V ′ ⊆ V графа G.
Показан способ построения минимального вершинного покрытия

по известному множеству S∗
A
, т. е. задача поиска минимального вер-

шинного покрытия произвольного графа G сведена к задаче выбора
из некоторой искусственной выборки XG множества S∗

A
, |S∗

A
| = |V ′| = p,

прототипов выборки A, на котором достигается максимум критерия H.
При этом время построения выборки XG и время преобразования мно-
жества S∗

A
в вершинное покрытие имеют порядок O(|V |+ |E|). Теорема 1

доказана.

Замечание 1. Из доказательства теоремы 1 следует, что задача так-
сономии NP-трудна в сильном смысле.
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3. Задача выбора прототипов выборки, представленной
объектами двух классов

3.1. Критерий качества системы прототипов. В качестве прото-
типов классифицированной выборки, состоящей из M = |A ∪B| объек-
тов двух образов, выбираются объекты, на которые максимально похожи
объекты из того же класса и не похожи объекты другого класса. Задана
матрица попарных расстояний между всеми объектами множества. В ка-
честве расстояния от объекта до образа используется расстояние до бли-
жайшего объекта образа. В качестве меры сходства объектов в некото-
ром фиксированном признаковом пространстве используется функция
конкурентного сходства.

Обозначим через SA и SB множества прототипов образа A и образа B

соответственно. Для оценки качества выбранных прототипов использу-
ется усреднённая величина

H(A,SA,B,SB) =
1

|A ∪B|

Å ∑

x∈A\SA

τ(x,SB)− τ(x,SA)

τ(x,SB) + τ(x,SA)

+
∑

x∈B\SB

τ(x,SA)− τ(x,SB)

τ(x,SA) + τ(x,SB)

ã
. (6)

Для решения рассматриваемой задачи требуется найти множества SA

и SB прототипов выборки, на которых достигается максимум функцио-
нала H.

3.2. Постановка задачи. Дана выборка, состоящая из объектов
двух образов A и B, A ∩B = ∅, |A ∪B| =M, и задана матрица попар-
ных расстояний между всеми объектами множества. Требуется выбрать
2 6 p 6 M типичных объектов выборки таким образом, чтобы сходство
всех оставшихся объектов множества с прототипом своего класса было
максимально, а с прототипами других классов минимально:

H(A,SA,B,SB)→ max
SA⊆A,SA 6=∅,
SB⊆B,SB 6=∅,
|SA|+|SB|=p

.

Перепишем (6) в следующем виде:

H(A,SA,B,SB) =
1

|A ∪B|

×
Å ∑

ai∈A\SA

min
bj∈SB

τ(ai, bj)− min
ak∈SA

τ(ai, ak)

min
bj∈SB

τ(ai, bj) + min
ak∈SA

τ(ai, ak)
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+
∑

bi∈B\SB

min
aj∈SA

τ(bi, aj)− min
bk∈SB

τ(bi, bk)

min
aj∈SA

τ(bi, aj) + min
bk∈SB

τ(bi, bk)

ã
.

Множество A ∪B представим как выборку {(xi, yi)}i=1,M , в которой

yi ∈ {−2, 2}, i = 1,M,— номинальный целевой признак. Тогда образ A

можно записать как множество объектов {xi | yi = −2, i = 1,M}, B—
как {xi | yi = 2, i = 1,M}.

Для заданного вектора y определим множество

T = {t = {ti}i=1,M | ti ∈ {−2,−1, 1, 2};
ti ∈ {−1,−2}, если yi = −2; ti ∈ {1, 2}, если yi = 2},

где ti = −1 означает, что i-й объект выборки принадлежит множеству
прототипов образа A: SA = {xi | ti = −1, i = 1,M}, соответственно
SB = {xi | ti = 1, i = 1,M}.

Обозначим через τij расстояние между i-м и j-м объектами множе-
ства A ∪ B. Таким образом, для решения рассматриваемой смысловой
задачи требуется решить экстремальную задачу — найти вектор t∗, опре-
деляющий множества S∗

A
и S∗

B
, на которых достигается максимум функ-

ционала H(A,SA,B,SB):

t∗ = argmax
t∈T

Å ∑

i : ti=−2

min
j : tj=1

τij − min
k : tk=−1

τik

min
j : tj=1

τij + min
k : tk=−1

τik

+
∑

i : ti=2

min
j : tj=−1

τij − min
k : tk=1

τik

min
j : tj=−1

τij + min
k : tk=1

τik

ã
,

p = |S∗
A|+ |S∗

B| =
∑

i : |ti|=1

|ti|.

4. Вычислительная сложность задачи выбора прототипов
выборки, представленной объектами двух классов

NP-трудность данной задачи следует из теоремы 1.

Следствие 1. Задача поиска множества прототипов выборки, пред-

ставленной объектами двух классов, NP-трудна.

Доказательство. По данным графам G1 = (V1, E1) и G2 = (V2, E2)
построим выборку XG1G2

.
Каждой вершине A1 графа G1 поставим в соответствие объект A1,

каждому ребру (A1, B1)— объект A1B1. Построенные объекты задают
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множество A. Аналогично каждой вершине A2 графа G2 поставим в со-
ответствие объект A2, каждому ребру (A2, B2)— объект A2B2. Данные
объекты задают множество B, т. е. XG1G2

= A ∪B.
Зададим матрицу попарных расстояний между объектами выборки

следующим образом. Для объектов множества A, соответствующих гра-
фу G1 = (V1, E1), положим расстояние равным r как между объекта-
ми, соответствующими смежным вершинам данного графа, так и меж-
ду объектом, соответствующим ребру этого графа, и объектом, соответ-
ствующим вершине графа, являющейся одним из концов данного ребра.
Аналогично зададим расстояния между объектами множества B, соот-
ветствующими графу G2 = (V2, E2). Положим равными r1 расстояния
от всех объектов множества A до всех объектов множества B. Все неого-
воренные выше расстояния положим равными R.

На r, r1, R наложим условие 0 < r < r1 < R < 2r, при этом r1 задаёт-
ся (5). Данная цепочка неравенств обеспечивает выполнение неравенства
треугольника. Заданная таким образом матрица попарных расстояний
удовлетворяет всем аксиомам расстояния. Итак, выборка XG1G2

постро-
ена.

Ставится задача: найти множества S∗
A

и S∗
B
, на которых достигается

максимум функционала H, заданного (6). Из теоремы 1 и (2) следует, что
максимум данного функционала достигается при S∗

A
и S∗

B
, состоящих

из объектов, соответствующих минимальным вершинным покрытиям V ′
1

и V ′
2 графов G1 и G2:

H(A,S∗
A,B,S

∗
B) =

|V1| − |V ′
1 |+ |E1|+ |V2| − |V ′

2 |+ |E2|
|V1|+ |E1|+ |V2|+ |E2|

· r1 − r
r1 + r

,

где |V ′
1 | = |S∗

A
|, |V ′

2 | = |S∗
B
|— мощности минимальных вершинных по-

крытий графов G1 и G2 соответственно.
При этом время построения выборки XG1G2

и время преобразования
множеств S∗

A
и S∗

B
в вершинные покрытия соответствующих графов име-

ют порядок O(|V1|+ |E1|+ |V2|+ |E2|). Следствие 1 доказано.

Замечание 2. Из доказательства следствия 1 следует, что задача
выбора прототипов выборки, представленной объектами двух классов,
NP-трудна в сильном смысле.

NP-трудность рассмотренных задач когнитивного анализа данных об-
основывает применение различных эвристических алгоритмов для ре-
шения задач выбора прототипов классифицированных, неклассифици-
рованных и смешанных выборок, в которых для количественной оценки
качества выбранных типичных объектов образов используется функция
конкурентного сходства [2, 10–12].
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Заключение

Показана NP-трудность в сильном смысле экстремальных задач по-
иска множества типичных объектов анализируемых данных, на котором
достигается согласно заданным критериям максимум оценки качества
выбранных прототипов. Таким образом, показана труднорешаемость со-
ответствующих проблем анализа данных. Отметим, что алгоритмов по-
иска типичных объектов данных с гарантированными оценками точно-
сти для решения рассмотренных задач в настоящее время неизвестно.
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Abstract. The NP-hardness in the strong sense is proved for two prob-
lems of cognitive data analysis. One of them is the problem of taxonomy
(clustering), i. e. splitting an unclassified sample of objects into dis-
joint subsets. The other is the problem of sampling a subset of typical
representatives of a classified sample which consists of objects of two
images. The first problem can be considered as a special case of the
second problem, provided that one of the images consists of one object.
To obtain a quantitative quality estimate for the set of selected typi-
cal representatives of the sample, the function of rival similarity (FRiS
function) is used, which assesses the similarity of an object with the
closest typical object. Illustr. 1, bibliogr. 18.

Keywords: NP-hardness, taxonomy (clustering), typical object (pro-
totypes) selection, function of rival similarity.
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