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Аннотация. Открытым треугольником (ОТ) называется трёхвер-
шинный подграф с двумя рёбрами, т. е. индуцированный путь дли-
ны 2. В работе получена формула для максимально возможного
числа ОТ в n-вершинных графах c n рёбрами и дана полная харак-
теризация графов, на которых достигается этот максимум. Ил. 2,
библиогр. 10.
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Введение

Большую роль при анализе социальных сетей играет подсчёт числа
различных порождённых подграфов заданной структуры [1–3]. Особен-
но важен при этом так называемый триадный перечень, т. е. число все-
возможных трёхвершинных подграфов, встречающихся в сети [4–7]. Это
связано с тем, что триада (три актора и существующие между ними
связи) в социологии считается минимальной социальной группой. С по-
мощью триадного перечня можно анализировать структурную сбалан-
сированность социальной сети, а также определять такие её параметры,
как однородность, транзитивность, сплочённость и склонность к класте-
ризации.

Естественным образом возникает вопрос описания графов с наиболь-
шим числом тех или иных видов трёхвершинных подграфов, а также
определения этого числа. Один из первых результатов на эту тему был
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получен в работах [8, 9], где была установлена точная формула макси-
мального суммарного числа трёхвершинных подграфов с одним или дву-
мя рёбрами в неориентированном n-вершинном графе. Если обозначить
через ∆i(G) число трёхвершинных подграфов с i рёбрами в неориенти-
рованном графе G, то в [8, 9] доказано, что

max
G
{∆1(G) + ∆2(G)} =





t3 − t2 при n = 2t,

8t3 + 2t2 при n = 4t+ 1,

8t3 + 14t2 + 8t+ 1 при n = 4t+ 3.

(1)

В статье [10] дана характеризация графов с максимальным ∆2(G)
и доказано, что максимум достигается на полных двудольных графах
с примерно равными долями G = K⌊n

2
⌋,⌈n

2
⌉ и имеет место формула

max
G
{∆2(G)} =

®
t3 − t2 при n = 2t,

t3 + t(t− 1)/2 при n = 2t+ 1.
(2)

Отметим, что при чётных n значения в (1) и (2) совпадают. Также в [10]
была поставлена задача максимизации ∆2(G) в графах с фиксированным
числом вершин n и рёбер m. Ясно, что при m < n максимум ∆2(G)
равен (m2 − m)/2 и достигается на графе G = K1,m ∪ (n − m − 1)K1.
Однако при m > n вопрос оставался открытым. В настоящей статье
делается первый шаг к решению этой проблемы, а именно, получена
полная характеризация графов с максимальным ∆2(G) при n = m.

Статья имеет следующую структуру. В разд. 1 выводится ряд общих
свойств графов с максимальным ∆2(G), содержащих n вершин и m рё-
бер. В разд. 2 доказывается основной результат работы — теорема 1.
В заключении приводятся некоторые комментарии к работе.

1. Предварительные результаты

Следуя [10], будем называть открытым треугольником (ОТ) про-
стой неориентированный граф, состоящий из трёх вершин и двух рёбер.
Другими словами, ОТ — это индуцированный путь длины 2. Тогда ∆2(G)
— это в точности число ОТ в графе G.

Пусть G — граф с максимальным числом открытых треугольников,
имеющий n вершин и m рёбер. Выведем ряд общих свойств графа G,
которые пригодятся при доказательстве основного результата.

Утверждение 1. Если G не связный, то только одна компонента

нетривиальна (т. е. имеет рёбра).

Доказательство. Пусть в графе G имеются хотя бы две компонен-
ты C1 и C2, содержащие рёбра. Пусть x — вершина максимальной сте-
пени ∆ в графе G. Можно считать, что x ∈ C1. Выберем произвольную
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вершину y ∈ C2 степени d > 1 в C2. Тогда y смежна с какой-то вершиной
z ∈ C2. Если мы удалим ребро yz и добавим ребро xz, то получим новый
граф G′. Оценим ∆2(G

′)−∆2(G). Новое ребро xz образует ОТ с каждым
ребром, инцидентным x; следовательно, в графе G′ появятся ∆ новых
открытых треугольников. При этом если в C2 были ОТ с центром в z,
содержащие ребро yz, то им соответствуют новые ОТ в G′, получающи-
еся при замене этого ребра на xz. Мы теряем только ОТ с центром в y,
содержащие ребро yz, но их не больше чем d− 1. Таким образом,

∆2(G
′)−∆2(G) > ∆− (d− 1) = (∆− d) + 1 > 0,

т. е. в G′ больше открытых треугольников, чем в G; противоречие. Сле-
довательно, компонента C2 не имеет рёбер. Утверждение 1 доказано.

Таким образом, граф с максимальным числом открытых треуголь-
ников либо связный, либо имеет только одну компоненту с рёбрами,
а остальные компоненты являются изолированными вершинами. Обо-
значим через N(x) множество соседей вершины x.

Утверждение 2. Если G содержит k изолированных вершин и x —

вершина степени d ∈ {1, . . . , k+1}, то либо G = kK1∪Kd,1, либо x смежна

с d вершинами максимальной степени ∆ в G, граф G не содержит других

вершин степени ∆ и множество N(x) независимо.

Доказательство. Обозначим изолированные вершины графа G че-
рез z1, . . . , zk.

Пусть вершина x соединена с вершинами x1, . . . , xd с помощью рёбер
e1, . . . , ed. Обозначим степени вершин x1, . . . , xd через d1, . . . , dd соответ-
ственно. Сначала рассмотрим граф G′ = G \ {e1, . . . , ed}, полученный
удалением этих рёбер. В G могло быть не более

(d
2

)
ОТ с центром в вер-

шине x и не более di−1 ОТ с центром в вершине xi, содержащих ребро ei.
Значит,

∆2(G
′) > ∆2(G)−

Ç
d

2

å
−

d∑

i=1

(di − 1), (3)

причём равенство достигается тогда и только тогда, когда множество
N(x) независимо.

Пусть y — вершина максимальной степени ∆′ в графе G′. Очевид-
но, что ∆′ > di − 1 для всех i = 1, . . . , d. Рассмотрим граф G′′ = G′ ∪
{yx, yz1, . . . , yzd−1}, полученный добавлением d рёбер, соединяющих y
с изолированными вершинами в графе G′ (это возможно, поскольку k >
d − 1, а вершина x изолирована в G′). Оценим ∆2(G

′′). Очевидно, лю-
бая пара из добавленных рёбер образует ОТ (всего таких треугольников
будет

(d
2

)
); кроме того, каждое новое ребро образует ОТ с каждым из рё-

бер, инцидентных вершине y в графе G′ (всего имеется d∆′ ОТ такого
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типа). Используя (3), получим

∆2(G
′′) = ∆2(G

′) +

Ç
d

2

å
+ d∆′ > ∆2(G) +

d∑

i=1

(∆′ − di + 1) > ∆2(G). (4)

Поскольку по выбору G имеет место неравенство ∆2(G) > ∆2(G
′′), оба

неравенства в (4) должны быть равенствами. Это означает, что N(x)
независимо и di = ∆′+1 для всех i = 1, . . . , d. В частности, все вершины
не из X = {x, x1, . . . , xd} имеют степень меньше чем di.

Сначала предположим, что d < ∆. Тогда, очевидно, ∆′ > ∆ − 1,
а значит, di = ∆′ + 1 = ∆, что и требовалось доказать.

Пусть теперь d = ∆. В этом случае неравенство ∆′ > ∆ − 1 может
не выполняться. С другой стороны, все вершины графа G имеют степень
не больше d, а значит, могут быть рассмотрены в качестве x из условия
утверждения. По доказанному N(x) независимо и для всех i = 1, . . . , d
имеет место равенство di = ∆′ + 1 (в частности, все вершины, не входя-
щие в X, имеют степень меньше ∆). Для любого i = 1, . . . , d рассмот-
рим в качестве x вершину xi и проведём те же самые рассуждения для
неё. Получим, что N(xi) независимо и все соседи xi имеют одинаковую
степень. Поскольку вершина x имеет степень d = ∆, а степени вершин
не из X меньше ∆, x является единственным соседом вершины xi. То-
гда из утверждения 1 вытекает, что G = kK1 ∪ Kd,1. Утверждение 2
доказано.

Заметим, что граф вида G = kK1 ∪Kd,1 является единственным при-
мером графа с максимальным числом ОТ при m < n.

Утверждения 1 и 2 позволяют сформулировать следующее структур-
ное свойство графа с максимальным числом ОТ.

Следствие 1. Пусть m > n. Если граф G имеет k изолированных

вершин и одну связную компоненту C, то либо степень всех вершин в C
не меньше k+2, либо для некоторого единственного d 6 k+1 компонента

C содержит одну или несколько вершин степени d, смежных с d попар-

но не смежными вершинами максимальной степени ∆, а степени всех

остальных вершин в C (если они есть) лежат в интервале [k + 2,∆ − 1].
В частности, если G связен (k = 0), то либо его минимальная степень

не меньше 2, либо все висячие вершины примыкают к единственной вер-

шине степени ∆.

Утверждение 3. Если G связен, а x — вершина максимальной сте-

пени ∆, то расстояние от x до любой вершины y не превосходит 2.

Доказательство. Предположим, что расстояние между x и y боль-
ше 2. Тогда x и y не имеют общих соседей, а значит, не входят одновре-
менно ни в один ОТ. Рассмотрим произвольное ребро yz, инцидентное y.
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Рис. 1. Варианты графа G в связном случае

Обозначим через dy и dz степени вершин y и z соответственно. Пусть
G1 = G \ {yz} и G2 = G1 ∪ {xy}. Очевидно, что

∆2(G1) > ∆2(G)− (dy − 1)− (dz − 1).

Поскольку x не смежна с соседями y, а y не смежна с соседями x, имеем

∆2(G2) = ∆2(G1) + ∆ + dy − 1 > ∆2(G) + ∆− dz + 1 > ∆2(G),

так как dz 6 ∆; противоречие. Утверждение 3 доказано.

2. Основной результат

Обозначим через Ti и Si графы, полученные добавлением i висячих
рёбер, инцидентных произвольной вершине графов K3 и C4 соответ-
ственно (рис. 1а и 1б). Отметим, что эти графы содержат i + 3 и i + 4
вершин соответственно. Обозначим через f(m,n) максимальное число
ОТ в графе с n вершинами и m рёбрами.

Основным результатом работы является

Теорема 1. Пусть n = m. Тогда f(3, 3) = 0, f(4, 4) = 4, f(5, 5) = 6
и f(n, n) = (n2− 3n)/2 при n > 6. При этом в случае n 6= 6 оптимальные

графы единственны и равны K3, C4, S1 и Ti при i > 4. Для n = 6 оценка

f(6, 6) = 9 достигается на трёх графах: T3, S2 и K2,3 ∪K1.

Доказательство. Пусть G— граф с максимальным числом ОТ сре-
ди всех графов на n вершинах с m = n рёбрами. При n = 3 имеем един-
ственный граф K3, не содержащий ОТ. При n = 4 таких графов два:
S0 = C4 и T1, но первый из них содержит 4 ОТ, а второй — 2 ОТ. Пусть
теперь n > 5.

Сначала предположим, что G связен. Тогда он является уницикли-
ческим, т. е. содержит ровно один цикл, при удалении рёбер которого
получается лес. Согласно следствию 1 все висячие вершины (если они
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Рис. 2. Структура графа G в несвязном случае

есть) должны примыкать к единственной вершине x максимальной сте-
пени. Используя утверждение 3, получим четыре возможных варианта
графа G (см. рис. 1).

а) G = Tn−3. Тогда ∆2(G) = (n− 1)(n − 2)/2 − 1 = (n2 − 3n)/2.
б) G = Sn−4. Тогда ∆2(G) = (n− 2)(n − 3)/2 + 3 = (n2 − 5n+ 12)/2.
в) G получен добавлением n − 5 висячих вершин, инцидентных про-

извольной вершине цикла C5. Имеем ∆2(G) = (n − 3)(n − 4)/2 + 4 =
(n2 − 7n + 20)/2 6 ∆2(Tn−3) при n > 5, причём при n > 5 неравенство
строгое.

г) G получен отождествлением висячей вершины звезды K1,n−3 и про-
извольной вершины треугольника K3. Получим

∆2(G) = (n − 3)(n − 4)/2 + 2,

что меньше, чем в предыдущем случае.
Заметим, что ∆2(Tn−3)−∆2(Sn−4) = n−6. Следовательно, для связно-

го графа G при n = 5 максимальное число ОТ, равное 6, достигается для
G = S1; при n > 6 оно достигается для графа Tn−3 и равно (n2 − 3n)/2;
а при n = 6 имеем ∆2(T3) = ∆2(S2) = 9.

Пусть теперь граф G несвязен. По утверждению 1 G содержит k > 1
изолированных вершин и одну нетривиальную компоненту. По следст-
вию 1 эта компонента либо имеет минимальную степень не менее k + 2,
либо содержит l вершин степени d ∈ {1, . . . , k + 1}, смежных с d верши-
нами степени ∆, а оставшееся множество V ′ состоит из a = n− k− l− d
вершин, степени которых лежат в интервале [k + 2,∆ − 1] (в частно-
сти, ∆ > k + 3, если V ′ 6= ∅). Схематически такой граф G представлен
на рис. 2. Рассмотрим три случая.

1) Предположим, что минимальная степень нетривиальной компо-
ненты графа G не меньше k + 2. Тогда n = m > (n − k)(k + 2)/2 =
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n − k + (n − k)k/2, откуда n− k 6 2, что невозможно, так как нетриви-
альная компонента должна содержать не менее чем k + 3 вершин.

2) Допустим, что l > 0, но V ′ = ∅, т. е. a = 0. Тогда n = k + l + d
и m = ld. Значит, k + l+ d = ld = n, откуда следует, что d > 1, при этом

∆2(G) = l

Ç
d

2

å
+ d

Ç
l

2

å
= dl(d+ l − 2)/2

= n(n− k − 2)/2 < (n2 − 3n)/2 = ∆2(Tn−3)

при k > 1. Если k = 1, то из неравенств 1 < d 6 k + 1 = 2 следует,
что d = 2. Тогда, очевидно, l = 3 и получим граф G = K2,3 ∪ K1, для
которого имеет место равенство ∆2(G) = 9.

3) Пусть a > 1. Оценим число рёбер в G как полусумму степеней
вершин: m > (ld + d∆ + a(k + 2))/2 = n − k − l − d + (ld + d∆ + ak)/2.
Так как n = m и ∆ > k + 3, имеем

2k + 2l + 2d > dl + d∆+ ak > dl + dk + 3d+ ak. (5)

Очевидно, что dl + dk + 3d + ak > 2k + 2l + 2d при d > 2. Таким
образом, d = 1 и (5) принимает вид ∆+ l + ak 6 2k + 2l + 2. Поскольку
a > k + 3− d = k + 2 и ∆ > l+ 1, получим 2l + 1 + k2 + 2k 6 2k + 2l + 2,
т. е. k = 1 и a > 3. Отсюда ∆+ l+ 3 6 2l+ 4 и, следовательно, ∆ = l+ 1
и a = 3. Тогда хотя бы две из трёх вершин в V ′ имеют степень не больше
чем 2, что противоречит условию, что их степень не меньше k + 2 = 3.
Таким образом, этот случай невозможен. Теорема 1 доказана.

Заключение

В работе исследована проблема определения максимального числа
ОТ в графах с n вершинами и m рёбрами, а также характеризации гра-
фов, на которых достигается этот максимум. Получено решение данной
задачи при m = n. В качестве ближайшей перспективы можно попы-
таться обобщить полученные результаты на случай m = n+ const.
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Abstract. An open triangle (OT) is a 3-vertex subgraph with two
edges, i. e. an induced path of length 2. A formula for the maximum
number of OT in n-vertex graphs with n edges is proved in the paper.
We also present a full characterization of graphs for which the maximum
is attained. Illustr. 2, bibliogr. 10.
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