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Аннотация. Предлагается релаксационный субградиентный ме-
тод, включающий оптимизацию параметров с использованием кор-
рекции матриц метрики второго ранга, со структурой, аналогич-
ной квазиньютоновским методам. Преобразование матрицы метри-
ки заключается в подавлении ортогональных и усилении коллине-
арных компонентов вектора субградиента минимальной длины. За-
дача построения матрицы метрики формулируется как задача ре-
шения системы неравенств. Решение такой системы основано на но-
вом алгоритме обучения. Получена оценка скорости его сходимости
в зависимости от параметров множества субградиентов. На этой ос-
нове разработан и исследован новый релаксационный субградиент-
ный метод. Вычислительные эксперименты над сложными функ-
циями большой размерности подтверждают эффективность пред-
ложенного алгоритма. Табл. 4, библиогр. 32.
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Введение

Предметом нашего исследования является минимизация выпуклой,
но не обязательно дифференцируемой функции f(x), x ∈ R

n, в конеч-
номерном евклидовом пространстве R

n. Начало исследований в области
субградиентных методов положено в работах Н. З. Шора, Б. Т. Поляка
и др. [1–4]. Существует ряд направлений построения методов неглад-
кой оптимизации. Одно из них основано на построении и использовании
приближений функции [5–12]. На базе этого удалось получить и тео-
ретически обосновать широкий спектр методов [5–7], предназначенных
для решения выпуклых задач оптимизации, задач композитной и стоха-
стической композитной оптимизации. Методы этого класса применимы
для широкого круга (по величине размерности и условиям гладкости)
задач. Ряд эффективных подходов в области негладкой оптимизации
возник в результате создания первых субградиентных методов с растя-
жением пространства [13–15], к числу которых относится и субградиент-
ный метод с растяжением пространства в направлении субградиента [14]
на классе релаксационных по расстоянию до экстремума методов мини-
мизации [3, 16, 17].

Первые релаксационные субградиентные методы (РСМ) предложены
в [4, 18, 19]. В [14] авторами разработан эффективный РСМ с растяже-
нием пространства в направлении разности субградиентов (r-алгоритм).
Последующие работы по разработке эффективного РСМ с растяжением
пространства связаны с выявлением происхождения r-алгоритма и его
теоретическим обоснованием [20–22]. Формализация модели субгради-
ентных множеств и использование идей и алгоритмов машинного обу-
чения [20] позволили выявить принципы РСМ с растяжением простран-
ства [21, 23] и получить теоретическую основу для их развития. Ока-
залось, что задачу нахождения направления спуска в РСМ можно све-
сти к задаче решения системы неравенств на субградиентных множе-
ствах и математически сформулировать как решение задачи миними-
зации некоторого функционала качества. В этом случае свойства алго-
ритма обучения определяют скорость сходимости метода минимизации.
Учитывая высокую скорость сходимости РСМ с растяжением простран-
ства и их возможности для решения негладких невыпуклых задач мини-
мизации, представляется актуальным развитие теории и практики этих
негладких методов оптимизации.

Авторами в [21] было предложено семейство методов решения нера-
венств с двухранговой коррекцией матриц метрики. Наша цель — выде-
лить из этого семейства алгоритм обучения, который использует самую
свежую информацию о субградиентах текущего приближения минимума
и оптимизирует свои параметры для построения на этой основе эффек-
тивного РСМ, аналогичного квазиньютоновским методам [24, 25].
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Обозначим множество допустимых направлений через S(G) = {s ∈
R
n | min

g∈G
(s, g) > 0}, G ⊂ R

n. Пусть ∂εf(xk)— это ε-субградиентное мно-

жество в точке xk и ∂f(xk) ≡ ∂fε=0(xk)— субградиентное множество
(субдифференциал) в xk.

Последовательные приближения в РСМ ε-субградиентного типа стро-
ятся с помощью итераций [4, 18–21,26]

xk+1 = xk − γksk+1 (1)

с начальной аппроксимации x0. Параметр γk > 0— это размер шага,
определяемый одномерным линейным поиском из [20], в то время как
направление спуска sk+1 выбирается из множества S(∂εf(xk)) [18]. Ес-
ли S(G) 6= ∅, то любой вектор s ∈ S(G) является решением системы
неравенств

(s, g) > 0, g ∈ G, (2)

т. е. определяет нормаль плоскости, разделяющей начало координат
и множество G. Одним из решений (2) является η(G), обозначающий век-
тор минимальной длины из G. В методе ε-наискорейшего спуска sk+1 =
η(∂εf(xk)) [18]. Из-за отсутствия явного описания множества ε-субгради-
ентов в (1) вектор η(G) оболочки субградиентов G, полученный на тра-
ектории спуска, используется как направление спуска [4,18,19]. Эффек-
тивные методы такого типа могут быть получены с использованием алго-
ритмов обучения [20,27] для оценки параметров разделяющей плоскости.

В данной работе мы предлагаем релаксационный субградиентный ме-
тод, в котором решается система неравенств (2) на основе коррекции мат-
риц метрики второго ранга, аналогичных используемым в квазиньюто-
новских методах оптимизации. Цель преобразования матриц метрики со-
стоит в том, чтобы отобразить широкий пучок субградиентов в текущей
окрестности минимума в узкий пучок направлений, образующих острые
углы со всеми субградиентами вблизи текущего решения. Использова-
ние таких направлений позволяет выйти за пределы этой окрестности.
Для решения неравенств (2) используем формализованную модель суб-
градиентных множеств и задействуем концепции и алгоритмы машинно-
го обучения, в частности, итерационный метод наименьших квадратов.
Для демонстрации эффективности предложенных алгоритмов проводят-
ся вычислительные эксперименты на сложных большеразмерных тесто-
вых функциях.

В разд. 1 представлен обзор основных предварительных результатов.
Разд. 2 содержит описание алгоритма для решения (2). В разд. 3 пред-
ставлен предлагаемый субградиентный метод минимизации, а иллюстра-
тивные численные примеры включены в разд. 4. Некоторые заключи-
тельные замечания изложены в последнем разделе.
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1. Обзор предварительных результатов

Пусть множество G ⊂ R
n принадлежит некоторой гиперплоскости

и η(G)— его минимальный по длине вектор. Существует решение систе-
мы уравнений (s, g) = 1, g ∈ G, которое одновременно удовлетворяет (2).
Следовательно, такое решение может быть использовано в качестве ре-
шения для (2). Одно из возможных решений этой системы имеет вид
sk+1 = argmin

s
Fk(s), где

Fk(s) =

k∑

i=0

wiQi(s) +
1

2

n∑

i=1

s2i , Qi(s) =
1

2
(qi − (s, gi))

2.

С учётом регуляризующей составляющей 1
2

n∑
i=1

s2i такое решение мо-

жет быть получено модифицированным итерационным методом наиме-
ньших квадратов (ИМНК) [28] со специальным масштабированием дан-
ных [20]

sk+1 = sk +
Hkgk(qk − (sk, gk))

(1 +A)(gkHkgk)
, s0 = 0, A > 0, (3)

Hk+1 = Hk −
Hkgkg

T
k H

T
k

(1 +A)(gk,Hkgk)
, H0 = I. (4)

В отличие от обычного ИМНК, модифицированный ИМНК (3), (4)
можно применять, начиная с первой итерации. Применяя (3), (4), полу-
чим уравнения r-алгоритма из [1] в форме из [22]. Обозначим разности
yk = gk− gk+1. Преобразуем данные (s, gi) = qi, i = 0, 1, . . . , k, для qi = 1
вычитанием соседних равенств. Получим (s, yi) = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1,
и (s, gk) = 1. Для части данных в i = 0, 1, . . . , k − 1 путём замены
1/(1 + A) =

(
1 − 1/α2

k

)
выполним преобразования (3), (4). В резуль-

тате (3) в силу s0 = 0 и qi = 0 получим si = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1.
Последовательно выполним преобразование (4):

Hi+1 = Hi −

Å
1−

1

α2

ã
Hiyiy

T
i H

T
i

(yi,Hiyi)
, H0 = I, i = 0, 1, . . . , k − 1. (5)

Обновление (4) дополнительных данных {gk, qk = 1} может быть опу-
щено, поскольку в результате (3) для этих данных будет получен вектор,
коллинеарный вектору Hkgk. Таким образом, используя (3), (4) для объ-
единённых данных, получили уравнения преобразования матриц метри-
ки r-алгоритма из [1] в виде (5), предложенном в [22].
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Алгоритмы решения системы неравенств с коррекцией матриц мет-
рики ранга 2 обладают лучшими характеристиками скорости сходимо-
сти [21]. В данной работе рассматривается частный случай этого семей-
ства алгоритмов, который, встраиваясь в релаксационный метод мини-
мизации, позволяет получить метод, близкий по структуре к квазинью-
тоновским методам. В этом методе целевая функция в (1) убывает на k-й
итерации вместе с sk+1 = Hkgk, gk ∈ ∂f(xk), после чего выполняется сле-
дующее преобразование двухранговой метрики:

Hk+1 = Hk −

Å
1−

1

α2
k

ã
Hkyky

T
k H

T
k

(yk,Hkyk)
−

Å
1−

1

β2
k

ã
Hkpkp

T
kH

T
k

(pk,Hkpk)
, (6)

yk = gk − gk+1, pk = gk+1 + tkyk, tk = −
(yk,Hkgk+1)

(yk,Hkyk)
,

αk > 1, 0 < βk 6 1, αkβk > 1. (7)

Здесь обновление (6) — это встроенный метод решения системы нера-
венств (2). Решение системы (2) на k-й итерации — это вектор Hk+1gk+1,
который используется как направление спуска. Для фиксированных па-
раметров αk = αconst, βk = βconst оценки, обеспечивающие сходимость,
были получены в [21]. Скорость сходимости метода решения (2) и осно-
ванного на нём РСМ можно значительно увеличить, если использовать
параметры αk, βk, которые настраиваются в зависимости от текущей си-
туации. В данной работе мы формулируем и теоретически обосновываем
алгоритм с оптимальным выбором параметров αk, βk.

Доказана сходимость предложенного алгоритма обучения за ограни-
ченное число итераций при решении задачи (2) на отделимых множе-
ствах. С помощью алгоритма обучения разработан метод минимизации
негладких функций. Обоснована его сходимость на строго выпуклых
функциях. Алгоритм реализован и исследован численно. Вычислитель-
ная стоимость алгоритма при расчёте значений функции и её градиен-
та снижена более чем вдвое по сравнению со стоимостью r-алгоритма.
Предлагаемый метод минимизации будет полезен при решении различ-
ных задач негладкой невыпуклой минимизации с высокой степенью вы-
рождения, возникающих, например, в ситуациях оценивания параметров
математических моделей в условиях негладкой регуляризации [29–32].

2. Алгоритм решения системы неравенств

Обозначим

ηG = min
g∈G
‖g‖, ρG = ‖ηG‖, µG =

ηG
‖ηG‖

, s∗ =
µG

ρG
,

RG = max
g∈G
‖g‖, RS = max

g∈G
(µG, g), rG =

ρG
RS

, VG =
ρG
RG

, MG =
RS

ρG
.
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Введём зависимость θ(M) = (M−1)2/(M+1)2 и обратную для неё функ-
цию m(θ) = (1+θ1/2)/(1−θ1/2), удовлетворяющую равенству m(θ(M)) =
M. Для некоторого θ < 1/2 определим зависимости a(θ) = 1/(2θ), b(θ) =
1/(2(1 − θ)). Будем использовать

Предположение 1. Множество G выпуклое, замкнутое, ограничен-

ное (RG <∞) и удовлетворяет условию отделимости, т. е. ρG > 0.

Векторы µG и s∗ являются решениями системы (2). Параметры ρG
и RS характеризуют толщину множества G в направлении µG, выража-
емую в виде двустороннего неравенства

ρG 6 (µG, g) 6 RS , g ∈ G. (8)

Из (8) с учётом определения вектора s∗ получим

1 6 (s∗, g) 6
RS

ρG
= MG, g ∈ G. (9)

Граница MG в (9) существенно влияет на скорость сходимости рас-
сматриваемых в работе методов решения неравенств. Величина Rs со-
гласно (8) удовлетворяет ограничениям

ρG 6 RS 6 ‖µG‖max
g∈G
‖g‖ 6 RG.

Для произвольной симметричной строго положительно определённой
матрицы H размера n× n будем использовать обозначение H > 0. Вме-
сто (6) для краткости будем обозначать Hk+1 = (Hk, αk, βk, yk, pk).

В предлагаемом алгоритме строятся последовательные приближения
решения системы (2) в виде sk = Hkgk, где gk — произвольный вектор
из G, а матрицы Hk > 0, k = 0, 1, . . . , корректируются так, что при опре-
делённых ограничениях на характеристики множества G через конечное
число итераций будет получено решение системы (2).

Вектор pk в (12) найден из условия ортогональности векторов vk =
Hkpk и yk, что подразумевает равенство

(yk,Hkpk) = (yk, vk) = 0. (14)

В силу выпуклости множества G справедливы свойства

pk = gk(1 + tk)− tkuk ∈ G, 0 > tk > −1, ‖pk‖ > ρG. (15)

Исследуем зависимости a(θ) и b(θ), которые используются в алгорит-
ме для вычисления величин параметров α2

k, β
2
k . Обозначим Q(θ, a, b) =

aθ + b(1− θ). Зависимости a(θ) и b(θ) являются решением задачи

max
a,b
{ab | Q(θ, a, b) 6 0, θ < 1/2, a > 1, b 6 1, ab > 1}, (16)

причём решение достигается на границе Q(θ, a(θ), b(θ)) = 0 [21]. Как
будет показано далее, приемлемые характеристики скорости сходимости
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Алгоритм 1. A(αk, βk)

Вход: k = 0, g0 ∈ G, начальная матрица H0 = I, q > 1.
1: Выбрать θA такое, что

θ(MG) 6 θA < 1/2. (10)

2: Найти вектор uk ∈ G такой, что

(Hkuk, gk) 6 0. (11)

3: Если uk ∈ G не существует, то Hkgk ∈ S(G)— решение. Закончить
алгоритм.

4: Вычислить

yk = gk − uk, tk = −
(yk,Hkgk)

(yk,Hkyk)
, pk = gk + tkyk. (12)

5: Вычислить Ck = min{|(yk,Hkgk)|, |(yk,Hkuk)|} и θgk(m(θA)), где

θgk(M) =

Å
1 +

(yk,Hkyk)

(M − 1)2(pk,Hkpk)

Å
1 +

Cr

(yk,Hkyk)
(M − 1)

ã2ã−1

, (13)

и параметр θk = max{θA/q
2, min{θgk(m(θA)), θA}} как проекцию

θgk(m(θA)) на отрезок [θA/q
2, θA].

6: Найти параметры α2
k = a(θk), β2

k = b(θk) и рассчитать Hk+1 =
(Hk, αk, βk, yk, pk) из (6).

7: Выбрать произвольный вектор gk+1 ∈ G.
8: Положить k := k + 1 и перейти на шаг 2.

алгоритма A(αk, βk) обеспечиваются при Q(θ, a, b) 6 0 и максимально
возможном произведении ab > 1.

В следующей лемме приведены соотношения для характеристик па-
раметров α2

k, β
2
k при условии (10). Здесь и далее будем обозначать α2 =

a(θA), β
2 = b(θA).

Лемма 1. При условии (10) для характеристик алгоритма A(αk, βk)
справедливы соотношения

q2α2
> α2

k > α2 > 1, β2
k 6 β2 < 1, α2

kβ
2
k > α2β2 > 1, (17)

Q
(
min{θ(MG), θgk(MG)}, α

2
k, β

2
k

)

6 Q
(
min{θA, θgk(m(θA))}, α

2
k , β

2
k

)
6 Q

(
θk, α

2
k, β

2
k

)
= 0. (18)

Обозначим Ak = H−1
k , trA и detA— след и определитель матрицы A

соответственно. Для произвольной матрицы A > 0 будем обозначать
через A1/2 матрицу, для которой A1/2 > 0 и A1/2A1/2 = A. Для характе-
ристик матриц Hk, Ak используем результат из [21], справедливый для
произвольных параметров αk, βk, удовлетворяющих условию (7).
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Лемма 2 [21]. Пусть Hk > 0, матрица Hk+1 получена в результа-

те (6), где параметры αk, βk удовлетворяют условию (7), а для произ-

вольных векторов yk 6= 0 и pk 6= 0 выполняется равенство (14). Тогда

Hk+1 > 0 и

Ak+1 = Ak +
(
α2
k − 1

) yky
T
k

(yk,Hkyk)
+

(
β2
k − 1

) pkp
T
k

(pk,Hkpk)
, (19)

trAk+1 = trAk +
(
α2
k − 1

) (yk, yk)

(yk,Hkyk)
+

(
β2
k − 1

) (pk, pk)

(pk,Hkpk)
, (20)

detHk+1 =
detHk

α2
kβ

2
k

, detAk+1 = α2
kβ

2
k detAk. (21)

Изложим идею обоснования алгоритма A(αk, βk). В силу (9) и нера-
венства Шварца для произвольных gk ∈ G и Hk > 0 получим

1 6 (s∗, g∗k) 6
(
s∗, A

1/2
k H

1/2
k gk

)2
6 (s∗, Aks

∗)(gkHkgk). (22)

Предположим, что шаг 2 алгоритма 1 создаёт вектор uk ∈ G, удовле-
творяющий (11). Предположим, что в этом случае для последовательно-
стей {gk} и {Hk}, генерируемых алгоритмом 1, существует область пара-
метров αk, βk при которых (s∗, Aks

∗)(gkHkgk) убывает и через конечное
число итераций станет меньше 1. Однако в силу (22) это невозможно.
Следовательно, через конечное число итераций на шаге 2 невозможно
будет найти вектор uk ∈ G, удовлетворяющий (11), т. е. будет найдено
решение Hkgk ∈ S(G) системы (2).

В лемме 3 получена оценка скорости убывания величин (gk,Hkgk)
в (22).

Лемма 3. Пусть множество G удовлетворяет предположению 1, при

этом θ(MG) 6 θA, а последовательность {πk = min
06j6k−1

(gj ,Hjgj)} вычис-

ляется на основе характеристик алгоритма A(αk, βk). Тогда

πk 6
4kR2

G(q
2α2 − 1)

n[(α2β2)k/n − 1]
, k > 1. (23)

Исследуем поведение сомножителя (s∗, Aks
∗) в (22). Из (19) получим

(s∗, Ak+1s
∗) = (s∗, Aks

∗) +
(
α2
k − 1

) (s∗, yk)
2

(yk,Hkyk)
+
(
β2
k − 1

) (s∗, pk)
2

(pk,Hkpk)
. (24)

Для некоторого фиксированного k обозначим

s̃∗ = A
1/2
k s∗, ṽ = A

1/2
k vk = H

1/2
k pk,

r1 = H
1/2
k gk, r2 = H

1/2
k uk, z = H

1/2
k yk.
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В дальнейшем P — плоскость, образованная векторами r1 и r2, s̃ — про-
екция вектора s̃∗ на плоскость P, ‹G = P ∩

{
H

1/2
k g | g ∈ G

}
, ϕ— угол,

образованный векторами s̃, ṽ. Из (24) получим

(s∗, Ak+1s
∗) = (s∗, Aks

∗)

+ ‖s̃‖2
[(
α2
k − 1

)
sin2 ϕ+

(
β2
k − 1

)
(1− sin2 ϕ)

]
. (25)

Основываясь на свойствах множества G, с использованием характе-
ристик алгоритма A(αk, βk) получим две оценки для sin2 ϕ.

Лемма 4. Если множество G удовлетворяет предположению 1, то

sin2 ϕ 6 θ(MG) =
(MG − 1)2

(MG + 1)2
. (26)

Вторая оценка для sin2 ϕ имеет вид sin2 ϕ 6 θgk(MG), где зависимость
θgk(M) определена в (13). На основании этих оценок получается

Лемма 5. Если множество G удовлетворяет предположению 1, то

sin2 ϕ 6 min{θ(MG), θgk(MG)}, (27)

где зависимость θgk(M) определена в (13).

Оценка (27) и способ задания параметров алгоритма A(αk, βk) приво-
дят к следующему результату.

Лемма 6. Если множество G удовлетворяет предположению 1 и при

этом θ(MG) 6 θA, то для последовательности {Ak}, генерируемой алго-

ритмом A(αk, βk), имеют место неравенства

(s∗, Ak+1s
∗) 6 (s∗, Aks

∗) 6 · · · 6 (s∗, A0s
∗) 6

1

ρ2G
. (28)

Окончательно приходим к обоснованию скорости сходимости алгорит-
ма.

Теорема 1. Пусть множество G удовлетворяет предположению 1
и при некоторых V0 и θA выполняются ограничения (10) и

0 < V0 6 V (G). (29)

Тогда алгоритм A(αk, βk) сходится за конечное число итераций, число

которых не превосходит минимального целого k0 из области значений k,
удовлетворяющих неравенству

4k(q2α2 − 1)

nV 2
0 [(α

2β2)k/n − 1]
< 1. (30)
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Обозначим a = α2
k, b = β2

k , θ = sin2 ϕ и представим выражение
в квадратных скобках из (25) в виде Q(θ, a, b) = aθ + b(1 − θ). Со-
гласно (25) невозрастание (s∗, Ak+1s

∗) 6 (s∗, Aks
∗) будет достигнуто при

Q(θ, a, b) 6 0. В этом случае ввиду (24) и (27) скорость сходимости ал-
горитма будет тем выше, чем больше произведение ab = α2

kβ
2
k . Таким

образом, пришли к задаче максимизации (16).
Для обоснования сходимости метода минимизации необходимо ука-

зать границы возмущения множества, задать параметры метода с учё-
том этих границ, при которых сохраняется сходимость алгоритма реше-
ния неравенств. Обозначим окрестность множества G через Sε(G) = {z ∈
R
n | ‖z− x‖ 6 ε для всех x ∈ G}. В следующей теореме указаны ограни-

чения на параметры отделимого множества и границы его возмущений,
при которых сохраняется сходимость метода решения неравенств.

Теорема 2. Пусть множество G удовлетворяет предположению 1
и при некоторых V0 и θA выполняются ограничения (10) и (29). Тогда

на множестве Sε(G) при ε 6 ρG∆/2, где ∆ = θA− θG, алгоритм A(αk, βk)
сходится за конечное число итераций, число которых не превосходит ми-

нимального целого k0 из области значений k, удовлетворяющих неравен-

ству

25k(q2α2 − 1)

nV 2
0 [(α

2β2)k/n − 1]
< 1. (31)

3. Субградиентный метод минимизации

Дадим описание метода минимизации со встроенным алгоритмом ре-
шения систем неравенств RA(αk, βk).

Введём обозначения: D(z) = {x ∈ R
n | f(x) 6 f(z)}, ki — индексы k,

при которых происходит обновление на шагах 6 или 8, i = 1, 2, . . . , zi —
точки xki , x∗ — точка минимума функции, x∗ — предельные точки после-
довательности {zi}∞i=1.

Теорема 3. Пусть множество D(x0) ограничено, функция f(x) стро-

го выпукла на R
n и выполнены следующие ограничения:

θ(M(∂f(x))) < θA <
1

2
, (32)

V (∂f(x)) > V0 > 0 (33)

на D(x0) при x 6= x∗ и некоторых V0, θA. Тогда при периоде обновле-

ния N > N0 алгоритма RA(αk, βk), где N0 — удвоенное минимальное це-

лое из области значений k, удовлетворяющих неравенству (31), любая

предельная точка последовательности {zi} является точкой минимума

на R
n.
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Алгоритм 2. RA(αk, βk)

Вход: начальное приближение матрицы H0 = I, текущее приближение
минимума x0 ∈ R

n, целые k = 0, m0 = 0, период обновления N,
параметр θA < 1/2.

Выход: множество точек xk, k = 1, 2, . . . .
1: Вычислить g0 ∈ ∂f(x0).
2: Если g0 = 0, то x0 — точка минимума. Закончить вычисления.
3: Вычислить новое приближение xk+1 = xk − γksk, где sk = Hkgk и γk

находится линейным поиском из [20].
4: Вычислить субградиент uk ∈ ∂f(xk+1), исходя из условия (uk, sk)60.
5: Если uk = 0, то xk+1 — точка минимума. Закончить вычисления.
6: Если k − mk > N, то положить mk+1 = k, gk+1 = uk, Hk+1 = I.

Перейти на шаг 12.
7: Вычислить значения векторов yk, pk согласно (12).
8: Если pk = 0, то положить mk+1 = k, gk+1 = uk, Hk+1 = I. Перейти

на шаг 12.
9: Вычислить mk+1=mk, Ck=min{|(yk,Hkgk)|, |(yk,Hkuk)|}, θgk(m(θA))

согласно (13) и параметр θk = max{θA/q
2, min{θgk(m(θA)), θA}}.

10: Найти параметры α2
k = a(θk), β2

k = b(θk) и рассчитать Hk+1 =
(Hk, αk, βk, yk, pk) из (6).

11: Положить gk+1 = uk.
12: Положить k := k + 1 и перейти на шаг 3.

4. Результаты численного исследования

Мы реализовали алгоритм RA(αk, βk) и сравнили полученные резуль-
таты со следующими методами:

1) РСМ с растяжением пространства в направлении субградиента
(SD) [20];

2) r-алгоритм [1], реализованный в [20,21] (rOM(α)) с параметром рас-
тяжения пространства α2 = 6.

Алгоритм RA(αk, βk) был реализован с фиксированными значения-
ми α2 = 1/(2θA), β

2 = 1/(2(1 − θA)) при значении θA, обеспечивающем
суммарное растяжение α2β2 = 1/(4θA(1 − θA)) = 6. Обозначим его че-
рез RA(α, β). Значение θA использовалось в алгоритме RA(αk, βk) с ди-
намическим способом выбора параметра растяжения пространства. Все
алгоритмы реализованы с грубым одномерным поиском из [20]. Во всех
методах функция и градиент вычислялись одновременно.

В качестве тестовых брались функции с высокой степенью вытянуто-
сти поверхностей уровня, возрастающей по мере роста размерности:

1) f1(x) =
n∑

i=1
x2i i

6, x0 = (10/1, 10/2, . . . , 10/n), ε = 10−10,
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2) f2(x) =
n∑

i=1
x2i (n/i)

6, x0 = (10/1, 10/2, . . . , 10/n), ε = 10−10,

3) f3(x) = (
n∑

i=1
x2i · i)

r, x0 = (1, 1, . . . , 1), r = 2, ε = 10−10,

4) f4(x) =
n∑

i=1
|xi|i

3, x0 = (10/1, 10/2, . . . , 10/n), ε = 10−4,

5) f5(x) =
n∑

i=1
x2i (n/i)

4, x0 = (10/1, 10/2, . . . , 10/n), ε = 10−10,

6) f6(x) =
n∑

i=1
|xi|(n/i)

2, x0 = (10/1, 10/2, . . . , 10/n), ε = 10−4.

Таблица 1

Результаты минимизации функций
f1(x), f2(x), f3(x), ε = 10−10

P
P
P
P
P
P
PP

n
Метод

RA(αk, βk) RA(α, β) SD rOM(α)

f1(x), x0 = (10/1, 10/2, . . . , 10/n)
100 865 999 2127 2333
200 1698 1953 4585 5244
300 2535 2919 7117 8480
400 3370 3911 9791 11773
500 4179 4882 12366 15281
600 4947 5846 15537 19073
700 5804 6821 18450 22500
800 6645 7735 21387 26096
900 7429 8657 24671 30233
1000 8291 9666 27447 34702

f2(x), x0 = (10/1, 10/2, . . . , 10/n)
100 284 355 480 482
200 460 590 788 852
300 628 824 1063 1223
400 781 979 1307 1587
500 907 1157 1497 1900
600 1044 1360 1742 2188
700 1167 1497 1898 2512
800 1291 1637 2095 2829
900 1409 1777 2293 3101
1000 1493 1944 2555 3300

f3(x), x0 = (1, 1, . . . , 1), r = 2
200 133 112 365 295
400 164 141 395 505
600 196 164 409 702
800 215 190 421 900
1000 228 207 433 1094
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Таблица 2

Результаты минимизации функции f4(x),
x0 = (10/1, 10/2, . . . , 10/n), ε = 10−4

P
P
P
P
P
P
PP

n
Метод

RA(αk, βk) RA(α, β) SD rOM(α)

100 2019 2667 4214 3505
200 4307 5971 9087 8826
300 6615 9571 11144 14018
400 8940 13344 23687 19549
500 11296 16835 28037 24865
600 13678 20468 39703 31502
700 16071 25022 44573 38796
800 18604 28139 52380 44200
900 21184 32332 61631 43502
1000 23629 36094 72175 49050

В наборе тестов представлены квадратичные и кусочно линейные
функции. Функции f1 и f2 квадратичные, где отношение минимального
собственного значения к максимальному равно 1/n6. Отношение размаха
поверхности уровня по осям координат минимального к максимальному
равно 1/n3. У функции f2 по сравнению с функцией f1 плотность соб-
ственных значений выше в области малых значений. Функция f3 глад-
кая с невысокой степенью разброса вытянутости поверхностей уровня.
Её сложность обусловлена степенью выше квадратичной. Функция f4 ку-
сочно линейная. У этой функции отношение размаха поверхности уров-
ня по осям координат минимального к максимальному равно 1/n3, т. е.
то же самое, что и для квадратичных функций f1 и f2.

Представляет интерес сравнение сложности минимизации гладких
и негладких функций методами негладкой оптимизации при условии
идентичности их отношений размаха поверхности.

В табл. 1–3 приведено число вычислений значений функции и субгра-
диента, затраченных на достижение необходимой точности по функции
f(xk)− f∗ 6 ε.

Согласно результатам, приведённым в табл. 1, алгоритмы RA(α, β)
и RA(αk, βk) существенно превосходят методы SD и rOM(α) на гладких
функциях. У функции f2 собственные значения гессиана смещены в об-
ласть малых значений, что положительно сказалось на скорости сходи-
мости субградиентных методов.

По соотношению пропорций размаха по координатным осям поверх-
ности уровня функции f1, f2 и f4 сходны. Функция f4 является сложной
для минимизации субградиентными методами. Сравнивая результаты
табл. 1 и 4, можно отметить, что нет кардинальных отличий в скорости
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Таблица 3

Результаты минимизации функции f4(x)
с искажением субградиента

P
P
P
P
P
P
PP

n
Метод

RA(αk, βk) RA(α, β) SD rOM(α)

100 2123 3179 5739 4777
200 4495 6732 13364 10665
300 6877 10400 20589 16889
400 9232 14325 30132 23397
500 11787 18275 35544 30015
600 14264 22474 47664 36749
700 16787 26724 54768 43589
800 19395 31030 68944 50737
900 22035 35555 78697 57817
1000 24615 39992 82490 64777

сходимости субградиентных методов SD и rOM(α) на этих функциях. Ме-
тод RA(αk, βk) здесь существенно превосходит другие методы в скорости
сходимости.

Для имитации наличия толщины субградиентного множества при ми-
нимизации функции f4 субградиенты g(x) ∈ ∂f(x) в процессе миними-
зации генерировались с помехой по формуле g(x) ∈ (1 + ξ)∂f(x), где
ξ ∈ [0, 1] — равномерно распределённое случайное число. Помеха отри-
цательно влияет как на качество одномерного поиска, так и на каче-
ство направления спуска. Результаты приведены в табл. 3. Здесь, как
и на функции f4, метод RA(αk, βk) существенно превосходит другие ме-
тоды в скорости сходимости.

Преимущество нового алгоритма сохраняется и при гораздо большей
размерности и степени вырожденности функций. Табл. 4 демонстрирует
сравнительные результаты для двух задач с 10000 переменных. Резуль-
таты минимизации гладкой функции f5 даны также в сравнении с ква-
зиньютоновским (QN) методом.

Таблица 4

Результаты минимизации для высокой размерности
P
P
P
P
P
P
PP

n
Метод

RA(αk, βk) RA(α, β) SD rOM(α) QN

f5(x), x0 = (10/1, 10/2, . . . , 10/n), ε = 10−10

10000 3184 4065 5669 9907 4836
f6(x), x0 = (10/1, 10/2, . . . , 10/n), ε = 10−4

10000 3532 5804 10858 10640 —
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Стоит отметить, что преимущество нашего нового алгоритма заметно
в том числе на гладких функциях (см. функцию f5 в табл. 4). Для самой
сложной негладкой функции f6 последний столбец пуст, так как метод
QN не дал результата даже после продолжительных вычислений.

Относительно скорости сходимости представленных методов можно
сделать ряд выводов.

На основании результатов минимизации гладких функций f1, f2, f3
можно сделать вывод о том, что субградиентные методы с растяжением
пространства могут быть полезными и при минимизации гладких функ-
ций. При этом алгоритмы RA(α, β) и RA(αk, βk) показывают на гладких
функциях существенно лучшие результаты, нежели другие субградиент-
ные методы SD и rOM(α).

Метод RA(αk, βk) существенно превосходит методы SD и rOM(α) при
минимизации негладких функций.

Заключение

Задача построения эффективного РСМ для минимизации негладких
функций заключалась в создании алгоритма формирования направле-
ния спуска, обеспечивающего выход из окрестности текущего минимума
посредством одномерной минимизации вдоль него. В результате разра-
ботан алгоритм формирования матриц метрики с оптимальным набо-
ром параметров, превращающий широкий пучок субградиентов текущей
окрестности минимума в узкий пучок направлений, образующих острый
угол со всеми субградиентами окрестности текущего приближения ми-
нимума. Применение этого алгоритма позволило создать эффективный
РСМ с коррекцией матриц метрики ранга 2, аналогичный по структуре
квазиньютоновским методам. Задача построения матрицы метрики бы-
ла поставлена как задача решения системы неравенств. Для её решения
использовались формализованная модель субградиентных множеств, по-
нятия и алгоритмы теории обучения.

Вычислительный эксперимент на сложных большеразмерных функ-
циях подтверждает эффективность предложенного алгоритма. Алгорит-
мы подобного типа имеют важное прикладное значение. Возможность
применения РСМ при решении негладких невыпуклых задач оптимиза-
ции даёт возможность его использования в задачах обучения матема-
тических моделей с использованием технологий подавления неинформа-
тивных переменных, подобных «лассо Тибширани» [29–31].
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Abstract. We establish a relaxation subgradient method (RSM) that
includes parameter optimization utilizing metric rank-two correction
matrices with a structure analogous to quasi-Newtonian (QN) methods.
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and amplifying collinear components of the minimal length subgradi-
ent vector. The problem of constructing a metric matrix is formulated
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