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Аннотация. Определён класс названных Π-разбиениями объек-
тов, которые в некотором вполне определённом смысле являются
эквивалентами формул в базисе, состоящем из дизъюнкции, конъ-
юнкции и отрицания, в которых отрицания возможны только над
переменными (нормализованные формулы). Π-разбиения рассмат-
риваются в качестве представлений этих формул подобно тому,
как эквивалентами и графическими изображениями тех же самых
формул можно считать Π-схемы. Разработана некоторая теория та-
ких представлений, которая по сути является математическим ап-
паратом, ориентированным на описание класса реализующих ли-
нейные булевы функции минимальных нормализованных формул.
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Введение

Проблема нижних оценок сложности реализации конкретных булевых
функций схемами различных видов является известной и одной из труд-
нейших проблем современной дискретной математики. В тех случаях,
когда удаётся получить окончательный результат, т. е. точную (совпада-
ющую с верхней) нижнюю оценку сложности, идеальным завершением
решения этой проблемы представляется описание класса всех минималь-
ных схем, реализующих данную функцию. В настоящей статье разраба-
тывается математический аппарат, необходимый для описания класса
всех минимальных схем в одном из таких случаев. А именно, речь идёт
о линейных булевых функциях и реализующих их формулах в базисе,
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состоящем из дизъюнкции, конъюнкции и отрицания, в которых отрица-
ния могут встречаться только над переменными, т. е. о так называемых
нормализованных формулах.

В 1971 г. В. М. Храпченко для минимальной сложности λn Π-схе-
мы, реализующей линейную булеву функцию от n переменных, получил
оценку λn > n2 [1]. При n = 2k, где k — целое, эта нижняя оценка сов-
пала с ранее полученной верхней оценкой С. В. Яблонского [2] и тем
самым был достигнут окончательный результат. Позже нижняя оценка
Храпченко была несколько усилена для остальных значений n [3–6], это
позволило установить совпадение λn с верхней оценкой Яблонского при
всех 1 6 n 6 8. Отметим, что для линейных булевых функций до сих пор
не удавалось найти таких Π-схем, которые были бы не сложнее и суще-
ственно отличались от тех Π-схем, которые построил Яблонский для по-
лучения своей верхней оценки. Естественным образом возникла гипотеза
о совпадении класса минимальных Π-схем, реализующих линейные буле-
вы функции от n переменных, с классом Π-схем, построенных для этих
функций по (несколько дополненному) принципу Яблонского. В [7–9] эта
гипотеза была доказана при 1 6 n 6 5 и при n, равном целой степени
двойки. В двух остальных случаях, при которых была достигнута точная
нижняя оценка величины λn, т. е. при n = 6, 7, справедливость гипоте-
зы также установлена, но доказательство до сих пор не опубликовано.
Настоящая статья является первым шагом этого доказательства.

Заметим, что понятие Π-схемы в определённом смысле является эк-
вивалентом понятия нормализованной формулы. Тем самым нет особой
разницы между описанием класса минимальных Π-схем, реализующих
линейные булевы функции, и описанием класса минимальных нормали-
зованных формул, реализующих те же функции. Однако в рамках наше-
го доказательства язык нормализованных формул представляется менее
громоздким и поэтому более удобным. На этот язык мы далее и пере-
ходим. Поскольку рассматриваются только нормализованные формулы,
будем называть их просто формулами.

В статье вводится ещё один эквивалент понятия формулы (и поня-
тия Π-схемы) — так называемое Π-разбиение. В качестве представлений
формул будем рассматривать соответствующие Π-разбиения. Разрабаты-
ваемая ниже теория представлений формул по сути является развитием
и доведением до логической точки идеи В. М. Храпченко, заложенной
в его методе получения нижних оценок сложности Π-схем [1, 10]. Одна
из целей, которую мы преследуем при разработке этой теории, заклю-
чается в создании возможности при доказательстве вышеуказанной ги-
потезы соединять идеи метода Храпченко с идеями другого известного
метода получения нижних оценок сложности Π-схем — метода Субботов-
ской [11].
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Следует отметить, что существует целый ряд работ, связанных с раз-
личными вариантами применения и разного рода модификациями мето-
да Храпченко [12–17], в том числе и с модификациями, в которых методы
Храпченко и Субботовской соединяются [18].

1. Π-разбиения

Через Bn обозначим множество всех двоичных наборов

α = (α1, . . . , αn), αi ∈ {0, 1}, 1 6 i 6 n.

Непустое подмножество P ⊆ Bn × Bn назовём прямоугольным или
прямоугольником, если P = A× B для некоторых A,B ⊆ Bn. При этом
число n будем называть размерностью этого прямоугольника, множе-
ства A и B — его вертикальной и горизонтальной сторонами соответ-
ственно.

Через RECn обозначим множество всех прямоугольных подмножеств
множества Bn×Bn. Для произвольного прямоугольника P ∈ RECn через
REC(P ) обозначим множество всех таких K ∈ RECn, что K ⊆ P .

Прямоугольник X = Bn ×Bn назовём главным прямоугольником раз-

мерности n. Прямоугольники

X0
i = {(α, β) ∈ X | αi = 1, βi = 0},

X1
i = {(α, β) ∈ X | αi = 0, βi = 1}

будем называть отрицательной и положительной компонентами с но-

мером i главного прямоугольника X, i = 1, . . . , n.
Множество M ⊆ X назовём (i, δ)-однородным, если выполнено вклю-

чение M ⊆ Xδ
i . Множество M ⊆ X назовём однородным, если существуют

i ∈ {1, . . . , n} и δ ∈ {0, 1} такие, что оно (i, δ)-однородно.
Разбиением (конечным) множества P называется такое семейство U =

{Q1, . . . Qk} непустых попарно не пересекающихся его подмножеств, что
справедливо равенство Q1∪ · · · ∪Qk = P . Подмножества Q1, . . . Qk назы-
ваются блоками этого разбиения.

Разбиение U прямоугольника P ⊆ X назовём прямоугольным, если
все его блоки являются прямоугольниками. Прямоугольным фрагмен-

том (или просто фрагментом) этого разбиения назовём такое подсе-
мейство S ⊆ U , что множество

⋃
C∈S

C является прямоугольником. Сам

этот прямоугольник назовём гиперблоком (соответствующим прямо-

угольному фрагменту S) разбиения U .
Через F(U) и H(U) обозначим множество всех прямоугольных фраг-

ментов и всех гиперблоков прямоугольного разбиения U соответственно.
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Заметим, что блоки прямоугольного разбиения U являются гипербло-
ками этого разбиения. Эти гиперблоки назовём элементарными. Гипер-
блоки из множества H(U)\U назовём составными. Кроме того, сам пря-
моугольник P является гиперблоком. Этот гиперблок назовём главным

и обозначим “U . В дальнейшем прямоугольное разбиение U прямоуголь-
ника P для краткости будем называть просто прямоугольным разбиени-
ем U , имея в виду, что U является разбиением прямоугольника “U .

Прямоугольники P1, P2 ∈ RECn назовём горизонтально (вертикаль-

но) соседними, если P1 ∩ P2 = ∅ и вертикальная (горизонтальная) сто-
рона P1 равна вертикальной (горизонтальной) стороне P2, и просто со-

седними, если они горизонтально либо вертикально соседние.
Прямоугольник P ∈ RECn назовём горизонтальным (вертикаль-

ным) соединением прямоугольников P1, P2 ∈ RECn, если P = P1 ∪ P2

и P1, P2 — горизонтально (вертикально) соседние. При этом пару {P1, P2}
будем называть горизонтальным (вертикальным) разрезом прямоуголь-

ника P , а прямоугольники P1, P2 — компонентами этого разреза. Пря-
моугольник P ∈ RECn назовём просто соединением прямоугольников
P1, P2, а пару {P1, P2}— просто разрезом прямоугольника P , если он
является горизонтальным либо вертикальным соединением этих прямо-
угольников.

Будем говорить, что разрез {P1, P2} прямоугольника P ∈ RECn ин-

дуцирован прямоугольным разбиением U , если справедливо включение
P1, P2 ∈ H(U).

Через Ch(P,U) и Cv(P,U) обозначим соответственно множество всех
горизонтальных и вертикальных разрезов прямоугольника P , индуциро-
ванных прямоугольным разбиением U .

Прямоугольник P назовём горизонтально (вертикально) разделимым

относительно прямоугольного разбиения U , если выполнено неравен-
ство Ch(P,U) 6= ∅ (неравенство Cv(P,U) 6= ∅), и просто разделимым

относительно прямоугольного разбиения U , если он горизонтально ли-
бо вертикально разделим относительно этого разбиения.

Прямоугольное разбиение назовём однородным, если каждый его блок
является однородным множеством. Прямоугольное разбиение назовём
разделимым, если каждый его составной гиперблок разделим относи-
тельно этого разбиения.

Π-разбиением назовём такое прямоугольное разбиение, которое одно-
временно однородно и разделимо.

Размерностью Π-разбиения U назовём размерность его главного ги-
перблока “U . Множества всех (i, δ)-однородных блоков этого разбиения

U δ
i =

{
Q ∈ U | Q ⊆ Xδ

i

}
, i = 1, . . . , n, δ = 0, 1,

будем называть компонентами Π-разбиения U . Через Πn обозначим
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множество всех Π-разбиений размерности n, через Π— множество
∞⋃
n=1

Πn

всех Π-разбиений.
Два Π-разбиения U, V ∈ Πn назовём горизонтально (вертикально)

соседними, если горизонтально (вертикально) соседними являются их
главные гиперблоки “U,“V , и просто соседними, если они горизонтально
либо вертикально соседние.

Для произвольных разбиения U множества P и подмножества M ⊆ P
семейство множеств U |M = {M ∩ Q | Q ∈ U, M ∩ Q 6= ∅} назовём
сужением разбиения U на множество M .

Следующие утверждения вытекают непосредственно из определений.
В дальнейшем в силу их очевидности они, как правило, будут использо-
ваться без ссылки на номер соответствующей леммы.

Лемма 1. Для любого Π-разбиения U ∈ Π и любого его гиперблока
C ∈ H(U) сужение U |C является соответствующим C прямоугольным
фрагментом U .

Лемма 2. Любой прямоугольный фрагмент F ∈ F(U) любого Π-раз-
биения U ∈ Π является Π-разбиением соответствующего ему гиперблока
C ∈ H(U).

Лемма 3. При любом целом n > 1 для любого U ∈ Πn справедливо
включение F(U) ⊆ Πn.

Лемма 4. Для любого прямоугольного фрагмента F ∈ F(U) любого
Π-разбиения U ∈ Π справедливы включения

F(F ) ⊆ F(U), H(F ) ⊆ H(U).

Лемма 5. Для любых двух соседних Π-разбиений U, V ∈ Πn спра-

ведливо включение U ∪ V ∈ Πn и равенство ÷U ∪ V = “U ∪ “V .

Теорема 1. Для любого Π-разбиения U ∈ Πn и любого прямоуголь-

ника P ⊆ “U справедливо включение U |P ∈ Πn и равенство ‘U |P = P .

Доказательство проведём индукцией по мощности Π-разбиения U .
При |U | = 1 справедливость теоремы очевидна.

Пусть m > 1 и теорема доказана для всех Π-разбиений U ∈ Πn мощ-
ности |U | 6 m. Докажем её для произвольного Π-разбиения U ∈ Πn

мощности |U | = m+ 1.
Из неравенства |U | > 2 вытекает, что “U ∈ H(U) \ U . Следователь-

но, по определению Π-разбиения существует индуцированный U разрез
{C1, C2} главного гиперблока “U разбиения U . Через U1 и U2 обозначим
сужения U |C1 и U |C2. Ввиду того, что C1, C2 ∈ H(U) и C1, C2 6= “U , име-
ем U1, U2 ∈ Πn и |U1|, |U2| < |U |. Кроме того, очевидно, что C1 = Û1
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и C2 = Û2, поэтому в случае P ⊆ C1 по предположению индукции

справедливы включение U1|P ∈ Πn и равенство ’U1|P = P , а в случае

P ⊆ C2 — включение U2|P ∈ Πn и равенство ’U2|P = P . В первом слу-
чае утверждение теоремы следует из очевидного равенства U |P = U1|P ,
во втором — из очевидного равенства U |P = U2|P .

В случае P1 = P ∩ C1 6= ∅ и P2 = P ∩ C2 6= ∅ по предположе-
нию индукции справедливы включение U1|P1, U2|P2 ∈ Πn и равенства
’U1|P1 = P1, ’U2|P2 = P2. Π-разбиения U1|P1 и U2|P2 соседние, поскольку
соседними являются их главные гиперблоки P1 и P2, поэтому справед-
ливость теоремы следует из очевидных равенств U |P = U1|P1 ∪ U2|P2,

P = ’U1|P1 ∪ ’U2|P2 и леммы 5. Теорема 1 доказана.

2. Порождаемые Π-разбиениями классы формул

Нормализованной формулой называют формулу в базисе {∧,∨,− },
в которой отрицания встречаются только над переменными. Для целей
настоящей статьи удобно несколько изменить это определение.

Для произвольных целого i > 1 и δ ∈ {0, 1} символ xδi будем называть
литералом. Пусть

X = {xδi | i ∈ {1, 2, . . . }, δ ∈ {0, 1}},
Xn = {xδi | i ∈ {1, 2, . . . n}, δ ∈ {0, 1}}, n = 1, 2, . . . .

Словом в алфавите A будем называть конечную последовательность эле-
ментов множества A = {∨,∧, (, )}∪X. Через A обозначим множество всех
слов в алфавите A.

Нормализованной формулой (далее просто формулой) назовём лю-
бое слово, принадлежащее определяемому индуктивно языку (подмно-
жеству) N ⊆ A:

а) для любых i ∈ {1, 2, 3, . . . }, δ ∈ {0, 1} литерал xδi принадлежит N;
б) если слова H и T принадлежат N, то слова (H ∨ T ) и (H ∧ T )

принадлежат N;
в) других слов в N нет.
Через Nn обозначим множество всех таких формул F ∈ N, что все

входящие в них литералы принадлежат множеству Xn.
В рамках настоящей статьи равенство F1 = F2 для формул F1, F2 ∈ N

по определению означает, что эти формулы представляют собой одно
и то же слово.

По определению переменная xi входит в формулу F ∈ N, если в эту
формулу входит литерал x0i или x1i ; число вхождений переменной xi
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в формулу F — число вхождений литералов x0i и x1i в эту формулу. Слож-

ностью L(F ) формулы F ∈ N, как обычно, называется число вхождений
переменных в эту формулу.

Префиксом и суффиксом формулы F = α1α2 . . . αm ∈ N называют-
ся соответственно любое начало α1α2 . . . αk, 1 6 k 6 m, и любой конец
αpαp+1 . . . αm, 1 6 p 6 m, слова α1α2 . . . αm. При этом префикс называ-
ется несобственным, если k < m; суффикс называется несобственным,
если 1 < p. Символы ( и ) алфавита A, как обычно, называются соответ-
ственно левой и правой скобками.

Индукцией по сложности L(F ) формулы F ∈ N нетрудно доказать
известное

Утверждение 1. Для любой формулы F ∈ N число входящих в неё
левых скобок равно числу входящих в неё правых скобок. Для любого
несобственного префикса этой формулы число входящих в него левых
скобок больше числа входящих в него правых скобок. Для любого несоб-
ственного суффикса этой формулы число входящих в него левых скобок
меньше числа входящих в него правых скобок.

Следующее (также известное) утверждение является простым след-
ствием утверждения 1.

Утверждение 2. Любая формула F ∈ N сложности L(F ) > 2 имеет
единственное представление в виде F = (H © T ); H,T ∈ N; © ∈ {∨,∧}.

Будем говорить, что формула F ∈ N является дизъюнкцией (конъ-

юнкцией), если для некоторых H,T ∈ N справедливо равенство F =
(H ∨ T ) (равенство F = (H ∧ T )).

Реализуемая формулой булева функция определяется, как обычно,
с учётом того, что значение литерала xδi является функцией перемен-
ной xi, заданной равенством xδi = xi ⊕ δ ⊕ 1.

На множестве формул N определим бинарное отношение, которое на-
зовём Π-эквивалентностью формул. С неформальной точки зрения две
формулы Π-эквивалентны, если и только если их можно преобразовать
друг в друга посредством законов коммутативности и ассоциативности.
Сформулируем точное определение этого отношения.

Сначала для произвольной формулы F ∈ N сложности L(F ) > 2
определим понятия её элементарного коммутативного преобразования
и её элементарных левого и правого ассоциативных преобразований.

В силу утверждения 2 существуют единственные такие H,T ∈ N

и © ∈ {∨,∧}, что F = (H © T ). Элементарным коммутативным пре-

образованием формулы F = (H ∨ T ) (формулы F = (H ∧ T )) будем
называть формулу (T ∨H) (формулу (H ∧ T )).
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Если при этом L(H) > 2 и для некоторых H1,H2 ∈ N имеет место
представление H = (H1∨H2) (представление H = (H1∧H2)), то элемен-

тарным правым ассоциативным преобразованием формулы F = (H∨T )
(формулы F = (H ∧ T )) будем называть формулу (H1 ∨ (H2 ∨ T )) (фор-
мулу (H1 ∧ (H2 ∧ T ))), а формула F = (H ∧ T ) (формула F = (H ∨ T ))
по определению не имеет элементарного правого ассоциативного преоб-
разования. Если L(H) = 1, то по определению F не имеет элементарного
правого ассоциативного преобразования.

Точно так же если L(T ) > 2 и для некоторых T1, T2 ∈ N имеет место
представление T = (T1 ∨ T2) (представление T = (T1 ∧ T2)), то элемен-

тарным левым ассоциативным преобразованием формулы F = (H ∨ T )
(формулы F = (H ∧ T )) будем называть формулу ((H ∨ T1) ∨ T2) (фор-
мулу ((H ∧ T1) ∧ T2)), а формула F = (H ∧ T ) (формула F = (H ∨ T ))
по определению не имеет элементарного правого ассоциативного преоб-
разования. Если L(T ) = 1, то по определению F не имеет элементарного
левого ассоциативного преобразования.

Формулу G ∈ N назовём элементарным преобразованием формулы

F ∈ N, если G является элементарным коммутативным или элементар-
ным ассоциативным (левым или правым) преобразованием F .

Отношение Π-эквивалентности на множестве формул N определим
индуктивно:

а) для любого литерала xδi единственной Π-эквивалентной ему фор-
мулой является он сам;

б) если формула H1 Π-эквивалентна формуле F1 и формула H2 Π-
эквивалентна формуле F2, то, во-первых, для любого © ∈ {∨,∧} фор-
мула H = (H1©H2) Π-эквивалентна формуле F = (F1©F2), во-вторых,
любая являющаяся элементарным преобразованием H формула G также
Π-эквивалентна F ;

в) других пар Π-эквивалентных формул нет.
Нетрудно понять, что Π-эквивалентность действительно является от-

ношением эквивалентности, а связанные отношением Π-эквивалентности
формулы имеют одинаковую сложность и реализуют равные функции.

Будем говорить, что класс формул K ⊆ N замкнут относительно

отношения Π-эквивалентности, если вместе с каждой формулой F ∈ K

классу K принадлежат все Π-эквивалентные F формулы.
Для произвольных K1,K2 ⊆ N классы формул K1 ∧K2 и K1 ∨K2 опре-

делим следующими равенствами:

K1 ∧ K2 = {(F1 ∧ F2) | F1 ∈ K1, F2 ∈ K2},
K1 ∨ K2 = {(F1 ∨ F2) | F1 ∈ K1, F2 ∈ K2}.

Порождаемый Π-разбиением U ∈ Πn класс формул N(U) определим
индуктивно.
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а) При |U | = 1 класс формул N(U) состоит из всех таких литералов xδi ,
что единственный блок Q этого разбиения является (i, δ)-однородным
множеством. Другими словами, для Π-разбиения вида U = {Q} по опре-
делению справедливо равенство

N(U) =
{
xδi | Q ⊆ U δ

i , i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {0, 1}
}
.

б) Пусть m > 1 и класс формул N(U) определён для всех U ∈ Πn

мощности |U | 6 m. Определим его для произвольного U ∈ Πn мощности
|U | = m+ 1.

Для любого гиперблока C ∈ H(U) \ {“U} справедливы включение
U |C ∈ Πn и неравенство |U |C| < |U |. Значит, для такого гиперблока
класс N(U |C) уже определён, поэтому для каждого горизонтального раз-
реза {C1, C2} ∈ Ch(“U,U) главного гиперблока “U определён класс

M∨(U, {C1, C2}) = (N(U |C1) ∨N(U |C2)) ∪ (N(U |C2) ∨N(U |C1)),

который назовём классом формул, порождённым этим горизонтальным

разрезом. Точно так же для каждого вертикального разреза {C1, C2} ∈
Cv(“U,U) главного гиперблока “U определён класс

M∧(U, {C1, C2}) = (N(U |C1) ∧N(U |C2)) ∪ (N(U |C2) ∧N(U |C1)),

который назовём классом формул, порождённым этим вертикальным

разрезом.
Классы формул N∨(U) и N∧(U) определим равенствами

N∨(U) =
⋃

{C1,C2}∈Ch(“U,U)

M∨(U, {C1, C2}),

N∧(U) =
⋃

{C1,C2}∈Cv(“U,U)

M∧(U, {C1, C2}).

Класс формул N(U) определим равенством N(U) = N∨(U) ∪N∧(U).

Теорема 2. Для любых двух горизонтально соседних Π-разбиений U
и V справедливо включение N(U) ∨N(V ) ⊆ N(U ∪ V ).

Доказательство. Очевидно, что пара {“U,“V } главных гиперблоков
Π-разбиений U и V является горизонтальным разрезом главного гипер-
блока ÷U ∪ V Π-разбиения U ∪ V , индуцированным этим последним раз-
биением, т. е. {“U,“V } ∈ Ch(÷U ∪ V ,U ∪ V ). Кроме того, очевидно, что
выполнены равенства U = (U ∪ V )|“U и V = (U ∪ V )|“V . Значит, по опре-
делению класса формул N(U ∪ V ) справедливо включение

N(U) ∨N(V ) ⊆ M∨(U ∪ V, {“U,“V }) ⊆ N(U ∪ V ).

Теорема 2 доказана.
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Следующая теорема доказывается аналогично.

Теорема 3. Для любых двух вертикально соседних Π-разбиений U
и V справедливо включение N(U) ∧N(V ) ⊆ N(U ∪ V ).

Теорема 4. Если для формулы F ∈ Nn и Π-разбиения U ∈ Πn выпол-

нено F ∈ N(U), то для главного гиперблока “U этого разбиения и реализу-
емой формулой F булевой функции f(x1, . . . , xn) справедливо включение
“U ⊆ f−1(0)× f−1(1).

Доказательство проведём индукцией по мощности Π-разбиения U .
При |U | = 1 по определению класса N(U) для некоторых i ∈ {1, . . . , n},
δ ∈ {0, 1} выполнены равенство F = xδi и включение “U ⊆ Xδ

i . В этом
случае справедливость теоремы следует из очевидного равенства Xδ

i =
f−1(0)× f−1(1).

Пусть m > 1 и теорема доказана для всех U ∈ Πn мощности |U | 6 m.
Докажем её для произвольного U ∈ Πn мощности |U | = m+ 1. По опре-
делению класса N(U) возможны два случая: F ∈ N∨(U) и F ∈ N∧(U).

Рассмотрим первый случай (второй рассматривается аналогично).
По определению класса формул N∨(U) существуют такой горизонталь-
ный разрез {C1, C2} ∈ Ch(“U,U) гиперблока “U и такие две формулы
H ∈ N(U |C1) и T ∈ N(U |C2), что F = H ∨ T . Через U1 и U2 обозначим
сужения U |C1 и U |C2. Из включения F ∈ Nn следует, что H,T ∈ Nn.
Так как C1, C2 ∈ H(U) и C1, C2 6= “U , имеем U1, U2 ∈ Πn и |U1|, |U2| < |U |.
Значит, по предположению индукции для главных гиперблоков C1 и C2

Π-разбиений U1 и U2 и реализуемых формулами H и T булевых функций
h(x1, . . . , xn) и t(x1, . . . , xn) справедливы включения C1 ⊆ h−1(0)×h−1(1)
и C2 ⊆ t−1(0)× t−1(1). Поскольку вертикальные стороны прямоугольни-
ков “U , C1, C2 совпадают, а горизонтальная сторона “U равна объединению
горизонтальных сторон C1 и C2, следствием этих включений является
включение “U ⊆ (h−1(0)∩ t−1(0))× (h−1(1)∪ t−1(1)). Отсюда и из очевид-
ных равенств f = h∨ t, f−1(0) = h−1(0)∩ t−1(0), f−1(1) = h−1(1)∪ t−1(1)

следует включение “U ⊆ f−1(0)×f−1(1), которое и требовалось доказать.
Теорема 4 доказана.

Теорема 5. Для любого Π-разбиения U ∈ Π класс формул N(U)
замкнут относительно Π-эквивалентности.

Доказательство проведём индукцией по мощности Π-разбиения U .
При |U | = 1 класс N(U) по определению состоит из однобуквенных фор-
мул. Он замкнут относительно Π-эквивалентности, поскольку по опре-
делению для любой такой формулы единственной ей Π-эквивалентной
является она сама.
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Пусть m > 1 и теорема доказана для всех U ∈ Π мощности |U | 6 m.
Докажем её для произвольного U ∈ Π мощности m+1. Рассмотрим про-
извольную формулу F ∈ N(U) и покажем, что для любой Π-эквивалент-
ной ей формулы G справедливо включение G ∈ N(U). По определению
класса формул N(U) возможны два случая: F ∈ N∨(U) и F ∈ N∧(U).

Рассмотрим первый случай (второй рассматривается аналогично).
По определению класса формул N∨(U) существуют такой горизонталь-
ный разрез {C1, C2} ∈ Ch(“U,U) гиперблока “U и такие две формулы
F1 ∈ N(U |C1) и F2 ∈ N(U |C2), что F = F1 ∨ F2. По определению от-
ношения Π-эквивалентности и в силу утверждения 2 существуют такая
Π-эквивалентная F1 формула P1 и такая Π-эквивалентная F2 форму-
ла P2, что формула G либо равна формуле P = (P1 ∨P2), либо является
её элементарным преобразованием. По предположению индукции клас-
сы формул N(U |C1) и N(U |C2) замкнуты относительно Π-эквивалентно-
сти, поэтому P1 ∈ N(U |C1) и P2 ∈ N(U |C2). Значит, в случае G = P
и в случае, когда G является элементарным коммутативным преобразо-
ванием P , включение G ∈ N(U) следует непосредственно из определения
класса формул N(U).

Рассмотрим случай, когда G является элементарным правым ассоци-
ативным преобразованием формулы P = (P1 ∨P2) (случай элементарно-
го левого ассоциативного преобразования рассматривается аналогично).
В этом случае по определению для некоторых H1,H2 ∈ N выполнены ра-
венства P1 = (H1∨H2) и G = (H1∨(H2∨P2)). Чтобы доказать включение
G ∈ N(U), достаточно (по определению класса N(U)) указать такой го-
ризонтальный разрез {A1, A2} ∈ Ch(“U,U) главного гиперблока “U , что
H1 ∈ N(U |A1) и (H2 ∨ P2) ∈ N(U |A2). Укажем его.

Положим U1 = U |C1. Из соотношений P1 ∈ N(U1) и P1 = (H1 ∨ H2)
следует, что P1 ∈ N∨(U1). Значит, существует такой горизонтальный раз-
рез {D1,D2} ∈ Ch(Û1, U1) главного гиперблока Û1 = C1 разбиения U1,
что H1 ∈ N(U1|D1) и H2 ∈ N(U1|D2). Очевидно, что прямоугольники
D1 и D2 ∪ C2 являются горизонтально соседними гиперблоками Π-раз-
биения U и D1 ∪ (D2 ∪ C2) = “U . Тем самым пара {D1,D2 ∪ C2} являет-
ся горизонтальным разрезом главного гиперблока “U и {D1,D2 ∪ C2} ∈
Ch(“U,U). Этот разрез и есть искомый разрез {A1, A2}. Действитель-
но, включение H1 ∈ N(U |D1) следует из того, что H1 ∈ N(U1|D1),
и очевидного равенства U |D1 = U1|D1. Для доказательства включения
(H2 ∨ P2) ∈ N(U |(D2 ∪ C2)) достаточно заметить, что для Π-разбие-
ния W = U |(D2 ∪ C2) справедливы включения {D2, C2} ∈ Ch(Ŵ ,W ),
H2 ∈ N(W |D2) и P2 ∈ N(W |C2). Первое очевидно, а последние два явля-
ются следствием включений H2 ∈ N(U1|D2), P2 ∈ N(U |C2) и очевидных
равенств W |D2 = U1|D2, W |C2 = U |C2. Теорема 5 доказана.
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3. Изоморфизм Π-разбиений

Два прямоугольных фрагмента Π-разбиения U назовём горизонталь-

но (вертикально) соседними, если соответствующие этим фрагментам
гиперблоки горизонтально (вертикально) соседние. Прямоугольный фра-
гмент S ∈ F(U) назовём горизонтальным (вертикальным) соединением

прямоугольных фрагментов S1, S2 ∈ F(U), если соответствующий фраг-
менту S гиперблок Π-разбиения U является горизонтальным (вертикаль-
ным) соединением гиперблоков этого разбиения, соответствующих фраг-
ментам S1, S2.

Пусть U, T ∈ Πn, |U | = |T | и µ— взаимно однозначное отображение
Π-разбиения U на Π-разбиение T .

Будем говорить, что отображение µ сохраняет однородность бло-

ков, если для любых Q ∈ U , i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {0, 1} из включения
Q ∈ U δ

i следует µ(Q) ∈ T δ
i . Будем говорить, что отображение µ сохра-

няет свойство подсемейств быть прямоугольными фрагментами, если
для любого S ⊆ U и его образа µ(S) из включения S ∈ F(U) следу-
ет µ(S) ∈ F(T ). Будем говорить, что отображение µ сохраняет соеди-

няемость прямоугольных фрагментов, если оно, во-первых, сохраняет
свойство подсемейств быть прямоугольными фрагментами; во-вторых,
для любых S, S1, S2 ∈ F(U) справедливо утверждение: если фрагмент S
является горизонтальным (вертикальным) соединением фрагментов S1

и S2, то фрагмент µ(S) является горизонтальным (вертикальным) со-
единением фрагментов µ(S1) и µ(S2).

Полуизоморфизмом Π-разбиения U ∈ Πn на Π-разбиение T ∈ Πn на-
зовём такое взаимно однозначное отображение µ : U → T , что µ сохра-
няет однородность блоков и соединяемость прямоугольных фрагментов.
Π-разбиение T назовём полуизоморфным образом Π-разбиения U ∈ Πn,
если существует полуизоморфизм µ : U → T .

Изоморфизмом Π-разбиения U ∈ Πn на Π-разбиение T ∈ Πn назо-
вём такой полуизоморфизм µ : U → T , что обратное отображение µ−1

является полуизоморфизмом T на U . Будем говорить, что Π-разбиения
U, T ∈ Πn изоморфны, если существует изоморфизм µ : U → T .

Сужение U |P Π-разбиения U ∈ Π на прямоугольник P ⊆ “U назовём
строгим, если для любого блока Q ∈ U справедливо Q ∩ P 6= ∅.

Пример полуизоморфизма даёт следующая лемма. Она очевидным
образом следует непосредственно из определений.

Лемма 6. Если сужение U |P Π-разбиения U ∈ Π на прямоугольник

P ⊆ “U строгое, то заданное равенством µ(Q) = Q ∩ P отображение
µ : U → U |P является полуизоморфизмом.

Теорема 6. Для любого Π-разбиения U ∈ Π и любого его полуизо-
морфного образа T ∈ Π справедливо включение N(U) ⊆ N(T ).
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Доказательство. Через µ : U → T обозначим полуизоморфизм Π-
разбиения U на Π-разбиение T . Доказательство проведём индукцией
по мощности Π-разбиения U .

При |U | = 1 класс N(U) по определению состоит из всех таких одно-
буквенных формул xδi , что единственный блок Π-разбиения U является
(i, δ)-однородным множеством. В силу равенства |T | = |U | то же самое
справедливо и для класса N(T ), поэтому включение N(U) ⊆ N(T ) сле-
дует из сохранения полуизоморфизмом µ однородности блоков.

Пусть m > 1 и теорема доказана для всех U ∈ Π мощности |U | 6 m.
Докажем её для произвольного U ∈ Π мощности |U | = m + 1. Чтобы
доказать включение N(U) ⊆ N(T ), достаточно доказать два включения:
N∨(U) ⊆ N∨(T ) и N∧(U) ⊆ N∧(T ).

Докажем первое включение (второе доказывается аналогично). В си-
лу определения классов формул N∨(U) и N∨(T ) для этого достаточно
установить такое инъективное отображение h множества Ch(“U,U) в мно-
жество Ch(T̂ , T ), что для любого разреза {C1, C2} ∈ Ch(“U,U) и соот-
ветствующего ему разреза {D1,D2} ∈ Ch(T̂ , T ) справедливо включение
M∨(U, {C1, C2}) ⊆ M∨(T, {D1,D2}). Установим такое отображение.

Сначала, учитывая, что полуизоморфизм сохраняет свойство под-
семейств быть прямоугольными фрагментами, расширим отображение
µ : U → T до отображения µ : H(U) → H(T ) по следующему правилу:
для любого гиперблока C ∈ H(U) его образ µ(C) по определению есть
гиперблок, соответствующий прямоугольному фрагменту разбиения T ,
являющемуся образом µ(H|C) прямоугольного фрагмента H|C разбие-
ния U .

Заметим, что, во-первых, отображение µ инъективно. Это следует
из инъективности µ. Во-вторых, µ сохраняет горизонтальную соединяе-
мость гиперблоков в том смысле, что для любых C,C1, C2 ∈ H(T ) спра-
ведливо утверждение: если гиперблок C является горизонтальным со-
единением гиперблоков C1 и C2, то гиперблок µ(C) разбиения T яв-
ляется горизонтальным соединением гиперблоков µ(C1) и µ(C2) этого
разбиения. Это следует из сохранения полуизоморфизмом µ соединя-
емости прямоугольных фрагментов. В-третьих, очевидно справедливо
равенство µ(“U) = T̂ . Из этих свойств µ следует, что для любого разреза
{C1, C2} ∈ Ch(“U,U) справедливо включение {µ(C1), µ(C2)} ∈ Ch(T̂ , T )
и заданное равенством µ(h)({C1, C2}) = {µ(C1), µ(C2)} отображение µ(h):
Ch(“U,U) → Ch(T̂ , T ) инъективно. Покажем, что µ(h) и есть искомое отоб-
ражение h.

Из определения отображения µ(C) следует, что для любого гипербло-
ка C ∈ H(U) сужение полуизоморфизма µ на прямоугольный фрагмент
U |C разбиения U является биекцией этого фрагмента на прямоугольный
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фрагмент T |µ(C) разбиения T . Это сужение сохраняет однородность бло-
ков, поскольку его сохраняет µ. Также оно сохраняет соединяемость пря-
моугольных фрагментов, поскольку его сохраняет µ, и по лемме 4 спра-
ведливо включение F(U |C) ⊆ F(U). Таким образом, это сужение являет-
ся полуизоморфизмом Π-разбиения U |C на Π-разбиение T |µ(C). Отсюда
следует, что для любого разреза {C1, C2} ∈ Ch(“U,U) в силу неравенств
|U |C1| < |U | и |U |C2| < |U | по предположению индукции справедливы
включения N(U |C1) ⊆ N(T |µ(C1)) и N(U |C2) ⊆ N(T |µ(C2)), а значит,
и включение M∨(U, {C1, C2}) ⊆ M∨(T, {µ(C1), µ(C2)}). Последнее озна-
чает, что µ(h) является искомым отображением h. Теорема 6 доказана.

Теорема 7 является очевидным следствием теоремы 6.

Теорема 7. Для любых двух изоморфных Π-разбиений U, T ∈ Π
справедливо равенство N(U) = N(T ).

Теорема 8 является очевидным следствием теоремы 6 и леммы 6.

Теорема 8. Если сужение U |P Π-разбиения U ∈ Π на прямоугольник

P ⊆ “U строгое, то справедливо включение N(U) ⊆ N(T ).

4. Представления формул

Конечное множество, состоящее из подряд идущих целых положи-
тельных чисел, будем называть интервалом. Для произвольных целых
0 6 i 6 j 6 m и интервала J = {j, j + 1, . . . , j + m} интервал 〈i, J〉 =
{(j− i), (j− i)+ 1, . . . , (j− i)+m} назовём сдвигом интервала J на i по-

зиций влево. Длиной |F | слова F ∈ A (т. е. слова в алфавите A =
{∨,∧, (, )} ∪X) назовём число букв в этом слове.

Для произвольного слова F ∈ A и интервала I, |I| = |F |, пару (F, I)
будем называть репродуцированным словом. Слово F при этом назовём
прототипом, интервал I — носителем, наименьшее число из интерва-
ла I — левым индексом, наибольшее — правым индексом этого репроду-
цированного слова. Репродуцированное слово (F, I) с левым индексом i

будем обозначать F (i).
Через A

∞ обозначим множество всех репродуцированных слов. Ес-
ли это не вызывает недоразумений, то репродуцированные слова будем
называть просто словами.

Через ‹F обозначим прототип, через F — носитель слова F ∈ A∞. Бу-
дем говорить, что слово F ∈ A

∞ является экземпляром слова A ∈ A,
если ‹F = A. По определению равенство F = H для слов F,H ∈ A

∞ озна-
чает, что ‹F = ‹H и F = H. Заметим, что равенство F = ‹F (i) для слова
F ∈ A

∞ справедливо тогда и только тогда, когда число i равно левому
индексу F .
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Для произвольного слова A = a1a2 . . . ak ∈ A и любого интервала
J = {j, j+1, . . . , j+m} ⊆ {1, 2, . . . , k} слово A|J = ajaj+1 . . . aj+m назовём
сужением слова A на интервал J .

Будем говорить, что слово H ∈ A
∞ является подсловом слова F =

‹F (i) ∈ A
∞, если H ⊆ F и ‹H = ‹F |〈i − 1,H〉. Будем говорить, что слово

H ∈ A∞ является подсловом слова F ∈ A, если H является подсловом
слова F (1).

Слово F ∈ A
∞ назовём репродуцированной формулой, если ‹F ∈ N.

Через N∞ обозначим множество всех репродуцированных формул. Если
это не вызывает недоразумений, то репродуцированные формулы будем
называть просто формулами.

Будем говорить, что формула F ∈ N
∞ является дизъюнкцией (конъ-

юнкцией), если дизъюнкцией (конъюнкцией) является прототип ‹F этой
формулы.

Формулу H ∈ N
∞ назовём подформулой формулы F ∈ N∪N∞, если H

является подсловом F . Через P(F ) обозначим множество всех подфор-
мул формулы F ∈ N ∪N

∞. Через N
∞
n обозначим множество формул

N
∞
n = {F ∈ N

∞ | ‹F ∈ Nn}, n = 1, 2, 3, . . . .

Сложность L(F ) формулы F ∈ N∞ по определению равна сложности
L(‹F ) прототипа ‹F этой формулы. Точно так же реализуемая формулой

F ∈ N∞ булева функция по определению равна булевой функции, реа-
лизуемой прототипом ‹F этой формулы.

Следующие три утверждение вытекают непосредственно из опреде-
лений и из утверждений 1 и 2.

Утверждение 3. Для любой подформулы K ∈ P(F ) формулы F ∈
N

∞ справедливо включение P(K) ⊆ P(F ).

Утверждение 4. Для любой формулы F ∈ N
∞ справедливо вклю-

чение F ∈ P(F ).

Утверждение 5. Для любой формулы F ∈ N
∞ сложности L(F ) > 2

существует единственная её подформула L ∈ P(F ), левый индекс кото-
рой на единицу превосходит левый индекс самой F , и существует един-
ственная её подформула R ∈ P(F ), правый индекс которой на единицу

меньше правого индекса самой F . Для прототипов ‹F, L̃, R̃ этих формул

справедливо равенство ‹F = (L̃∨ R̃), если F является дизъюнкцией, и ра-

венство ‹F = (L̃ ∧ R̃), если F является конъюнкцией.

Главной подформулой формулы F ∈ N
∞ будем называть саму фор-

мулу F . Главной подформулой формулы F ∈ N назовём формулу F (1).
Левой подформулой формулы F ∈ N∞ назовём её подформулу, левый
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индекс которой на единицу превосходит левый индекс F . Правой под-

формулой формулы F ∈ N∞ назовём её подформулу, правый индекс ко-
торой на единицу меньше правого индекса F . Формулу F ∈ N

∞ назовём
соединением формул H,T ∈ N

∞, если одна из двух последних являет-
ся левой, а другая — правой подформулой F . Если при этом F являет-
ся дизъюнкцией (конъюнкцией), то будем называть её дизъюнктивным

(конъюнктивным) соединением формул H и T . Формулы H,T ∈ N∞

назовём соседними, если существует соединяющая их формула F ∈ N
∞.

Следующие утверждения являются простыми следствиями утвержде-
ний 1, 2 и 5.

Утверждение 6. Для любой формулы K ∈ N
∞ сложности L(K) >

2 множества подформул P(L) и P(R) её левой и правой подформул L
и R и множество {K} попарно не пересекаются и справедливо равенство
P(K) = P(L) ∪ P(R) ∪ {K}.

Утверждение 7. Для любой подформулы H ∈ P(F ), H 6= F , фор-
мулы F ∈ N∞ существует единственная соседняя с ней подформула
T ∈ P(F ) и единственная соединяющая H и T подформула K ∈ P(F ).

Формулы H,T ∈ N
∞ будем называть дизъюнктивно (конъюнктив-

но) соседними подформулами формулы F ∈ N∞, если H,T являются
соседними подформулами этой формулы и единственная соединяющая
их подформула K ∈ P(F ) является дизъюнкцией (конъюнкцией).

Подформулу H ∈ P(F ) формулы F ∈ N∪N∞ назовём элементарной,
если прототип ‹H этой подформулы является некоторой однобуквенной
формулой. Через p(F ) обозначим множество всех элементарных подфор-
мул формулы F ∈ N ∪N

∞, через pδi (F )— множество всех элементарных
подформул этой формулы, являющихся экземплярами формулы xδi .

Интерпретацией формулы F ∈ N∞
n в виде Π-разбиения U ∈ Πn (или

просто интерпретацией формулы F ) будем называть такое отображение
A : P(F ) → H(U) множества подформул P(F ) формулы F в множество
гиперблоков H(U) разбиения U , которое удовлетворяет следующим трём
условиям интерпретации.

1. Справедливо равенство A(F ) = “U .
2. При любых i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {0, 1} для любой элементарной под-

формулы H ∈ pδi (F ) справедливо включение A(H) ∈ U δ
i .

3. Для любых трёх подформул G,H, T ∈ P(F ) справедливо утвержде-
ние: если формула G является дизъюнктивным соединением формул H
и T , то гиперблок A(G) разбиения U является горизонтальным соедине-
нием гиперблоков A(H) и A(T ) этого разбиения, а если формула G яв-
ляется конъюнктивным соединением формул H и T , то гиперблок A(G)
является вертикальным соединением гиперблоков A(H) и A(T ).
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Интерпретацией формулы F ∈ Nn в виде Π-разбиения U ∈ Πn будем
называть интерпретацию её главной подформулы в виде U .

Будем говорить, что формула F ∈ Nn∪N∞
n представима в виде Π-раз-

биения U ∈ Πn, если существует интерпретация F в виде U . Само Π-раз-
биение U будем называть при этом представлением формулы F . Будем
говорить, что формула F ∈ Nn ∪ N

∞
n представима на прямоугольнике

C ∈ RECn, если существует такое Π-разбиение U этого прямоугольника,
что U является представлением F .

Следующая теорема вытекает непосредственно из определений.

Теорема 9. При любой интерпретации формулы F ∈ N ∪N
∞ в ви-

де Π-разбиения U ∈ Π любым двум дизъюнктивно соседним подфор-
мулам F соответствуют горизонтально соседние гиперблоки U , любым
двум конъюнктивно соседним подформулам F соответствуют вертикаль-
но соседние гиперблоки U .

Теорема 10. Если отображение A : P(F ) → H(U) является интер-
претацией формулы F ∈ N ∪ N∞ в виде Π-разбиения U ∈ Π, то суже-
ние отображения A на множество подформул P(K) любой подформулы
K ∈ P(F ) является интерпретацией этой подформулы в виде Π-разбие-
ния U |A(K).

Доказательство проведём индукцией по сложности подформулы
K ∈ P(F ). Через AK обозначим сужение отображения A на множе-
ство подформул P(K), через UK — сужение Π-разбиения U на гипербло-
ки A(K) этого разбиения.

При L(K) = 1 формула K является единственной своей подформулой
и при этом элементарной. Последнее по второму условию интерпретации
означает, что A(K) ∈ U . Следовательно, A(K) является единственным
блоком и единственным гиперблоком Π-разбиения UK , поэтому AK яв-
ляется отображением множества P(K) в множество гиперблоков H(UK)
и очевидным образом удовлетворяет всем условиям интерпретации.

Пусть m > 1 и для любой подформулы K ∈ P(F ) сложности L(K) 6
m теорема доказана. Докажем её для произвольной подформулы K ∈
P(F ) сложности L(K) = m+ 1.

Рассмотрим случай, когда K является дизъюнкцией (случай конъ-
юнкции рассматривается аналогично). Через L и R обозначим левую
и правую подформулы K, через AL и AR — сужения отображения A
на множества подформул P(L) и P(R), через UL и UR — сужения Π-раз-
биения U на гиперблоки A(L) и A(R) этого разбиения. Из неравенств
L(L) < L(K) и L(R) < L(K) следует, что по предположению индук-
ции отображения AL и AR являются интерпретациями подформул L и R
в виде Π-разбиений UL и UR. Это, в частности, означает, что для любого
G ∈ P(L) справедливо включение AL(G) ∈ H(UL) и для любого G ∈ P(R)
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справедливо включение AR(G) ∈ H(UR). По третьему условию интерпре-
тации гиперблок A(K) Π-разбиения U является горизонтальным соеди-
нением гиперблоков A(L) и A(R) этого разбиения, поэтому UL и UR явля-
ются горизонтально соседними фрагментами Π-разбиения UK и, значит,
справедливы включения UL, UR ⊆ UK и H(UL),H(UR) ⊆ H(UK).

Из определения отображений AK , AL, AR и утверждения 6 следует,
что для любой подформулы G ∈ P(K) значение AK(G) удовлетворяет
равенству

AK(G) =





A(K) при G = K,

AL(G) при G ∈ P(L),

AR(G) при G ∈ P(R).

Тем самым из равенства A(K) = ”UK и включения H(UL),H(UR) ⊆
H(UK) следует, что сужение AK является отображением множества P(K)
в множество H(UK).

Отображение AK удовлетворяет первому условию интерпретации, по-
скольку справедливо равенство AK(K) = A(K) = ”UK .

Отображение AK удовлетворяет второму условию интерпретации, так
как в силу утверждения 6 для любой элементарной подформулы H ∈
pδi (K) выполнено одно из двух включений: H ∈ pδi (L) или H ∈ pδi (R).
По второму условию интерпретации (которому удовлетворяют AL и AR)
в первом случае прямоугольник AK(H) = AL(H) является (i, δ)-однород-
ным блоком Π-разбиения UL, во втором случае прямоугольник AK(H) =
AR(H) является (i, δ)-однородным блоком Π-разбиения UR. В силу вклю-
чения UL, UR ⊆ UK в обоих случаях прямоугольник AK(H) является
(i, δ)-однородным блоком Π-разбиения UK .

Покажем, что AK удовлетворяет третьему условию интерпретации.
Пусть для некоторых G,H, T ∈ P(K) формула G является дизъюнктив-
ным соединением формул H и T . В силу утверждения 6 для G выполнено
одно из трёх включений G ∈ P(L), G ∈ P(R) или G ∈ {K}.

В первом случае из утверждения 3 вытекает включение H,T ∈ P(L).
Следовательно, гиперблок AK(G) = AL(G) Π-разбиения UK является
горизонтальным соединением гиперблоков AK(H) = AL(H) и AK(T ) =
AL(T ) этого разбиения, поскольку третьему условию интерпретации удо-
влетворяет AL.

Во втором случае из утверждения 3 вытекает включение H,T ∈ P(R).
Следовательно, гиперблок AK(G) = AR(G) Π-разбиения UK является
горизонтальным соединением гиперблоков AK(H) = AR(H) и AK(T ) =
AR(T ) этого разбиения, поскольку третьему условию интерпретации удо-
влетворяет AR.
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В третьем случае справедливо равенство G = K и одна из фор-
мул H, T является формулой L, а другая — формулой R. Без ограни-
чения общности считаем, что H = L, T = R. В этом случае гиперблок
AK(G) = A(K) Π-разбиения UK является горизонтальным соединением
гиперблоков AK(H) = A(L) и AK(T ) = A(R) этого разбиения, поскольку
третьему условию интерпретации удовлетворяет A.

Случай, когда G является конъюнктивным соединением формул H
и T , рассматривается аналогично. Теорема 10 доказана.

Теоремы 11–13 являются простыми следствиями теоремы 10. Их дока-
зательства однотипны и проводятся очевидной индукцией по сложности
формулы F ∈ N ∪N∞.

Теорема 11. Любая интерпретация A : P(F ) → H(U) формулы F ∈
N∪N

∞ в виде Π-разбиения U ∈ Π является инъективным отображением
P(F ) в H(U).

Теорема 12. При любой интерпретации A : P(F ) → H(U) формулы
F ∈ N∪N

∞ в виде Π-разбиения U ∈ Π для любых подформул K ∈ P(F )
и H ∈ P(K) справедливо включение A(H) ⊆ A(K).

Теорема 13. Сужение любой интерпретации A : P(F ) → H(U) фор-
мулы F ∈ N ∪ N

∞ в виде Π-разбиения U ∈ Π на множество элемен-
тарных подформул p(F ) является взаимно однозначным отображением
этого множества на U .

Следующая теорема является очевидным следствием теоремы 13.

Теорема 14. Если формула F ∈ N ∪N
∞ представима в виде Π-раз-

биения U ∈ Π, то L(F ) = |U |.
Теорема 15. Если Π-разбиение U ∈ Π является представлением хотя

бы одного экземпляра F (l) ∈ N
∞ формулы F ∈ N, то оно является

представлением любого другого экземпляра F (p) ∈ N∞ этой формулы.

Доказательство. Через Al : P(F (l)) → H(U) обозначим какую-ни-
будь интерпретацию формулы F (l) в виде U . Используя Al, построим
интерпретацию Ap формулы F (p) в виде U .

Очевидно, что любая подформула формулы F (p) является некоторым
экземпляром K(j) некоторой формулы K ∈ N, и при этом экземпляр
K(j+l−p) той же формулы является подформулой формулы F (l). Оче-
видно также, что заданное правилом ϕp,l

F (K(j)) = K(j+l−p) отображение
ϕp,l
F : P(F (p)) → P(F (l)) обладает следующими свойствами:

1) справедливо равенство ϕp,l
F (F (p)) = F (l);

2) для любых i, δ и любой элементарной подформулы H ∈ pδi (F
(p))

справедливо включение ϕp,l
F (H) ∈ pδi (F

(l));
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3) для любых трёх подформул G,H, T ∈ P(F (p)) справедливо утвер-
ждение: если формула G является дизъюнктивным соединением фор-
мул H и T , то формула ϕp,l

F (G) является дизъюнктивным соединением
ϕp,l
F (H) и ϕp,l

F (T ), а если G является конъюнктивным соединением фор-
мул H и T , то ϕp,l

F (G) является конъюнктивным соединением ϕp,l
F (H)

и ϕp,l
F (T ).
Из этих свойств отображения ϕp,l

F следует, что заданное равенством
Ap = ϕp,l

F ◦Al отображение Ap : P(F (p)) → H(U) удовлетворяет всем усло-
виям интерпретации. Теорема 15 доказана.

Теорема 16. Для того чтобы формула F ∈ N
∞ была представима

в виде Π-разбиения U ∈ Π, необходимо и достаточно, чтобы для её про-

тотипа ‹F было выполнено включение ‹F ∈ N(U).

Доказательство. Необходимость докажем индукцией по слож-
ности формулы F . Через A : P(F ) → H(U) обозначим какую-нибудь ин-
терпретацию F в виде U .

При L(F ) = 1 прототипом ‹F формулы F является некоторая однобук-
венная формула xδi . Следовательно, по условию интерпретации 2 прямо-
угольник A(F ) является (i, δ)-однородным блоком U . Кроме того, в силу
теоремы 14 он является единственным блоком U . Значит, по определе-
нию класса формул N(U) справедливо включение ‹F = xδi ∈ N(U).

Пусть m > 1 и необходимость доказана для любой формулы F ∈ N∞

сложности L(F ) 6 m. Докажем её для произвольной формулы F ∈ N
∞

сложности L(F ) = m+ 1.
Рассмотрим случай, когда F является дизъюнкцией (случай конъ-

юнкции рассматривается аналогично). Через L и R обозначим левую
и правую подформулы F , через AL и AR — сужения отображения A
на множества подформул P(L) и P(R), через UL и UR — сужения Π-разби-
ения U на гиперблоки A(L) и A(R) этого разбиения. По теореме 10 суже-
ния AL и AR являются интерпретациями формул L и R в виде Π-разби-
ений UL и UR. Следовательно, по предположению индукции L̃ ∈ N(UL)

и R̃ ∈ N(UR). Кроме того, по условиям интерпретации 1 и 3 (кото-
рым удовлетворяет A) пара {A(L), A(R)} гиперблоков Π-разбиения U
представляет собой индуцированный U горизонтальный разрез главного
гиперблока “U = A(F ) этого разбиения, т. е. {A(L), A(R)} ∈ Ch(“U,U).
Значит, по определению класса формул N(U) справедливо включение
N(UL) ∨ N(UR) ⊆ N(U), поэтому и в силу утверждения 5 справедливо
включение ‹F = (L̃ ∨ R̃) ∈ N(U). Необходимость доказана.

Достаточность докажем индукцией по мощности Π-разбиения U .
При |U | = 1 главный гиперблок “U разбиения U является единственным
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блоком и единственным гиперблоком этого разбиения. Значит, по опре-
делению класса формул N(U) из включения ‹F ∈ N(U) следует, что для
некоторых i, δ справедливы равенство ‹F = xδi и включение “U ∈ U δ

i . Тем
самым |P(F )| = 1 и отображение A : P(F ) → H(U), которое единственной
подформуле F ∈ P(F ) ставит в соответствие единственный гиперблок
“U ∈ H(U), удовлетворяет всем условиям интерпретации. Следовательно,
формула F представима в виде Π-разбиения U .

Пусть m > 1 и достаточность доказана для любого Π-разбиения U ∈ Π
мощности |U | 6 m. Докажем её для произвольного Π-разбиения U ∈ Π
мощности |U | = m+ 1.

Рассмотрим случай, когда F является дизъюнкцией (случай конъ-
юнкции рассматривается аналогично). Пусть L и R — левая и правая под-
формулы F . По утверждению 5 справедливо равенство ‹F = (L̃ ∨ R̃), по-
этому по определению класса формул N(U) из включения ‹F ∈ N(U) сле-
дует, что существует горизонтальный разрез {CL̃, C‹R} ∈ Ch(“U,U) глав-

ного гиперблока “U , для которого справедливы включения L̃ ∈ N(U |C
L̃
)

и R̃ ∈ N(U |C‹R). По предположению индукции формула L представи-
ма в виде Π-разбиения UL = U |CL̃ и формула R — в виде Π-разбиения
UR = U |C‹R. Через AL : P(L) → H(UL) обозначим интерпретацию L в ви-
де UL, через AR : P(R) → H(UR)— интерпретацию R в виде UR. Учиты-
вая утверждение 6 и очевидное включение H(UL),H(UR) ⊆ H(U), опре-
делим отображение A : P(F ) → H(U) по следующей формуле:

A(K) =





“U при K = F ,

AL(K) при K ∈ P(L),

AR(K) при K ∈ P(R).

Отображение A удовлетворяет трём условиям интерпретации, посколь-
ку этим условиям удовлетворяют AL и AR и главный гиперблок A(F ) =
“U Π-разбиения U является горизонтальным соединением гиперблоков
A(L) = CL̃ и A(R) = C‹R этого разбиения. Следовательно, A является
интерпретацией формулы F в виде Π-разбиения U и, значит, F предста-
вима в виде U . Достаточность доказана. Теорема 16 доказана.

Следующая теорема является очевидным следствием теоремы 16.

Теорема 17. Для того чтобы формула F ∈ N была представима
в виде Π-разбиения U ∈ Π, необходимо и достаточно, чтобы F ∈ N(U).

Теоремы 18 и 19 являются следствиями теоремы 17 и теорем 2, 3.

Теорема 18. Если Π-разбиения U, V ∈ Π горизонтально соседние
и формула F ∈ N представима в виде U , а формула G ∈ N представима
в виде V , то формула (G ∨ V ) представима в виде U ∪ V .
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Теорема 19. Если Π-разбиения U, V ∈ Π вертикально соседние
и формула F ∈ N представима в виде U , а формула G ∈ N предста-
вима в виде V , то формула (G ∧ V ) представима в виде U ∪ V .

Теорема 20. Если формула F ∈ Nn ∪ N
∞
n представима на прямо-

угольнике P ∈ RECn, то для реализуемой этой формулой булевой функ-
ции f(x1, . . . , xn) справедливо включение P ⊆ f−1(0) × f−1(1).

Доказательство. Рассмотрим произвольное Π-разбиение U прямо-
угольника P , являющееся представлением формулы F . Из включения
P ∈ RECn следует U ∈ Πn. В случае F ∈ Nn по теореме 17 справедли-
во включение F ∈ N(U), в случае F ∈ N∞

n по теореме 16 справедливо
включение ‹F ∈ N(U). В обоих случаях по теореме 4 для главного гипер-
блока “U = P разбиения U и реализуемой формулой F булевой функции
f(x1, . . . , xn) справедливо включение P ⊆ f−1(0) × f−1(1). Теорема 20
доказана.

Булеву функцию будем называть тривиальной, если она тождествен-
но равна константе, и нетривиальной в противном случае. Для нетри-
виальной булевой функции f прямоугольник f−1(0) × f−1(1) будем на-
зывать собственным прямоугольником этой функции.

Теорема 21 является очевидным следствием теоремы 20.

Теорема 21. Если формула F ∈ Nn представима на собственном
прямоугольнике нетривиальной булевой функции f(x1, . . . , xn), то она
реализует эту функцию.

Заметим, что не всякая реализующая нетривиальную булеву функ-
цию f(x1, . . . , xn) формула F ∈ Nn представима на собственном пря-
моугольнике этой функции. Например, реализующая булеву функцию
f(x1) = x1 формула F =

(
x11 ∨ x11

)
не имеет такого представления. Это

следует из того, что в данном случае мощность собственного прямоуголь-
ника f равна 1, а представление F должно иметь 2 блока.

Формула F ∈ N называется минимальной, если она имеет наимень-
шую сложность среди всех формул из N, реализующих ту же булеву
функцию, что и F . Сложностью L(f) булевой функции f называется
сложность реализующей её минимальной формулы F ∈ N.

Теорема 22. Любая реализующая нетривиальную булеву функцию
f(x1, . . . , xn) минимальная формула F ∈ N представима на собственном
прямоугольнике этой функции.

Доказательство. Заметим, что из минимальности F следует вклю-
чение F ∈ Nn. Через Pf обозначим собственный прямоугольник функ-
ции f . Доказательство проведём индукцией по сложности этой функции.
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При L(f) = 1 минимальная формула F по определению однобук-
венная, поэтому из включения F ∈ Nn следует, что для некоторых
i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {0, 1} справедливо равенство F = xδi , а значит, и ра-
венство f−1(0) × f−1(1) = Xδ

i . Очевидно, что Π-разбиение U = {Xδ
i }

прямоугольника Pf является представлением F .
Пусть m > 1 и теорема доказана для любой нетривиальной функ-

ции f(x1, . . . , xn) сложности L(f) 6 m. Докажем её для произвольной
функции f(x1, . . . , xn) 6= const сложности L(f) = m+ 1.

Рассмотрим случай F = (H ∨ T ) (случай F = (H ∧ T ) рассматрива-
ется аналогично). Из того, что F ∈ Nn, следует, что H,T ∈ Nn. Через
h(x1, . . . , xn) и t(x1, . . . , xn) обозначим реализуемые формулами H и T
функции. Из минимальности F следует, что формулы H, T минималь-
ные, h 6= t и h, t 6= const. Через Ph и Pt обозначим собственные пря-
моугольники функций h и t. По предположению индукции формулы H
и T представимы на прямоугольниках Ph и Pt. Через Uh и Ut обозначим
соответствующие представления.

Из равенства f = h ∨ t и неравенств h 6= t, f, h, t 6= const сле-
дует, что, во-первых, множества P1 = Pf ∩ Ph и P2 = Pf ∩ Pt непу-
стые, т. е. являются прямоугольниками; во-вторых, вертикальные сторо-
ны f−1(0) ∩ h−1(0) и f−1(0) ∩ t−1(0) этих прямоугольников равны вер-
тикальной стороне f−1(0) прямоугольника Pf ; в-третьих, справедливы
соотношения Pf = P1 ∪ P2 и Pf 6= P1, Pf 6= P2. Отсюда следует, что мно-
жество P ′

2 = Pf \P1 непустое, т. е. также является прямоугольником; пря-
моугольники P1 и P ′

2 горизонтально соседние, прямоугольник Pf являет-
ся их горизонтальным соединением; и справедливы включения P1 ⊆ Ph,
P ′
2 ⊆ Pt. Тем самым сужения U1 = Uh|P1 и U ′

2 = Ut|P ′
2 являются го-

ризонтально соседними Π-разбиениями, а их объединение Uf = U1 ∪ U ′
2

является Π-разбиением прямоугольника Pf .
Заметим, что сужения U1 = Uh|P1 и U ′

2 = Ut|P ′
2 строгие. Действитель-

но, в противном случае справедливо хотя бы одно из строгих неравенств
|U1| < |Uh| или |U ′

2| < |Ut|. Значит, в силу теоремы 14 справедливо и стро-
гое неравенство

|Uf | = |U1|+ |U ′
2| < |Uh|+ |Ut| = L(H) + L(T ) = L(F ),

откуда по теоремам 14 и 17 следует, что для любой формулы G ∈ N(Uf )
справедливо неравенство L(G) < L(F ), но поскольку по теореме 21 фор-
мула G реализует функцию f , это противоречит минимальности F .

По теореме 8 из строгости сужений U1 = Uh|P1 и U ′
2 = Ut|P ′

2 вытекают
включения N(Uh) ⊆ N(U1) и N(Ut) ⊆ N(U ′

2), из которых по теореме 17
следуют включения H ∈ N(U1) и T ∈ N(U ′

2). Значит, по теореме 17 фор-
мулы H и T представимы в виде Π-разбиений U1 и U ′

2 соответственно,
поэтому в силу теоремы 18 формула F = (H ∨ T ) представима в виде
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Π-разбиения Uf = U1 ∪ U ′
2. Следовательно, она представима на прямо-

угольнике Pf . Теорема 22 доказана.

Минимальным Π-разбиением прямоугольника P ∈ RECn назовём лю-
бое Π-разбиение этого прямоугольника, которое имеет наименьшую мощ-
ность среди всех Π-разбиений P .

Теорема 23. Сложность нетривиальной булевой функции равняется
мощности минимального Π-разбиения её собственного прямоугольника.

Доказательство. Поскольку сложность (формульная) булевой фу-
нкции не меняется при переименовании (без отождествления) перемен-
ных, достаточно доказать теорему для булевой функции f(x1, . . . , xn).
Рассмотрим произвольное Π-разбиение U собственного прямоугольни-
ка Pf этой функции и произвольную формулу F ∈ N(U). Из включе-
ния U ∈ Πn и определения класса N(U) следует включение F ∈ Nn.
По теореме 17 формула F представима в виде U и, значит, представима
на прямоугольнике Pf . По теореме 21 она реализует функцию f . Следо-
вательно, по теореме 14 и определению L(f) имеем |U | = L(F ) > L(f).
Поскольку U выбрано произвольно, неравенство |U | > L(f) справедливо
для любого Π-разбиения U собственного прямоугольника функции f .

Если в качестве U выбрано представление какой-нибудь реализую-
щей f минимальной формулы F (по теореме 22 среди Π-разбиений Pf

такие представления существуют), то по теореме 14 и определению L(f)
имеем |U | = L(F ) = L(f). Значит, U является минимальным Π-разби-
ением собственного прямоугольника булевой функции f и справедливо
равенство |U | = L(f). Теорема 23 доказана.
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Abstract. A class of objects called Π-partitions is defined. These ob-
jects, in a certain well-defined sense, are the equivalents of formulas in
a basis consisting of disjunction, conjunction and negation, in which
negations are possible only over variables (normalized formulas). Π-
partitions are seen as representations of formulas, just as equivalents
and graphical representations of the same formulas can be considered
Π-schemes. Some theory of such representations has been developed
which is essentially a mathematical apparatus focused on describing
a class of minimal normalized formulas implementing linear Boolean
functions. Bibliogr. 18.

Keywords: Boolean function, normalized formula, minimal formula,
representation of a formula, Π-scheme, Π-partition, lower bound for the
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