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Аннотация. Триод — это дерево с тремя листьями и единственной
вершиной степени 3. Задача о независимом множестве разрешима
за полиномиальное время для графов, не содержащих в качестве
подграфа триод с любым фиксированным числом вершин. Если
же запрещается порождённый триод с k вершинами, то при k > 5
сложность решения этой задачи неизвестна. В статье рассматри-
ваются промежуточные случаи, когда запрещаются порождённый
триод с любым фиксированным числом вершин и некоторые его
надграфы. Для произвольного триода с фиксированным числом
вершин доказана разрешимость задачи о независимом множестве
за полиномиальное время в следующих случаях:

1) запрещаются триод и все его остовные надграфы с ограни-
ченными степенями вершин;

2) запрещаются триод и все его остовные надграфы с большим
дефицитом (числом рёбер в дополнительном графе);

3) запрещаются триод и все его надграфы, из которых с по-
мощью операции пересечения графов можно получить этот триод,
а в самом графе есть вершина с ограниченной антистепенью.
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Введение

Под классом графов понимается множество графов, замкнутое от-
носительно переименования вершин. Класс графов называется наслед-

ственным, если он замкнут относительно удаления вершин, и монотон-

ным, если он замкнут относительно удаления вершин и рёбер. Отметим,
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что в работе [1] монотонные классы были названы по-другому, а имен-
но, сильно наследственными. Чтобы чётче различать понятия «наслед-
ственный класс» и «сильно наследственный класс», в отношении по-
следнего в этой статье всегда будем использовать термин «монотонный
класс», так же, как это сделано в работе [2].

Любой наследственный класс X может быть задан множеством за-

прещённых подграфов M: X состоит из всех графов, не содержащих по-
рождённых подграфов, изоморфных графам из M. В этом случае пи-
шут X = Free(M), а графы из X называют M-свободными. Если M
конечное, класс Free(M) называется конечно определённым. Всякий мо-
нотонный класс наследственный, поэтому может быть задан множеством
запрещённых (порождённых) подграфов. При этом множество запрещён-
ных подграфов для монотонного класса имеет очевидную особенность:
вместе со всяким содержащимся в нём графом оно содержит также все
графы, получающиеся из него добавлением рёбер.

Независимое множество в графе — это множество не смежных меж-
ду собой вершин. Задача о независимом множестве состоит в том, что-
бы в заданном графе найти независимое множество наибольшей мощно-
сти. Размер наибольшего независимого множества (ННМ) графа G на-
зывается его числом независимости и обозначается через α(G). Задача
о независимом множестве NP-трудна в множестве всех графов и оста-
ётся такой для многих классов графов, такие классы называем НМ-
сложными. Известно также немало классов графов, для которых она мо-
жет быть решена за полиномиальное время, их называем НМ-простыми.
Есть результаты и общего характера, относящияся не к отдельным клас-
сам, а к семействам классов. Так, в [1] установлено, что конечно опре-
делённый монотонный класс X будет НМ-сложным, если T ⊆ X , и НМ-
простым в противном случае. Здесь T — класс всех графов, у которых
каждая компонента связности является деревом с не более чем тремя ли-
стьями. Такое дерево называется триодом. Обозначенную дихотомию по-
ка не удалось распространить на наследственные классы. В работе [3] до-
казано, что любой конечно определённый наследственный класс, вклю-
чающий класс T , НМ-сложный. Движение во встречном направлении
связано с разработкой полиномиальных алгоритмов для классов, опре-
деляемых запрещёнными подграфами из T . Если говорить о классах,
определяемых одним запрещённым подграфом из T , то наибольшие про-
движения здесь состоят в установлении НМ-простоты классов
• Free(mK2) при любом m [4],
• Free(T1,1,2), где T1,1,2 — триод на пяти вершинах, т. е. граф, получа-

емый из графа K1,3 подразбиением одного ребра [5],
• Free(K2 +K1,3), где K2 +K1,3 — это дизъюнктное объединение гра-

фов K2 и K1,3 [6],
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• Free(P5) [7],
• Free(P6) [8].
Кроме того, имеется ряд результатов о НМ-простоте некоторых под-

классов классов, определяемых запрещёнными подграфами из T (см.,
например, [9–13]). Также можно отметить работы [14, 15], содержащие
довольно много идей, которые используются в [10].

Заметим, что в отличие от монотонных классов для конечно опреде-
лённых наследственных классов графов имеется значительный разрыв
в наших знаниях о НМ-простых и НМ-сложных классах. По-видимому,
трудно рассчитывать на ликвидацию этого разрыва в близком будущем,
и имеет смысл испытать другие подходы к проблеме разделения НМ-
простых и НМ-сложных классов. Одним из направлений может быть
рассмотрение семейств классов графов, промежуточных между семей-
ствами монотонных и наследственных классов. Для этих промежуточ-
ных семейств можно надеяться получить результаты дихотомического
характера типа упомянутого выше, либо хотя бы приблизиться к этому.

Первая попытка получения новых результатов в данном направлении
была предпринята в работе [2]. Если наследственный класс определяется
одним запрещённым подграфом G, то множество запрещённых подгра-
фов, состоящее из всех остовных надграфов графа G, определяет моно-
тонный класс. Если ограничить добавление рёбер какими-либо правила-
ми, то получится класс, заключённый между этими двумя. Вводя огра-
ничения на множество добавляемых рёбер, получаем возможность опре-
делять семейства классов графов, промежуточные между семействами
монотонных и наследственных классов. В [2] было рассмотрено три ти-
па ограничений на добавление рёбер к графу Pk (путь с k вершинами)
и доказана НМ-простота следующих наследственных классов:
• множество запрещённых подграфов состоит из всех остовных над-

графов пути Pk, у которых минимальная степень вершины меньше k
2 ;

• множество запрещённых подграфов состоит из всех остовных над-
графов пути Pk, у которых дополнительный граф имеет меньше k

2 рёбер;
• множество запрещённых подграфов состоит из всех остовных над-

графов пути Pk, из которых с помощью операции пересечения графов
можно получить Pk.

Эта статья продолжает исследования, начатые в [2]. Так как всякий
простой путь содержится в качестве порождённого подграфа в некото-
ром триоде, следующим естественным шагом в заданном направлении
является рассмотрение указанных выше типов ограничений по отноше-
нию к триодам.

Пусть натуральные числа i, j, k связаны неравенствами 1 6 i 6 j 6 k.
Через Ti,j,k обозначим триод, у которого из единственной вершины степе-
ни 3 выходят простые цепи длины i, j, k соответственно. Обозначим через
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s сумму длин этих трёх цепей: s = i + j + k. У триода Ti,j,k, очевидно,
s+ 1 вершин и s рёбер, где s > 4 при k > 2.

В продолжение результатов работы [2] в этой статье мы рассмотрим
три типа ограничений на добавление рёбер к триоду Ti,j,k. Эти ограни-
чения задают следующие классы, промежуточные между монотонными
и наследственными:
• множество запрещённых подграфов состоит из всех остовных над-

графов триода Ti,j,k, у которых минимальная степень вершины меньше
s+i+1

2 ;
• множество запрещённых подграфов состоит из всех остовных над-

графов триода Ti,j,k, у которых дополнительный граф имеет меньше чем
s
2 − 1 рёбер;
• множество запрещённых подграфов состоит из всех надграфов три-

ода Ti,j,k, из которых с помощью операции пересечения графов можно
получить Ti,j,k.

Для первых двух классов и некоторого нетривиального подкласса тре-
тьего класса будет доказана их НМ-простота. Мы представим полиноми-
альные алгоритмы решения задачи о ННМ в этих классах и приведём
верхние оценки сложности решающих алгоритмов.

В статье применяются следующие обозначения:
〈G〉— множество всех остовных надграфов графа G, т. е. надграфов,

получающихся из G добавлением рёбер;
N(a)— множество вершин рассматриваемого графа, смежных с вер-

шиной a (окрестность вершины a);
если X — подмножество множества вершин графа G, то
G[X]— подграф графа G, порождённый множеством X;
G − X — подграф, полученный удалением из графа G всех вершин

множества X;
N(X)— множество всех вершин графа, смежных с вершинами из мно-

жества X (окрестность множества X);
degX(a)— число вершин в X, смежных с a (степень вершины a в X).

1. Запрещаются триод Ti,j,k и все его остовные надграфы

Этот раздел предварительный. Здесь при любых фиксированных зна-
чениях 1 6 i 6 j 6 k рассмотрим класс Free(〈Ti,j,k〉) всех графов, не со-
держащих триода Ti,j,k (и всех его остовных надграфов). Кроме того,
при каждом фиксированном k > 3 рассмотрим класс Lk = Free(〈{Cq |
q > k}〉) всех графов, не содержащих циклов длины не меньше k (и всех
их остовных надграфов).

НМ-простота классов Lk и Free(〈Ti,j,k〉) при всех 1 6 i 6 j 6 k (так же,
как и некоторых других классов графов) установлена в [1]. Однако поли-
номиальные алгоритмы для нахождения ННМ в графах из этих классов
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в явном виде в [1] представлены не были, как и не были даны в яв-
ном виде оценки их трудоёмкости. Здесь мы приведём доказательство
НМ-простоты именно для этих классов с установлением полиномиаль-
ных оценок трудоёмкости решающих алгоритмов. При выводе оценок
используются приводимые ниже три леммы, доказанные в [1], и одно
утверждение, доказанное в [2].

Лемма 1 [1, лемма 1]. В каждом двусвязном графе из класса Lk+1

любые два простых цикла длины k имеют общую вершину.

Лемма 2 [1, лемма 2]. В любом связном графе из класса Free(〈Tk,k,k〉)
любой простой цикл длины, не меньшей чем 2k+1, и всякая простая цепь
длины 2k − 2 имеют общую вершину.

Лемма 3 [1, лемма 4]. Если X — НМ-простой наследственный класс,
то класс всех графов, у каждого из которых каждый блок (т. е. ком-
понента двусвязности) принадлежит X , также является НМ-простым
наследственным классом.

Лемма 4 [2, лемма 1]. Задача о независимом множестве для графов
с n вершинами из класса Free(〈Pk〉) решается за время O(nk−1) при лю-
бом фиксированном k > 2.

Сначала установим оценку сложности алгоритма для решения задачи
о ННМ в графах из класса Lk при каждом фиксированном k > 3. Хо-
тя Lk и не является конечно определённым классом, оценка сложности
решения задачи о ННМ в этом классе играет важную роль для установ-
ления сложности решающего алгоритма в классе Free(〈Ti,j,k〉).

Теорема 1. Задача о независимом множестве для графов с n верши-
нами из класса Lk решается за время O(nk) при любом фиксированном
k > 3.

Доказательство. Обозначим через fk(n) сложность решения зада-
чи о независимом множестве для графов с n вершинами из класса Lk.
Для установления верхней оценки величины fk(n) реализуем идею, пред-
ложенную в [1] для доказательства леммы 3.

При k = 3 класс L3 является классом всех лесов (ациклических гра-
фов), для этого класса известно, что f3(n) = O(n). Индукцией по k до-
кажем, что fk(n) 6 2k

2
nk при любом фиксированном k > 3.

Допустим, что k > 3 и имеется алгоритм Ak, находящий наибольшее
независимое множество в графах из класса Lk за время, не превосходя-
щее fk(n). Пусть G = (V,E) — граф с n вершинами из класса Lk+1.

За время, не превосходящее сn2 (например, используя поиск в глуби-
ну), в графе G можно найти все компоненты связности, все блоки (мак-
симальные по включению двусвязные подграфы) и все точки сочленения
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(шарниры). Здесь c— некоторая положительная константа. Наибольшее
независимое множество графа есть объединение наибольших независи-
мых множеств его компонент связности. Значит, не ограничивая общно-
сти, можно считать, что входной граф G связен. Если G не двусвязный,
то пусть B — блок графа G, имеющий единственную точку сочленения a.
В противном случае считаем, что B — это сам граф G (в таком случае
в нём нет точек сочленения). За время, не превосходящее nk, в блоке B
можно найти простой цикл длины k или убедиться, что такого цикла
нет. В последнем случае к блоку B применим алгоритм Ak.

Пусть C — цикл длины k в блоке B, V (C)— множество вершин этого
цикла. Из леммы 1 следует, что если из блока B удалить все верши-
ны цикла C, то на оставшемся множестве его вершин, т. е. в подграфе
G[V (B) \ V (C)], больше не будет других циклов длины k. Это значит,
что подграф G[V (B) \ V (C)] принадлежит классу Lk. Тем самым ННМ
в блоке B можно найти следующим образом: перебираем все незави-
симые множества в графе G[V (C)], для каждого такого множества U
с помощью алгоритма Ak находим ННМ в графе B − (V (C) ∪ N(U))
и объединяем его с U . Наибольшее из полученных множеств будет ННМ
блока B. Точно так же можно найти ННМ в графе B − a, поскольку
он является подграфом блока B. Всего для нахождения ННМ в каждом
из графов B и B − a алгоритм Ak будет применён не более 2k раз, по-
этому суммарная трудоёмкость нахождения ННМ для обоих графов B
и B − a не превосходит 2max{fk(n), 2kfk(n− k)} 6 2k+1fk(n).

Далее, положим H = G− (V (B) \ {a}). При доказательстве леммы 3
в [1] установлено, что

α(G) =

®
α(B) + α(H − a), если α(B) = α(B − a),
α(B − a) + α(H), если α(B) = α(B − a) + 1.

Отсюда следует, что для нахождения ННМ графа G нужно сравнить
числа α(B) и α(B − a). Если они равны, то нужно объединить ННМ
графов B и H − a, в противном случае нужно объединить ННМ графов
B−a и H. Заметим, что блок B содержит не менее двух вершин. Значит,
число вершин в каждом из графов H и H − a не превосходит n− 1. Это
даёт возможность после того, как найдены ННМ в графах B и B − a,
применить рекурсивно алгоритм Ak+1 в точности к одному из графов H
или H−a, у каждого из которых число вершин меньше числа вершин ис-
ходного графа G. Отсюда следует рекуррентное соотношение для оценки
сложности алгоритма Ak+1:

fk+1(n) 6 cn2 + nk + 2k+1fk(n) + fk+1(n− 1)

6 (c+ 1)nk + 2k+1fk(n) + fk+1(n− 1).
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Решая это соотношение, получаем

fk+1(n) 6 (c+ 1)nk+1 + 2k+1nfk(n).

В завершение, применив предположение индукции fk(n) 6 2k
2
nk, на-

ходим

fk+1(n) 6 (c+ 1)nk+1 + 2k+1n · 2k2nk

= (c+ 1 + 2k
2+k+1)nk+1

6 2(k+1)2nk+1.

Таким образом, fk(n) = O(nk) при каждом фиксированном k > 3. Тео-
рема 1 доказана.

Установим оценку сложности алгоритма решения задачи о ННМ для
графов из класса Free(〈Ti,j,k〉) при любых фиксированных 1 6 i 6 j 6 k.

Теорема 2. Задача о независимом множестве для графов с n вер-
шинами из класса Free(〈Ti,j,k〉) решается за время O(n2k+1) при любых
фиксированных 1 6 i 6 j 6 k.

Доказательство. Сначала при любом фиксированном k > 1 рас-
смотрим класс Free(〈Tk,k,k〉). Обозначим через tk(n) сложность решения
задачи о независимом множестве для графов с n вершинами из класса
Free(〈Tk,k,k〉). Для установления верхней оценки величины tk(n) реали-
зуем идею, предложенную в [1] для доказательства леммы 5.

При k = 1 утверждение очевидно, так как

Free(〈T1,1,1〉) = Free(〈K1,3〉) ⊆ Free(K1,3),

а полиномиальные алгоритмы решения задачи о независимом множестве
в графах без звёзд K1,3 были предложены, например, в [16–18]. Впрочем,
приводимое ниже доказательство справедливо в том числе и для обозна-
ченного частного случая: мы докажем, что tk(n) = O(n2k+1) при любом
фиксированном k > 1.

Приводимое ниже доказательство фактически является полиноми-
альным алгоритмом решения задачи о ННМ для графов из Free(〈Tk,k,k〉).
Обозначим этот алгоритм через A

′
k.

Пусть k > 1 иG = (V,E) — n-вершинный граф из класса Free(〈Tk,k,k〉).
ННМ графа есть объединение наибольших независимых множеств его
компонент связности. Компоненты связности могут быть найдены, ска-
жем, с помощью поиска в глубину за время cn2, где c— положительная
константа. Тем самым, не уменьшая общности, можно предполагать, что
входной граф G связен.

За время, не превосходящее n2k−1, в графе G можно найти простой
путь на 2k−1 вершинах или убедиться, что такого пути нет. В последнем
случае применим к G алгоритм нахождения ННМ для графов из класса
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Free(〈P2k−1〉), описание и доказательство которого приведены в [2, лем-
ма 4]. Верхняя оценка сложности этого алгоритма равна akn2k−2, где ak —
положительная константа, зависящая, быть может, только от k.

Пусть P — путь на 2k−1 вершинах в графе G (длины 2k−2), V (P )—
множество вершин этого пути. Из леммы 2 следует, что G−V (P ) ∈ L2k+1,
поэтому наибольшее независимое множество в графе G можно найти
следующим образом: перебираем все независимые множества в графе
G[V (P )], затем для каждого такого множества U находим с помощью
алгоритма A2k+1, описанного в доказательстве теоремы 1, ННМ в графе
G− (V (P ) ∪N(U)) ∈ L2k+1 и объединяем его с U . Наибольшее из полу-
ченных множеств будет наибольшим независимым множеством графа G.
Всего алгоритм A2k+1 будет выполнен не более чем 22k−1 раз, а трудо-
ёмкость алгоритма A2k+1, как установлено в теореме 1, не превосходит
f2k+1(n) 6 2(2k+1)2n2k+1. Таким образом, общая трудоёмкость алгорит-
ма A

′
k нахождения ННМ в графе G не превосходит величины

tk(n) 6 cn2 + n2k−1 +max{akn2k−2, 22k−1f2k+1(n − 2k + 1)}
6 (c+ 1)n2k + (2(2k+1)2+2k−1 + ak)n

2k+1 = O(n2k+1).

В завершение остаётся только заметить, что при всех 1 6 i 6 j 6 k
справедливо включение Free(〈Ti,j,k〉) ⊆ Free(〈Tk,k,k〉), поэтому найденная
верхняя оценка tk(n) = O(n2k+1) сложности решения задачи о ННМ
в классе Free(〈Tk,k,k〉) автоматически справедлива и для любого графа
из класса Free(〈Ti,j,k〉). Теорема 2 доказана.

Сумма G1 +G2 двух графов — это их объединение (в теоретико-мно-
жественном смысле) при условии, что V (G1) ∩ V (G2) = ∅, а соединение

G1 ◦G2 получается из суммы добавлением всех рёбер, соединяющих вер-
шины графа G1 с вершинами графа G2. Граф, не являющийся суммой
или соединением графов, будем называть неразложимым. Это означает,
что как сам граф, так и дополнительный к нему связны. Очевидно, что
ННМ графа G1 + G2 есть объединение ННМ графов G1 и G2, а ННМ
графа G1 ◦G2 есть большее из этих двух множеств. Тем самым для до-
казательства НМ-простоты некоторого класса X достаточно установить,
что задача о независимом множестве может быть решена за полиноми-
альное время для всех неразложимых графов из этого класса.

2. Запрещаются триод Ti,j,k и все его остовные надграфы

ограниченной степени

Для графа G через 〈G, δ < d〉 обозначим множество всех остовных
надграфов графа G, у которых минимальная степень вершины мень-
ше d. Пусть 1 6 i 6 j 6 k и s = i + j + k. В этом разделе рассмотрим



Независимое множество для графов с запрещёнными триодами 93

класс графов Free(〈Ti,j,k, δ < d〉). Данный класс состоит из всех графов,
у которых в любом подграфе, имеющем триод Ti,j,k в качестве остовного
подграфа, степень каждой вершины не меньше d. Заметим, что случай
i = j = k = 1 неинтересен, так как Free(〈T1,1,1, δ < d〉) ⊆ Free(K1,3),
поэтому далее считаем, что k > 2 и, следовательно, s > 4.

Будет доказано, что класс графов Free(〈Ti,j,k, δ < d〉) НМ-простой при
любых 1 6 i 6 j 6 k, k > 2 и d = s+i+1

2 .
Приводимая ниже лемма 5 устанавливает тот факт, что из каждого

триода Ti,j,k, содержащегося в графе G из класса Free(〈Ti,j,k, δ < s+i+1
2 〉)

в качестве остовного подграфа, с помощью замены любой вершины b
этого триода вершиной y из G− V (Ti,j,k), смежной хотя бы с одной вер-
шиной a из Ti,j,k − b, можно получить новый триод, содержащийся в G
и имеющий те же самые длины цепей i, j, k.

Лемма 5 (о замене триода). Пусть G ∈ Free(〈Ti,j,k, δ < s+i+1
2 〉), а мно-

жество X ⊂ V (G) мощности |X| = s + 1 порождает подграф G[X], со-
держащий триод Ti,j,k в качестве остовного подграфа. Тогда для любых
трёх различных вершин a, b ∈ X и y ∈ V (G)\X таких, что y и a смежны,
множество X ′ = (X \ {b}) ∪ {y} порождает подграф G[X ′], содержащий
триод Ti,j,k в качестве остовного подграфа.

Доказательство. По условию степень каждой вершины в подгра-
фе G[X] не меньше s+i+1

2 . Значит, степень каждой вершины в подгра-
фе G[X \ {b}] не меньше s+i−1

2 >
s
2 . Следовательно, по теореме Дирака

(см., например, [19]) в подграфе G[X\{b}] существует гамильтонов цикл.
Обозначим через c1, c2, . . . , ci, ci+1, . . . , cs вершины этого цикла, упорядо-
ченные в соответствии с его прохождением, начиная с вершины c1 = a.
Добавляя к этой последовательности вершину y, смежную с a, полу-
чаем цепь (y, c1, c2, . . . , ci, ci+1, . . . , cs). Убедимся в том, что начальный
сегмент (y, c1, c2, . . . , ci) этой цепи является цепью длины i некоторого
триода Ti,j,k с множеством вершин X ′.

Пусть X0 = {c1 = a, c2, . . . , ci−1}, |X0| = i − 1 (X0 = ∅ при i = 1).
Обозначим X1 = (X \{b})\X0 и заметим, что ci ∈ X1. В подграфе G[X1]
имеется |X1| = j+k+1 = s− i+1 вершин степени не меньше чем s+i−1

2 −
(i−1) = s−i+1

2 каждая. Значит, по теореме Дирака в подграфе G[X1] есть
гамильтонов цикл (на j+k+1 вершинах, среди которых есть вершина ci).
Соединяя этот цикл с найденной ранее цепью (y, c1 = a, c2, . . . , ci−1, ci),
обнаруживаем в графе G[X ′] в качестве остовного подграфа триод Ti,j,k,
в котором ci является вершиной степени 3. Лемма 5 доказана.

Лемма 6. Пусть G— связный граф из класса Free(〈Ti,j,k, δ < s+i+1
2 〉),

а множество X ⊂ V (G) мощности |X| = s+ 1 порождает подграф G[X],
содержащий триод Ti,j,k в качестве остовного подграфа. Тогда каждая
вершина из множества V (G)\X смежна хотя бы с одной вершиной из X.
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Доказательство. Предположим, что утверждение леммы 6 невер-
но. Тогда в силу связности графа G найдутся такие две смежные верши-
ны y1, y2 ∈ V (G) \X, что y1 не смежна ни с одной вершиной из X, а y2
смежна с некоторой вершиной a ∈ X.

Возьмём произвольную вершину b1 ∈ X \ {a} и рассмотрим подграф
G[X ′], порождённый множеством X ′ = (X \ {b1}) ∪ {y2}. По лемме 5
в этом подграфе содержится триод Ti,j,k в качестве остовного подграфа.

Далее возьмём произвольную вершину b2 ∈ X ′ \ {a, y2} и рассмотрим
подграф G[X ′′], порождённый множеством вершин

X ′′ = (X ′ \ {b2}) ∪ {y1} = (X \ {b1, b2}) ∪ {y1, y2}.
Снова из леммы 5 следует, что и в этом подграфе содержится триод Ti,j,k
в качестве остовного подграфа.

Однако в подграфе G[X ′′] вершина y1 смежна с единственной верши-
ной y2. Это противоречит тому, что G ∈ Free(〈Ti,j,k, δ < s+i+1

2 〉). Действи-
тельно, так как s > 4, степень каждой вершины любого графа с s + 1
вершинами из класса Free(〈Ti,j,k, δ < s+i+1

2 〉), содержащего триод Ti,j,k,
должна быть не меньше чем 3. Лемма 6 доказана.

Лемма 7. Пусть 1 6 i 6 j 6 k, k > 2 и s = i + j + k. Тогда каждый
неразложимый граф из класса Free(〈Ti,j,k, δ < s+i+1

2 〉), в котором более
чем s+1 вершин, либо принадлежит классу Free(〈Ti,j,k〉), либо имеет вер-
шину, не принадлежащую никакому независимому множеству мощности
больше s−i+1

2 .

Доказательство. Пусть G = (V (G), E(G)) — неразложимый граф
из класса Free(〈Ti,j,k, δ < s+i+1

2 〉), имеющий более s + 1 вершин и содер-
жащий в качестве подграфа триод Ti,j,k. Также пусть каждая вершина
из множества V (G) принадлежит какому-нибудь независимому множе-
ству мощности больше s−i+1

2 . Выберем множество X ⊂ V (G) мощности
|X| = s + 1, которое порождает подграф, содержащий в качестве остов-
ного подграфа триод Ti,j,k и имеющий вершину с наименьшим значени-
ем минимальной степени в подграфе G[X] среди всех таких подграфов.
Обозначим через d эту минимальную степень, и пусть z— вершина из X,
имеющая степень d. По условию леммы d >

s+i+1
2 > 3.

Так как вершина z принадлежит независимому множеству мощности
больше s−i+1

2 , а в подграфе G[X] имеется не более чем s− s+i+1
2 = s−i−1

2
не смежных с ней вершин, найдётся вершина y ∈ V (G) \X, не смежная
с z. По лемме 6 вершина y смежна с некоторой вершиной a ∈ X \ {z}.

Выберем произвольную вершину b ∈ X \ {a, z}, смежную с z. Такая
вершина b существует, поскольку |X| = s + 1 > 5 и degX(z) = d > 3.
По лемме 5 множество X ′ = (X \ {b}) ∪ {y} порождает подграф G[X ′],
содержащий триод Ti,j,k в качестве остовного подграфа.
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Однако в подграфе G[X ′] вершина z имеет степень d−1. Это противо-
речит выбору множества X и вершины z. Из полученного противоречия
следует, что G ∈ Free(〈Ti,j,k〉). Лемма 7 доказана.

Остаётся только заметить, что вершины, не принадлежащие незави-
симым множествам мощности, большей s−i+1

2 , можно выявить и удалить

из графа с n вершинами за время O(n1+
1
2
(s−i+1)). После этого по лемме 7

получается либо разложимый граф, либо граф, не содержащий триода
Ti,j,k. Таким образом, справедлива

Теорема 3. Класс графов Free(〈Ti,j,k, δ < s+i+1
2 〉) НМ-простой при

любых 1 6 i 6 j 6 k, k > 2. ННМ для графов с n вершинами из класса
Free(〈Ti,j,k, δ < s+i+1

2 〉) можно найти за время O(n2k+1).

Доказательство. Первая часть утверждения теоремы 3 непосред-
ственно следует из леммы 7 и НМ-простоты класса Free(〈Ti,j,k〉), дока-
занной в теореме 2. Для доказательства второй части на основании лем-
мы 7 предложим описываемый ниже алгоритм A

δ<d
i,j,k решения задачи

о независимом множестве для графов из класса Free(〈Ti,j,k, δ < d〉), где
s = i+j+k, d = s+i+1

2 . На входе этого алгоритма — n-вершинный граф G
из указанного класса, n > s + 1, на выходе — наибольшее независимое
множество U графа G.

Алгоритм A
δ<d
i,j,k

1. Проверить, связен ли граф G. Если нет, то найти множество вер-
шин X ⊂ V (G), порождающее компоненту связности. Применить алго-
ритм A

δ<d
i,j,k рекурсивно к G[X] и G−X. Положить U равным объедине-

нию двух полученных независимых множеств и завершить работу.
2. Проверить, связен ли граф G, дополнительный к графу G. Если

нет, то найти множество вершин X ⊂ V (G), порождающее компонен-
ту связности дополнительного графа. Применить алгоритм A

δ<d
i,j,k рекур-

сивно к графам G[X] и G −X. Положить U равным большему из двух
полученных независимых множеств и завершить работу.

3. Перебрать все подмножества мощности s−i+1
2 +1 множества V (G),

среди них выявить все независимые множества графа G. Если среди них
нет ни одного независимого множества графа G, то перебрать все под-
множества мощности не более s−i+1

2 множества V (G), среди них выбрать
независимое множество U с наибольшей мощностью и завершить работу.

4. Найти множество M ⊂ V (G) всех таких вершин, каждая из ко-
торых не принадлежит никакому независимому множеству мощности
s−i+1

2 + 1. Удалить множество вершин M из графа G. Найти множе-
ство U в графе G −M с помощью алгоритма A

′
k (см. доказательство

теоремы 2) и завершить работу.
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Для завершения доказательства теоремы 3 осталось убедиться в том,
что время работы алгоритма A

δ<d
i,j,k ограничено сверху полиномом от n

и найти степень этого полинома. Обозначим через tδ<d
i,j,k(n) время работы

алгоритма A
δ<d
i,j,k на графах с n вершинами из класса Free(〈Ti,j,k, δ < d〉).

Так как компоненты связности графа можно найти за время O(n2), при
подходящих положительных константах a, b, c (некоторые из них, воз-
можно, зависят от k) имеем

tδ<d
i,j,k(n) 6 cn2

+max
{

max
16m6n−1

{
tδ<d
i,j,k(m) + tδ<d

i,j,k(n−m)
}
, bn1+

1
2
(s−i+1) + an2k+1

}
.

Отсюда tδ<d
i,j,k(n) = O(n2k+1) при любых 1 6 i 6 j 6 k, k > 2. Теорема 3

доказана.

3. Запрещаются триод Ti,j,k и все его остовные надграфы

с большим дефицитом

Антистепенью вершины графа будем называть её степень в допол-
нительном графе. Очевидно, что сумма степени и антистепени любой
вершины в любом графе с n вершинами равна n− 1.

Дефицитом графа будем называть число рёбер в дополнительном
графе. Из теоремы о рукопожатиях следует, что дефицит графа равен
полусумме антистепеней всех его вершин.

Для графа G через 〈G,def > d〉 обозначим множество всех остовных
надграфов графа G, имеющих дефицит больше d. Пусть 1 6 i 6 j 6 k
и s = i + j + k. В этом разделе предметом рассмотрения будет класс
графов Free(〈Ti,j,k,def > d〉). Данный класс состоит из всех графов,
у которых дефицит каждого подграфа, имеющего триод Ti,j,k в качестве
остовного подграфа, не превосходит d. Так же, как и в разд. 2, случай
i = j = k = 1 неинтересен, поскольку Free(〈T1,1,1,def > d〉) ⊆ Free(K1,3),
поэтому далее считаем, что k > 2, откуда следует, что s > 4.

Будет доказано, что класс графов Free(〈Ti,j,k,def > d〉) НМ-простой
при любых 1 6 i 6 j 6 k, k > 2 и d = s

2 − 1.

Лемма 8. Если дефицит графа с n вершинами не превосходит n− 3,
то в этом графе имеется гамильтонов цикл.

Доказательство. В графе G с n вершинами и дефицитом не более
n−3 сумма антистепеней любых двух вершин, не смежных в G, не может
превосходить n− 2, поэтому сумма их степеней не меньше n. Существо-
вание гамильтонова цикла следует из теоремы Оре (см., например, [19]).
Лемма 8 доказана.
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Лемма 9. Пусть 1 6 i 6 j 6 k, k > 2 и s = i+ j + k. Если в неразло-
жимом графе G ∈ Free(〈Ti,j,k,def > s− 2〉) множество вершин X ⊂ V (G)
мощности |X| = s+1 порождает подграф, содержащий в качестве остов-
ного подграфа триод Ti,j,k, то найдутся три различные вершины a, b ∈ X
и y ∈ V (G) \X такие, что вершина y смежна с a, но не смежна с b.

Доказательство. Предположим, что утверждение леммы 9 невер-
но. Это означает, что любая вершина y ∈ V (G) \ X либо смежна одно-
временно со всеми вершинами из X, либо одновременно с ними не смеж-
на. Так как граф G неразложим, найдутся такие смежные вершины
y1, y2 ∈ V (G) \ X, что y1 не смежна ни с одной вершиной из X, а y2
смежна со всеми вершинами из X.

В триоде Ti,j,k, V (Ti,j,k) = X, рассмотрим наибольшую из трёх цепей,
выходящих из вершины степени 3. Эта цепь имеет длину k > 2. Пусть a—
концевая вершина цепи длины k (лист триода), а b— вершина из этой же
цепи, смежная (в триоде) с a.

Рассмотрим множество вершин X ′ = (X \ {a, b}) ∪ {y1, y2}. Соглас-
но выбору вершин y1 и y2 граф G[X ′] содержит триод Ti,j,k в качестве
остовного подграфа. Однако, так как вершина y1 не смежна с каждой
вершиной из множества X \ {a, b}, дефицит графа G[X ′] не меньше чем
s− 1; противоречие. Лемма 9 доказана.

Лемма 10. Пусть 1 6 i 6 j 6 k, k > 2 и s = i+ j+ k. Каждый нераз-
ложимый граф из класса Free(〈Ti,j,k,def > s

2 − 1〉) либо принадлежит
классу Free(〈Ti,j,k〉), либо имеет не более чем s+ 1 вершин.

Доказательство. Пусть G = (V (G), E(G)) — неразложимый граф
из класса Free(〈Ti,j,k,def > s

2 − 1〉), имеющий более s+1 вершин и содер-
жащий в качестве подграфа триод Ti,j,k. Выберем множество X ⊂ V (G)
мощности |X| = s + 1, которое порождает подграф, содержащий в ка-
честве остовного подграфа триод Ti,j,k и имеющий наибольший дефицит
среди всех таких подграфов. Обозначим через m этот максимальный де-
фицит. По условию леммы m 6

s
2 − 1.

Так как при любом s > 2 выполняется неравенство s
2 − 1 6 s − 2,

по лемме 9 в графе G найдутся такие три вершины a, b ∈ X и y ∈
V (G) \X, что вершина y смежна с a, но не смежна с b.

Поскольку m 6 s
2−1 и |X| = s+1, в графе G[X] найдутся по крайней

мере три различные доминирующие вершины. Выберем из этих вершин
какую-нибудь одну, отличную от a и b. Обозначим через z выбранную
доминирующую вершину, z 6= a, z 6= b. Положим X ′ = X \ {z}. Граф
G[X ′] имеет s вершин, а его дефицит равен m 6

s
2 − 1.

При любом s > 4 выполняется неравенство s
2 − 1 6 s − 3. Зна-

чит, по лемме 8 в графе G[X ′] существует гамильтонов цикл. Обозна-
чим через c1, c2, . . . , ci, ci+1, . . . , cs вершины этого цикла, упорядоченные
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в соответствии с его прохождением, начиная с вершины c1 = a. Добав-
ляя к этой последовательности вершину y, смежную с a, получаем цепь
(y, c1, c2, . . . , ci, ci+1, . . . , cs). Убедимся в том, что начальный сегмент (y,
c1, c2, . . . , ci−1, ci) этой цепи является цепью длины i некоторого триода
Ti,j,k, содержащегося в G в качестве подграфа.

Пусть X0 = {c1 = a, c2, . . . , ci−1}, |X0| = i − 1 (X0 = ∅ при i = 1)
и X1 = X ′ \X0. Рассмотрим граф G[X1] и заметим, что ci ∈ X1. В этом
графе |X1| = j + k + 1 = s − i + 1 вершин, а дефицит не больше m.
При любых натуральных 1 6 i 6 j 6 k, k > 2 выполняется неравенство
i + 2 6 j + k = s − i, а это значит, что i 6 s

2 − 1. Тогда из неравенств
m 6 s

2−1 6 s− i−2 = |X1|−3 и леммы 8 следует, что в графе G[X1] есть
гамильтонов цикл (на j+k+1 вершинах, среди которых есть вершина ci).
Соединяя этот цикл с найденной ранее цепью (y, c1 = a, c2, . . . , ci−1, ci),
обнаруживаем в графе G[X ′ ∪ {y}] в качестве остовного подграфа три-
од Ti,j,k, в котором ci является вершиной степени 3. Однако дефицит
графа G[X ′] равен m, а среди его вершин есть вершина b, не смежная
с вершиной y. Следовательно, дефицит графа G[X ′∪{y}] не меньше чем
m+1. Это противоречит максимальности дефицита подграфа G[X] сре-
ди дефицитов всех (s+ 1)-вершинных подграфов графа G, содержащих
в качестве остовного подграфа триод Ti,j,k.

Из полученного противоречия следует, что неразложимый граф G
из класса Free(〈Ti,j,k,def > s

2−1〉), имеющий более s+1 вершин, не содер-
жит в качестве подграфа триод Ti,j,k. Это означает, что G ∈ Free(〈Ti,j,k〉).
Лемма 10 доказана.

Теорема 4. Класс графов Free(〈Ti,j,k,def > s
2 − 1〉) НМ-простой при

любых 1 6 i 6 j 6 k, k > 2, s = i+j+k. ННМ для графов с n вершинами
из класса Free(〈Ti,j,k,def > s

2 − 1〉) можно найти за время O(n2k+1).

Доказательство. Первая часть утверждения теоремы 4 непосред-
ственно следует из леммы 10 и НМ-простоты класса Free(〈Ti,j,k〉), дока-
занной в теореме 2. Докажем вторую часть. Для этого построим поли-
номиальный алгоритм A

def>d
i,j,k решения задачи о независимом множестве

для графов из класса Free(〈Ti,j,k,def > d〉), где d = s
2 − 1. На входе этого

алгоритма — n-вершинный граф G из указанного класса, n > s+1, на вы-
ходе — наибольшее независимое множество U графа G.

Сопоставив утверждения лемм 7 и 10, легко заметить, что алгоритм
A

def>d
i,j,k можно получить с помощью очевидной модификации алгоритма

A
δ<d
i,j,k, построенного в доказательстве теоремы 3.

В самом деле, чтобы получить описание алгоритма A
def>d
i,j,k , достаточ-

но исключить из описания алгоритма A
δ<d
i,j,k пункт 3, а пункт 4 применить

не к графу G−M , а к самому графу G. В силу очевидности указанной
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модификации алгоритма A
δ<d
i,j,k пошаговое описание алгоритма A

def>d
i,j,k

опустим. Заметим лишь, что числа d в обозначениях этих двух алго-
ритмов имеют разные смыслы и разные значения, однако эти различия
никак не влияют на их описание.

Из проведённых рассуждений также следует, что верхняя оценка тру-
доёмкости алгоритма A

δ<d
i,j,k, найденная при доказательстве теоремы 3,

остаётся справедливой и для алгоритма A
def>d
i,j,k . Таким образом, время

работы каждого из двух алгоритмов оценивается как O(n2k+1). Теоре-
ма 4 доказана.

4. Классы, замкнутые относительно самопересечений

Пересечением графов G1 = (V1, E1) и G2 = (V2, E2) называется граф
G1 ∩ G2 = (V1 ∩ V2, E1 ∩ E2). Для графа G = (V,E) и инъективного
отображения ϕ : V → ϕ(V ) через ϕ(G) обозначаем граф (ϕ(V ), ϕ(E)),
где ϕ(V ) = {ϕ(x) | x ∈ V }, ϕ(E) = {(ϕ(x), ϕ(y)) | (x, y) ∈ E}. Граф
вида ϕ1(G) ∩ ϕ2(G) ∩ · · · ∩ ϕk(G), где ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk — инъективные отоб-
ражения множества V в произвольное множество, будем называть само-

пересечением графа G. В частности, граф вида G1 ∩ G2 ∩ · · · ∩ Gk, где
G1, G2, . . . Gk — графы, изоморфные G и имеющие множество вершин V ,
есть самопересечение графа G. Если граф H является самопересечением
графа G, то пишем G

∩→ H. Заметим, что отношение ∩→ транзитивно.
В [2] доказаны следующие утверждения.

Лемма 11 [2, лемма 4]. Если H — порождённый подграф графа G,

то G
∩→ H.

Лемма 12 [2, теорема 3]. Каждый монотонный класс замкнут от-
носительно самопересечений. Каждый класс, замкнутый относительно
самопересечений, наследственный.

Обозначим через 〈 ∩→ H〉 (см. [2]) множество всех графов G таких,
что G ∩→ H. Это множество состоит из тех и только тех графов, среди
самопересечений каждого из которых есть граф, изоморфный H. Одним
из основных результатов работы [2] было доказательство НМ-простоты

класса Free(〈 ∩→ Pk〉) при любом k [2, теорема 4]. Этот класс состоит
из всех графов, у каждого из которых самопересечение любого его под-
графа не изоморфно пути на k вершинах.

Оставшаяся часть настоящего раздела посвящена исследованию клас-
са графов Free(〈 ∩→ Ti,j,k〉). Он состоит из всех графов, у каждого из ко-
торых самопересечение любого его подграфа не изоморфно триоду Ti,j,k.

Из леммы 12 очевидно, что так же, как и класс Free(〈 ∩→ Pk〉), класс
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Free(〈 ∩→ Ti,j,k〉) принадлежит семейству классов, являющемуся проме-
жуточным между семействами монотонных и наследственных классов,
и что Free(〈 ∩→ Pk〉) ⊂ Free(〈 ∩→ Ti,j,k〉).

При любых 1 6 i 6 j 6 k, k > 2, рассмотрим некоторый нетривиаль-
ный подкласс класса Free(〈 ∩→ Ti,j,k〉), не содержащийся целиком в классе

Free(〈 ∩→ Pk〉), и докажем его НМ-простоту. Далее используем введённую
в [2] терминологию и некоторые доказанные там результаты.

Пусть в графе с множеством вершин {1, 2, . . . , n} есть гамильтонов
цикл. Такой цикл назовём стандартным [2], если его рёбрами являются
пары (1, 2), (2, 3), . . . , (n−1, n), (n, 1). Цикловым расстоянием между вер-
шинами i и j назовём расстояние между ними на гамильтоновом цикле,
т. е. величину min{|i− j|, n− |i− j|}. Хорда цикла — это ребро графа, со-
единяющее две вершины цикла и само этому циклу не принадлежащее.
Длиной хорды называется цикловое расстояние между её вершинами.

В [2] были введены следующие операции над графами.

1) Циклический сдвиг. Пусть G— граф с множеством вершин V =
{1, 2, . . . , n}, а m— любое натуральное число такое, что 1 6 m 6 n − 1.
Преобразование

shiftmn (x) =

®
x+m при 1 6 x 6 n−m,
x+m− n при n−m+ 1 6 x 6 n

называется циклическим сдвигом порядка m на множестве V . Цикличе-
ский сдвиг порядка m преобразует граф G в граф shiftmn (G). Очевидно,

что G
∩→ shiftmn (G).

2) Вращение. Пусть G— граф с множеством вершин V = {1, 2, . . . , n}.
Операция вращения rotn преобразует граф G в граф

rotn(G) = G ∩ shift1n(G) ∩ shift2n(G) ∩ · · · ∩ shiftn−1
n (G).

Очевидно, что G ∩→ rotn(G).
Легко заметить, что если в графе G имеется стандартный гамильто-

нов цикл, то такой же будет в каждом из графов shiftmn (G), 1 6 m 6 n−1,
а значит, и в графе rotn(G). Кроме того, относительно этого цикла при
любом l = 2, 3, . . . , ⌊n/2⌋ в графе rotn(G) имеются либо все возможные
хорды длины l, либо ни одной такой хорды. Такие графы называют цир-

кулянтными.

3) Кручение. Пусть G— граф с множеством вершин V = {1, 2, . . . , n},
аm— любое натуральное число такое, что 1 6 m 6 n−2. Преобразование

torsmn (x) =

®
x при 1 6 x 6 m,

n+m+ 1− x при m+ 1 6 x 6 n
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называется кручением порядка m на множестве V . Кручение порядка m
преобразует граф G в граф torsmn (G). Очевидно, что G

∩→ torsmn (G).
Также ясно, что если в графе G имеется стандартный гамильтонов

цикл с хордами (1,m+1) и (m,n), то в графе torsmn (G) тоже будет стан-
дартный гамильтонов цикл.

При использовании определённых выше операций в [2] доказана

Лемма 13 [2, лемма 5]. Если G— граф с нечётным числом вершин n,

имеющий гамильтонов цикл и не являющийся полным, то G
∩→ Cn.

Здесь докажем похожее утверждение относительно триодов.

Лемма 14. Пусть G = O1 ◦G′, где G′ — граф с нечётным числом вер-
шин n > 3k + 2, имеющий гамильтонов цикл и не являющийся полным.

Тогда G
∩→ Tk,k,k.

Доказательство. Предполагаем, что графG′ имеет множество вер-
шин V ′ = {1, 2, . . . , n}, n нечётное, n > 3k+2, а доминирующая вершина
графа G, не принадлежащая G′, имеет номер n + 1. По условию в гра-
фе G′ имеется стандартный гамильтонов цикл. Следовательно, G′ ∩→ Cn

по лемме 13.
Более точно, в лемме 13 доказано, что некоторой последовательно-

стью вращений, кручений и пересечений граф G′ можно преобразовать
в граф Cn (порождённый цикл без хорд). При этом каждый граф H,
образующийся на каждом этапе этих преобразований, сохраняет следу-
ющие два свойства:
• G′ ∩→ H;
• в H есть стандартный гамильтонов цикл на множестве вершин V ′.
Выполним следующее преобразование ϕ графа G. Определим верши-

ну n+1 неподвижной точкой ϕ, а на всех остальных вершинах применим
ту же самую последовательность преобразований, как в доказательстве
леммы 13. Поскольку G′ ∩→ Cn, а вершина n+1 смежна с каждой верши-
ной из V ′, получаем, что G ∩→ ϕ(G) ∼=Wn = O1◦Cn. Здесь граф Wn — это
колесо с центром в вершине n+1, рёбра (n+1, 1), (n+1, 2), . . . , (n+1, n)—
спицы этого колеса, а у цикла на множестве вершин V ′ нет ни одной
хорды. Остаётся доказать, что существует самопересечение колеса Wn,
изоморфное триоду Tk,k,k.

На множестве {1, 2, . . . , n+1} вершин колеса Wn (n > 3k+2 нечётное)
выполним циклический сдвиг порядка k + 2:

shiftk+2
n+1(x) =

®
x+ k + 2 при 1 6 x 6 n− k − 1,

x+ k − n+ 1 при n− k 6 x 6 n+ 1.
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Рассмотрим граф G◦ =Wn∩shiftk+2
n+1(Wn). В графах Wn и shiftk+2

n+1(Wn)
есть стандартный гамильтонов цикл (на n + 1 вершинах), значит, такой
же имеется и в графе G◦. Хорда (1, n) этого цикла есть в колесе Wn, но её
нет в графе shiftk+2

n+1(Wn), поскольку при отображении shiftk+2
n+1 в пару

вершин (1, n) переходит пара (n − k, n − k − 2), не являющаяся ребром
колеса Wn. Следовательно, пара (1, n) не является ребром графа G◦.
Кроме того, при отображении shiftk+2

n+1 в вершину n + 1, имеющую в ко-
лесе Wn степень n, переходит вершина n − k − 1 со степенью 3. Значит,
степень вершины n + 1 в графе G◦ тоже равна 3. Нетрудно видеть, что
вершинами, смежными в графе G◦ с вершиной n+1, являются вершины
с номерами 1, n, k+ 2 и только они (вершина k+2 смежна в G◦ с n+1,
поскольку shiftk+2

n+1(n− k − 1) = n+ 1, а shiftk+2
n+1(n+ 1) = k + 2).

Осталось лишь заметить, что граф G◦ содержит триод Tk,k,k в каче-
стве порождённого подграфа. Действительно, выберем n+1 за вершину
степени 3 в триоде и обнаружим в графе G◦ три порождённые цепи дли-
ны k каждая, выходящие из вершины n+1, а именно, (n+1, 1, 2, . . . , k),
(n+1, k+2, k+3, . . . , 2k+1) и (n+1, n, n−1, . . . , n−k+1). Так как n > 3k+2,
у любых двух из этих трёх цепей в графе G◦ имеется только одна об-
щая вершина n+1, и никакая другая вершина из одной цепи не смежна
в G◦ ни с одной отличной от n+1 вершиной любой другой цепи. Значит,
триод Tk,k,k является порождённым подграфом графа G◦. Его можно
получить, удаляя из G◦ вершины с номерами k + 1 и 2k + 2, . . . , n− k.

Таким образом, используя леммы 11, 13 и транзитивность отноше-
ния

∩→, получили

G
∩→Wn = O1 ◦ Cn

∩→ G◦ ∩→ Tk,k,k.

Лемма 14 доказана.

На основе леммы 13 в [2] доказано, что при любом k > 3 любой дву-
связный граф из класса Free(〈 ∩→ Pk〉) либо является полным графом,
либо не содержит нечётных циклов длины больше k [2, лемма 6]. Здесь
докажем справедливость похожего утверждения для двусвязного гра-
фа, принадлежащего классу Free(〈 ∩→ Tk,k,k〉) и имеющего доминирую-
щую вершину.

Лемма 15. Пусть k > 2 и в графе G ∈ Free(〈 ∩→ Tk,k,k〉) есть доми-
нирующая вершина v. Тогда каждый блок графа G − v либо является
полным графом, либо не содержит нечётных циклов длины больше 3k+1.

Доказательство. Из условия леммы следует, что G = O1 ◦ (G− v).
Пусть G′ — компонента двусвязности графа G−v, содержащая нечётный
цикл длины n > 3k+2, H — подграф, порождённый множеством вершин
такого цикла. Рассмотрим подграф G[v ∪V (H)] = O1 ◦H. Этот подграф



Независимое множество для графов с запрещёнными триодами 103

полный, поскольку иначе, используя леммы 11 и 14, получаем цепочку
соотношений G = O1 ◦ (G− v) ∩→ O1 ◦H ∩→ Tk,k,k; противоречие.

Значит, мощность наибольшей клики в G′ не меньше n. Допустим, что
граф G′ не полный, аX — наибольшая клика в G′, |X| > n > 3k+2. Тогда
найдутся такие три различные вершины x1, x2 ∈ X и y /∈ X, что y смеж-
на с x1, но не смежна с x2. Так как граф G′ двусвязный, существует путь
из вершины y в множество X, не содержащий x1. Пусть P — кратчайший
из таких путей, y ∈ P . Добавив к V (P ) вершины x1, x2 и необходимое
число других вершин из множества X, можно получить множество Y
нечётной мощности не меньше n (среди вершин этого множества обяза-
тельно есть x1, x2 и y). Множество Y порождает подграф, содержащий
нечётный цикл длины не меньше n, но не являющийся полным подгра-
фом. Однако выше было доказано, что таких подграфов в графе G′ не су-
ществует. Следовательно, граф G′ полный. Лемма 15 доказана.

Для доказательства основного результата этого раздела используем
утверждения леммы 15, леммы 3 и теоремы 1 из разд. 1, а также неко-
торые утверждения, доказанные в [20].

Теорема 5. Если в графе с n вершинами из класса Free(〈 ∩→ Ti,j,k〉)
имеется вершина с антистепенью, ограниченной сверху величиной d log2 n
(здесь d— любая положительная константа), то задача о независимом
множестве для этого графа решается за время O(nd+3k+2) при любых
1 6 i 6 j 6 k, k > 2.

Доказательство. Так как Free(〈 ∩→ Ti,j,k〉) ⊆ Free(〈 ∩→ Tk,k,k〉), теоре-

му достаточно доказать для каждого графа из Free(〈 ∩→ Tk,k,k〉), в котором
есть вершина с антистепенью, ограниченной сверху величиной d log2 n,
где d— положительная константа.

Пусть G— граф с n вершинами из класса Free(〈 ∩→ Tk,k,k〉), а v — вер-
шина из G, антистепень которой не превосходит d log2 n. Очевидно, что
α(G) = max{α(G − v), α(G−N(v))}.

Число вершин в графе G − N(v) не превосходит 1 + d log2 n, причём
одна из них изолированная (это вершина v). Значит, ННМ в этом графе
можно найти, перебрав все подмножества множества мощности не более
d log2 n, а затем выбрав среди них независимое множество с наибольшей
мощностью и добавив к нему вершину v. Таким образом, α(G − N(v))
находится за время, не превосходящее 2d log2 n = nd.

Осталось найти ННМ в графе G− v. Это можно сделать следующим
образом: переберём все независимые множества графа G− ({v} ∪N(v))
(как уже отмечено выше, их число не превосходит nd), для каждого та-
кого множества U найдём ННМ в графе G[N(v)\N(U)] и объединим его
с U . Наибольшее из полученных множеств будет ННМ графа G− v.
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Каждая вершина графа G[N(v)] смежна с v, значит, v— доминирую-

щая вершина в графе G[{v} ∪N(v)], но G[{v} ∪N(v)] ∈ Free(〈 ∩→ Tk,k,k〉),
поэтому по лемме 15 каждый блок графа G[N(v)] либо является полным
графом, либо не содержит нечётных циклов длины больше 3k + 1.

В [20] (немного в иной терминологии) доказаны следующие утвержде-
ния.
• Класс всех графов, не содержащих нечётных циклов длины, боль-

шей K, НМ-простой при любом натуральном K.
• ННМ в каждом n-вершинном графе, не содержащем нечётных цик-

лов длины, большей K, может быть найдено за время O(nK).
Отсюда при K = 3k + 1 получаем, что ННМ в каждом блоке гра-

фа G[N(v)], не являющемся полным графом, можно найти за время
O(n3k+1). Теперь, применяя утверждение леммы 3 и ту же самую идею,
что описана в доказательстве теоремы 1, заключаем, что ННМ в графе
G[N(v)] можно найти за время O(n3k+2). Такая же оценка справедлива
и для любого порождённого подграфа графа G[N(v)]. Следовательно,
ННМ в графе G − v можно найти за время nd · cn3k+2, где c— положи-
тельная константа, не зависящая от n (возможно, c зависит от k). Эта
величина есть O(nd+3k+2). Очевидно, что такая же оценка сложности
нахождения ННМ справедлива и для графа G. Теорема 5 доказана.

Утверждение теоремы 5 пока не удалось распространить на те гра-
фы из класса Free(〈 ∩→ Ti,j,k〉), у которых нет вершин с антистепенями,
ограниченными сверху логарифмом от числа вершин, поэтому в целом
вопрос о сложности решения задачи о независимом множестве в этом
классе остаётся открытым. Здесь нам удалось лишь установить НМ-про-
стоту одного его нетривиального подкласса, не совпадающего с классом
Free(〈 ∩→ Pk〉) и не являющегося его собственным подклассом.

Заключение

В этой статье при любых 1 6 i 6 j 6 k, k > 2, и s = i + j + k
установлена НМ-простота
• класса графов, не содержащих остовных надграфов триода Ti,j,k,

у которых минимальная степень вершины меньше 1
2(s+ i+ 1);

• класса графов, не содержащих остовных надграфов триода Ti,j,k,
у которых дополнительный граф имеет меньше чем s

2 − 1 рёбер;
• класса графов, имеющих вершину с антистепенью, ограниченной

сверху логарифмом от числа вершин, и не содержащих надграфов три-
ода Ti,j,k, из которых с помощью операции пересечения графов можно
получить Ti,j,k.

Эти результаты являются промежуточным итогом исследований, вы-
полненных в продолжение совместной с В. Е. Алексеевым работы [2].
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Изначально данная статья задумывалась после публикации [2], состояв-
шейся в 2018 г., как совместная работа, однако, к большому сожалению,
в 2020 г. после тяжёлой болезни В. Е. Алексеев ушёл из жизни. Это со-
бытие стало невосполнимой утратой для теории графов во всём мире:
Владимир Евгеньевич по праву считался учёным с мировым именем, по-
лучившим ряд фундаментальных результатов в области теории графов
(один из них — это упомянутый во введении результат из [1] о полной
классификации НМ-простых и НМ-сложных монотонных классов гра-
фов).

В процессе работы при обосновании основных результатов этой ста-
тьи автору удалось применить идеи, предложенные В. Е. Алексеевым,
которые он не успел воплотить лично. Автор посвящает эту статью его
памяти.

Автор выражает благодарность рецензенту за ценные замечания, ка-
сающиеся обзора источников, которые относятся к теме исследования.
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Abstract. A triode is a tree with three leaves and a single vertex of
degree 3. The independent set problem is solvable in polynomial time
for graphs that do not contain a triode as a subgraph with any fixed
number of vertices. If the induced triode having k vertices is forbidden,
then for k > 5 the complexity of this problem is unknown. We consider
intermediate cases when an induced triode with any fixed number of
vertices and some of its spanning supergraphs are forbidden. For an
arbitrary triode with a fixed vertex number, we prove the solvability of
the independent set problem in polynomial time in the following cases:

1) a triode and all its spanning supergraphs having bounded vertex
degrees are forbidden;

2) a triode and all its spanning supergraphs having large deficit
(the number of edges in the complementary graph) are forbidden;

3) a triode and all its supergraphs from which this triode can be
obtained using the graph intersection operation are forbidden, provided
the fraph has a vertex with bounded anti-degree.
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