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ВВЕДЕНИЕ

Моделирование течений растворов и расплавов полимеров представляет достаточно слож-
ную математическую задачу из-за молекулярной структуры таких сред, состоящих из длин-
ных перепутанных макромолекул. Вместе с тем, широкое применение полимерных материалов
в самых разных областях индустрии требует развитой математической теории полимерных
сред. За последние пятьдесят лет было предложено большое количество различных моделей
динамики полимеров, описывающих движение жидких полимеров с той или иной точностью
([1–4] и другие). Такие модели заметно отличаются как по подходам к их получению, так и по
сложности, при этом нельзя сказать, что какая-либо конкретная модель является доминиру-
ющей над остальными. Различные режимы течения требуют учёта различных особенностей
поведения полимерных жидкостей, что в свою очередь делает разумным применение различ-
ных же моделей.

Для моделирования гидродинамики полимерной жидкости мы будем использовать срав-
нительно новую реологическую модифицированную модель Покровского — Виноградова [5, 6].
По своей природе эта модель является мезоскопической, т. е. определяющие соотношения для
неё получены из моделирования движения одной макромолекулы в анизотропной жидкости,
имитирующей воздействие на эту молекулу соседних молекул полимера и растворителя. При
анализе модели было показано, что она способна отражать характерные свойства жидких по-
лимеров и передавать связь между молекулярной структурой вещества и макроскопическими
характеристиками жидкости. При этом уравнения этой модели несколько проще, чем, напри-
мер, уравнения известных молекулярных статистических моделей рептаций [3] или моделей
на основе цепей Крамерса [4].

Среди режимов течения, хорошо изученных в рамках классических задач гидродина-
мики, отдельный интерес представляют течения в вихревых камерах, имеющих применение
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в различных технологических областях [7]. В частности, возможно использование вихревых
камер в качестве компонента магнитогидродинамического генератора. В связи с этим имеет
смысл изучить вихревое движение проводящей полимерной жидкости в магнитном поле. При
анализе таких движений область течения обычно разбивают на приосевую и периферийную.
Вихревые движения вязких (в том числе и полимерных) жидкостей широко исследовались
ранее [8–10]. Также известны работы по магнитной гидродинамике вихревых движений [11].
В нашей работе [12] исследовалось вихревое движение полимерной жидкости в приосевой зоне
в рамках модели Покровского — Виноградова. Однако магнитогидродинамическое вихревое
течение полимерной жидкости в модели Покровского — Виноградова до сих пор не изучалось.

Настоящая работа посвящена исследованию магнитогидродинамического вихревого дви-
жения несжимаемой полимерной жидкости в приосевой зоне, которую мы будем считать ци-
линдром. Для начала будут сформулированы уравнения магнитной гидродинамики проводя-
щей полимерной жидкости, полученные на основе реологической модифицированной моде-
ли Покровского — Виноградова. Далее будут исследованы решения для движения полимер-
ной жидкости в соленоиде, сердечником которого является вышеупомянутая цилиндрическая
приосевая зона. В частности, проиллюстрировано, что в отличие от результатов работы [12],
стационарных режимов течения с приосевой цилиндрической зоной в рамках выбранной мо-
дели не существует. Наконец, приведён анализ решений модели для случая приосевой зоны со
свободной боковой границей.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Следуя монографиям [6, 13–16] и работе [17], сформулируем математическую модель, ко-
торая описывает магнитогидродинамические течения несжимаемой полимерной жидкости.
В цилиндрической системе координат r, ϕ, z и в обезразмеренном виде (сам процесс обез-
размеривания аналогичен тому, который описан в [12, 17, 18]) упомянутая математическая мо-
дель может быть записана в виде
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Здесь t –– время; u, v, w, L,M , N –– компоненты вектора скорости u и вектора напряжённости
магнитного поля H в цилиндрической системе координат r, ϕ, z; P = p + σm‖H‖2/2, p —
давление, ‖H‖2 = (H,H), arr, . . . , aϕz –– компоненты симметрического тензора анизотропии Π
второго ранга;

Lrr = KIarr + β‖ar‖2, Lϕϕ = KIaϕϕ + βl|aϕ‖2, Lzz = KIazz + β‖az‖2,
Lrϕ = KIarϕ + β(ar,aϕ), Lrz = KIarz + β(ar,az), Lϕz = KIaϕz + β(aϕ,az),

ar = (arr, arϕ, arz), aϕ = (arϕ, aϕϕ, aϕz), az = (arz, aϕz, azz),

Ar = arr + W−1, Aϕ = aϕϕ + W−1, Az = azz + W−1,

KI = W−1 + k̄I/3, I = arr + aϕϕ + azz, k̄ = k − β,

k, β, 0 < β < 1, — феноменологические параметры реологической модели (см. [6]),
Re = (ρuH l)/η0 –– число Рейнольдса, W = (τ0uH)/l –– число Вайсенберга, ρ (= const) –– плот-
ность среды, η0, τ0 –– начальные значения сдвиговой вязкости и времени релаксации (см. [6]),
l –– характерная длина, uH –– характерная скорость, σm =
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Система (1.1)–(1.14) записана в безразмерном виде: переменные t, r, z, u, v, w, p, L,M , N ,
arr, . . . , aϕz отнесены соответственно к l/uH , l, uH , ρu2H , H0, W/3, где H0 –– характерная
величина напряжённости магнитного поля.

Замечание 1.1. Имея в виду дальнейшее применение системы (1.1)–(1.14) для изучения
магнитогидродинамических вихревых движений несжимаемой полимерной жидкости в при-
осевой зоне, будем считать эту зону цилиндром радиуса r0, т. е. l = r0 (см. рис. 1).

Замечание 1.2. Магнитогидродинамические уравнения (1.1)–(1.14) выведены с при-
влечением системы уравнений Максвелла [13, 15]. Предполагая наличие малого электро-
магнитного поля, вектор магнитной индукции B мы берём в виде B = µµ0H = (1 + χ)µ0H,
где χ –– магнитная восприимчивость, причём χ = χ0/Y , χ0 –– магнитная восприимчивость
при комнатной температуре T = T0 (= 300 K), Y = T/T0, T –– температура (см. [19, 20]).

Полагая, что магнитогидродинамическое течение несжимаемой полимерной жидкости
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Рис. 1. Приосевая вихревая зона

в приосевой зоне описывается с помощью формул

u = û(t, r), v = v̂(t, r), w = ŵ(t) + ω̂z, ω̂ = const,

arr, . . . , aϕz = ârr, . . . , âϕz(t, r),

p = π(t, r)− q1(t)z + q2
z2

2
, q2 = const < 0,

L = L̂(t, r), M = M̂(t, r), N = Ĥ(t) + ĥ(t)z,

(1.15)

получим из системы (1.1)–(1.14) набор соотношений для определения функций û, v̂, ŵ,
ârr, . . . , âϕz, π, L̂, M̂ , постоянной ω̂:
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, (1.17)

ω̂2 + q2 = 0, т. е. ω̂ = ±
√
−q2, (1.18)

D̂ârr + ω̂Âr + L̂rr = 0, (1.19)

D̂âϕϕ + 4

(
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)
Ârϕ
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+ ω̂Âϕ + L̂ϕϕ = 0, (1.20)

D̂âzz + L̂zz = 0, (1.21)

D̂Ârϕ + 2

(
G− σ∂G

∂σ

)
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Ârz
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+ ω̂Âϕz + rL̂ϕz = 0, (1.24)
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ĥ = const (= ω̂), (1.27)

Ĥ ′(t)− ω̂Ĥ(t) + ω̂ŵ(t) = 0.

Здесь
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L̂rr = KÎ ârr + β‖âr‖2 и т. д., KÎ = W−1 +
k̄

3
Î , Î = ârr + âϕϕ + âzz,

Âr = ârr + W−1, Âϕ = âϕϕ + W−1, L = rL̂ = − ω̂
2
σ, ς = rM̂.

Замечание 1.3. Представления (1.15) навеяны формулами, которые приняты при изу-
чении вихревых движений вязкой несжимаемой жидкости в приосевой зоне (см., напри-
мер, [21, 22] и список литературы в них).

Замечание 1.4. Решения системы (1.16)–(1.27) будем искать при условии, что задано
распределение давления p вдоль оси r = 0: p|r=0 = π(t, 0)− q1(t)z + q2z

2/2.
Потребуем, чтобы градиент давления (см. (1.15)) на сечении z = 0 приосевого цилиндра

удовлетворял условию
∂p

∂z

∣∣∣∣
z=0

= −q1 < 0.

Функция π(t, σ) находится из (1.25):

π(t, σ) = π(t, 0) +
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s2
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2
+

(ârr − âϕϕ)(t, s)

sRe

)
ds, t > 0, 0 < σ < 1.

Заметим, что формула для давления p в (1.15) записана также в безразмерном виде: функция π
отнесена к ρu2H , q1 к ρu2H/l, q2 к ρu2H/l

2.

Замечание 1.5. Решения системы (1.16)–(1.27) будем искать в классе ограниченных
функций при 0 6 σ 6 1, 0 6 t 6 t∗ <∞. Будем также полагать, что G(t, 0) = ς(t, 0) = 0.

Не нарушая общности, считаем, что вихревая зона при t = 0, 0 6 σ 6 1, и граница σ = 1,
0 < t 6 t∗ <∞, свободны от напряжений: ârr(0, σ), . . . , âϕz(0, σ) ≡ 0, ârr(t, 1), . . . , âϕz(t, 1) ≡ 0.

Далее мы будем полагать, что ŵ|t=0 = 1 (за счёт соответствующего выбора характерного
параметра uH), âzz(t, σ) = ârz(t, σ) = âϕz(t, σ) ≡ 0, t > 0, 0 6 σ 6 1. Тогда система (1.16)–(1.27)
перепишется в виде

ŵ(t) = e−ω̂t + e−ω̂t
t∫

0

eω̂τq1(τ) dτ, (1.28)

D̂(eω̂tÂr) + eω̂tL̂rr = 0, (1.29)
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D̂(eω̂tÂϕ) + 4
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σ2

+ eω̂tL̂ϕϕ = 0, (1.30)
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D̂Ârϕ + 2Âr
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)
+ 2ω̂Ârϕ + σL̂rϕ = 0, (1.32)

D̂ς + ω̂ς − ω̂G− 4bmσ
∂2ς

∂σ2
= 0, (1.33)

Ĥ(t) = eω̂tH+ ω̂

e−ω̂t − eω̂t
2ω̂
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0

e−2ω̂τ
τ∫
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 = eω̂tH+ ω̂Φ(t) Φ(0) = 0. (1.34)

Здесь H –– некоторая постоянная.

2. ПОИСК РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ

Прежде чем мы займёмся конструированием решений уравнений (1.29)–(1.33), опишем
соленоид, сердечником которого является рассматриваемая приосевая вихревая зона. (Пред-
полагаем, что приосевая вихревая зона –– магнетик с малой магнитной восприимчивостью χ0;
см. замечание 1.2.) Предположим, что катушка-соленоид характеризуется величиной n –– чис-
лом витков обмотки на единицу длины m.

Пусть через катушку пропущен переменный электрический ток проводимости с силой
тока Î(t) (см. рис. 2).

Рис. 2. Катушка-соленоид с сердечником — приосевой зоной

Следуя [20, 23], найдём агрегат Ĥ(t) (см. разложения (1.15)), который характеризует про-
дольную компоненту напряжённости магнитного поля в сердечнике –– приосевой вихревой
зоне:

Ĥ(t) = nÎ(t)(A/m), (2.1)

а безразмерное значение Ĥ(t) равно

Ĥ(t) = nÎ(t)/H0. (2.2)
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Сравнивая (2.1) с (1.34), получим

Î(t) = eω̂t
HH0

n
+ ω̂

H0

n
Φ(t), (2.3)

причём
H = Ân/H0 = Ĥ(0), Â = Î(0). (2.4)

Из (2.4) следует, что в качестве характерного параметра H0 можно взять H0 = Ân/H. То-
гда формула (2.3) примет вид Î(t) = Â(eω̂t + ω̂Φ(t)/H). Заметим также, что в формуле (2.1)
в скобках приведена размерность Ĥ в единицах СИ [20]. Следовательно, компонента N̂ напря-
жённости магнитного поля равна (см. (1.27) и разложения (1.15)):

N̂ =

{
ω̂z вне сердечника,
Ĥ(t) + ω̂z внутри сердечника,

(2.5)

а на поверхности сердечника r = 1 (на границе раздела внешнего магнитного поля и магнит-
ного поля внутри сердечника) выполняется известное условие (см. [24]) N̂1 − N̂2 = n̂Î(t)/H0,
где N̂1 = N̂ |r→1−0, N̂2 = N̂ |r→1+0 (см. (2.5) и рис. 2).

Замечание 2.1. Мы предполагаем, что внешняя область II (см. рис. 2) –– тоже магнетик
с малой магнитной восприимчивостью χ0. Следовательно, как в области I, так и в области II
мы пренебрегаем намагниченностью (см. [24]).

Замечание 2.2. В силу соотношения L̂ = −ω̂r/2, которое следует из уравнения divH = 0
(см. (1.2) и формулу (2.5)), мы получаем, что как в области I, так и в области II справедливо

соотношение L = rL̂ = − ω̂
2
σ, r > 0, при этом очевидно, что L̂2 = L̂1, где L̂1 = L̂|r→1−0,

L̂2 = |r→1+0.
Перейдём теперь к определению компоненты M̂ напряжённости магнитного поля. Пусть

через сердечник (приосевую зону) пропущен переменный электрический ток проводимости
с силой тока Ĵ(t) (см. рис. 2). Тогда, следуя [23], найдём безразмерную компоненту M̂(t, r)
внутри сердечника (r < 1):

M̂(t, r) =
Ĵ(t)

2πr0H0
r (2.6)

и, соответственно,

ς(t, σ) =
Ĵ(t)

2πr0H0
σ. (2.7)

Вне сердечника, т. е. в области II, безразмерная компонента M̂(t, r) вычисляется следующим
образом (см. [23]):

M̂(t, r) =
Ĵ(t)

2πr0H0

1

r
, r > 1. (2.8)

Замечание 2.3. В случае переменного тока проводимости Ĵ(t) мы также должны учиты-
вать внутри сердечника наличие тока смещения (см. [23]). Однако в данной работе мы будем
считать ток смещения малым.

Замечание 2.4. В областях I и II компоненты L̂, M̂ , N̂ напряжённости магнитного по-
ля H удовлетворяют условию divH = 0, в области II –– условию rotH = 0, а в области I ––
условию rotH = Ĵ(t)ez/(πr0H0).

Вернёмся теперь к уравнениям (1.29)–(1.33). С учётом (2.7) из (1.33) получаем

G(t, σ) =
Ĵ ′(t)σ

2πr0H0ω̂
. (2.9)
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Тогда уравнение (1.32) примет вид

D̂Ârϕ + Ârϕ

(
2ω̂ + W−1 +

k̄ + 3β

3
(ârr + âϕϕ)

)
= 0.

Следовательно, в силу замечания 1.5 можно полагать

Ârϕ ≡ 0, t > 0, 0 6 σ 6 1. (2.10)

С учётом (2.9) и (2.10) из (1.31) получаем

Ĵ ′′ − ω̂Ĵ ′ + σmω̂
2Ĵ = 0, (2.11)

т. е.

Ĵ(t) = Âeω̂t/2 sin(
√
σm − 1/4t+ ϕ̂), σm > 1/4, Â, ϕ̂ — некоторые постоянные. (2.12)

Замечание 2.5. В силу (2.9) (или (2.10)) уравнения (1.29), (1.30) можно переписать в виде
системы

D̂(eλ̂0tX) = eλ̂0t
(
k̄

3
κ0X −F + λ̂1κ1

)
, (2.13)

где

X =

(
Xr

Xϕ

)
= W

(
Âr
Âϕ

)
, λ̂0 = ω̂ + W−1(1− k − β), κ0 =

(
0 1
1 0

)
,

F =

(
λ̂2X

2
r + k̄XrXϕ/3

λ̂2X
2
ϕ + k̄XrXϕ/3

)
, κ1 =

(
1
1

)
, λ̂1 = 1− 2k + β

3
, λ̂2 =

k + 2β

3
.

Пусть ω̂ > 0 (см. разд. 1). Интегрируя систему (2.13) вдоль характеристик (см. также [12])

σeω̂t =

{
σ0, 0 6 σ0 6 1, если σeω̂t 6 1,

eω̂t0 , t0 > 1, если σeω̂t > 1,
(2.14)

получим следующую систему интегральных уравнений:

eλ̂0tX(t, σ) =

(
1 +

λ̂1

λ̂0
(eλ̂0t − 1)

)
κ1 +

t∫
0

eλ̂0τ
(
k̄

3
κ0X(τ, s)−F(τ, s)

)
dτ, s = σ0e

−ω̂τ , (2.15)

eλ̂0tX(t, σ) = eλ̂0t0
(

1+
λ̂1

λ̂0
(eλ̂0(t−t0)−1)

)
κ1+

t∫
t0

eλ̂0τ
(
k̄

3
κ0X(τ, s)−F(τ, s)

)
dτ, s = e−ω̂(t0−τ).

Замечание 2.6. В стационарном случае система (1.28)–(1.33) примет вид (q1 = const > 0,
ω̂ > 0)

ŵ = q1/ω̂, σÂ′r =
1

ω̂
L̂rr + Âr, σÂ′ϕ =

1

ω̂
L̂ϕϕ + Âϕ + 4(G− σG′) Ârϕ

σ2ω̂
,

2

Re ω̂σ
Â′rϕ = σmς

′ −G′, (2.16)

σÂ′rϕ = 2Âr
(G− σG′)

ω̂
+ 2Ârϕ +

σL̂rϕ
ω̂

, (2.17)
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σς ′ = ς −G− 4
bmσ

ω̂
ς ′′, (2.18)

где Â′r =
dÂr
dσ

и т. д.
С учётом (2.7) в стационарном случае из (2.18) следует

G(σ) ≡ 0, 0 6 σ 6 1, (2.19)

т. е. (см. (2.17) и (2.16))
Ârϕ(σ) ≡ 0, Ĵ = 0. (2.20)

Формулы (2.19), (2.20) означают, что в стационарном случае не существует магнитогидро-
динамической приосевой вихревой зоны (в отличие от работы [12], в которой существование
стационарной приосевой вихревой зоны для несжимаемой полимерной жидкости установлено).

Замечание 2.7. При 0 < σm 6 1/4 решения уравнения (2.11) будут иметь вид

Ĵ(t) =

{
C1e

ω̂l+t/2 + C2e
ω̂l−t/2, 0 < σm < 1/4,

eω̂t/2(C1 + tC2), σm = 1/4.

Здесь l± = 1 ±
√

1− 4σm, C1,2 –– некоторые постоянные. Следовательно, магнитогидро-
динамические приосевые вихревые зоны могут существовать и при неизменном направлении
тока проводимости (см. рис. 2).

Замечание 2.8. В силу замечания 1.5 из (2.15) следует arr(t, σ) = aϕϕ(t, σ), t > 0, 0 6
σ 6 1.

3. СЛУЧАЙ СВОБОДНОЙ ВНЕШНЕЙ ГРАНИЦЫ ПРИОСЕВОЙ ЗОНЫ

Пусть приосевая вихревая зона –– цилиндр, ограниченный свободной поверхностью r =

R(t), R(0) = 1. Поскольку Rt = û(t, R(t)) = − ω̂
2
R(t), то поверхность

R2(t)eω̂t = 1, ω̂ > 0, (3.1)

является характеристикой этого уравнения (см. (2.14), σ0 = 1). Следовательно, в силу (2.15)
(см. также замечание 1.5) будем иметь

eλ̂0tX(t, e−ω̂t) =

(
1 +

λ̂1

λ̂0
(eλ̂0t − 1)

)
κ1 +

t∫
0

eλ̂0τ
(
k̄

3
κ0X(τ, e−ω̂τ )−F(τ, e−ω̂τ )

)
dτ, (3.2)

ârϕ(t, e−ω̂t) = 0 ârϕ(0, 1) = 0.

Замечание 3.1. Из (3.2) следует (см. также замечание 2.8) ârr(t, e−ω̂t) = âϕϕ(t, e−ω̂t),
поскольку в силу замечания 1.5 имеем ârr(0, 1) = âϕϕ(0, 1).

С учётом (2.6), (2.8), (2.12) будем иметь

M̂(t, e−ω̂t) =
Ĵ(t)eω̂t/2

2πr0H0
,

Ĵ(t)eω̂t/2 = Âeω̂t0 sin(ω̂
√
σm − 1/4t+ ϕ̂),

M̂(t, σ) =
Ĵ(t)

2πr0H0

1

σ1/2
, σ > e−ω̂t,

N̂ = Ĥ(t) + ω̂z, 1 > σ > 0, N̂ = ω̂z, σ > 1.
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Замечание 3.2. При r > 0 компоненты L̂, M̂ , N̂ напряжённости магнитного поля H
удовлетворяют условию divH = 0, при σ > e−ω̂t –– условию rotH = 0, а при 0 < σ < e−ω̂t —

условию rotH =
Ĵ(t)

πr0H0
ez.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложена и исследована модель магнитной гидродинамики вихревого движения несжимае-
мой полимерной жидкости, являющаяся модификацией ранее рассмотренной нами модели [12].
Было показано, что в рамках данной модели магнитной гидродинамики не существует стаци-
онарной вихревой зоны. Также приведён вариант модели для свободной внешней границы
приосевой зоны.
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