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Данная работа продолжает начатые в [1] исследования матричного уравнения Риккати,
основанные на анализе алгебраической структуры матриц, входящих в это уравнение. Мат-
ричное уравнение Риккати (МУР) возникает во многих разделах математики [2–4] и широко
используется в различных приложениях [5–8], включая механику континуума [9, 10]. В по-
следнем случае МУР получается как дифференциальное следствие уравнений импульсов для
матрицы градиента векторного поля скорости континуума. В отличие от других приложе-
ний, например в теории управления, МУР в этом случае является уравнением в частных
производных по пространственным переменным и материальной производной, включающей
дифференцирование как по времени, так и по пространственным координатам. При исполь-
зовании дифференциальных следствий уравнений необходимо получать условия совместности
возникающей при этом переопределённой системы [12–13]. Для МУР механики континуума
это влечёт вычисление коммутаторов оператора градиента по пространственным переменным
и полной производной. Оказывается, условия обрыва цепочки коммутаторов приводят к урав-
нениям Эйлера идеальной сжимаемой жидкости для среды без давления (барохронные реше-
ния в терминологии работы [14]). В работе приведено полное интегрирование МУР механики
континуума для размерности два. Представляется, что развиваемая техника может быть ис-
пользована для интегрирования более сложных уравнений в высших размерностях.

Работа выполнена при финансовой поддержке Программ фундаментальных научных исследований СО
РАН III.22.4.1 и I.1.5.(проект 0314-2019-0011).



Метод коммутаторов для интегрирования матричного уравнения Риккати 79

1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И КОММУТАТОРНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Пусть вектор-функция u = (u1, . . . , un) и функция h зависят от переменных x =
(x1, . . . , xn) и t. Рассмотрим систему уравнений

Du = −∇h, (1)

где
D = ∂t + u1∂x1 + · · ·+ un∂xn (2)

— дифференциальный оператор первого порядка, ∇h = (hx1 , . . . , hxn)T — градиент функции h
(вектор-столбец), T — знак транспонирования. Введём также матрицу Якоби J для вектор-
функции u:

J =


u1x1 u1x2 . . . u1xn
u2x1 u2x2 . . . u2xn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
unx1 unx2 . . . unxn

 (3)

и матрицу Гессе H для функции h:

H =


hx1x1 hx1x2 . . . hx1xn
hx2x1 hx2x2 . . . hx2xn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
hxnx1 hxnx2 . . . hxnxn

 . (4)

Лемма 1. Для системы (1) имеют место равенства

DJ∗ + J∗2 +H = 0, (5)

DJ + J2 +H = 0, (6)

где J∗ = JT — транспонированная матрица J .

Доказательство. Дифференцируя уравнение

Duk = ukt + u1ukx1 + · · ·+ unukxn = −hxk , k = 1, . . . , n,

по переменной xs, s = 1, . . . , n, получим

uktxs +
(
u1xsu

k
x1 + u1ukx1xs

)
+ · · ·+

(
u1xsu

k
xn + u1ukxnxs

)
= −hxkxs

или D
(
ukxs
)

+ uxs · ∇uk = −hxkxs .
Учитывая вид матрицы J , получаем матричное равенство (5): DJ∗ + J∗2 + H = 0. Так

как матрица H симметрична, то транспонированием из (5) получаем (6). �

Лемма 2. Для операторов D и ∇ имеют место равенства

[∇, D] = J∗∇, (7)

[D,∇] = −J∗∇, (8)

где [A,B] = AB −BA — стандартный коммутатор операторов A, B.
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Доказательство. Пусть ϕ = ϕ(x, t) — некоторая функция. Тогда

[∇, D]ϕ = ∇Dϕ−D∇ϕ = ∇(ϕt + u1ϕx1 + . . .+ unϕxn)−D∇ϕ
= D∇ϕ+∇u1ϕx1 + . . .+∇unϕxn)−D∇ϕ = J∗∇ϕ

— равенство (7). Так как [D,∇] = −[∇, D], то из (6) получаем (7). �

Лемма 3. Пусть K — оператор вида K = A∇, где A — некоторая переменная матрица
размера n× n. Тогда справедливо равенство

[D,K] = (DA−AJ∗)∇. (9)

Доказательство. Пусть ϕ = ϕ(x, t) — некоторая функция. Тогда в силу (7)

[D,K]ϕ = DA∇ϕ−A∇Dϕ = D(A)∇ϕ+AD∇ϕ−A∇Dϕ =

= D(A)∇ϕ+A[D,∇]ϕ = D(A)∇ϕ−AJ∗∇ϕ = (DA−AJ∗)∇ϕ.

Лемма 3 доказана. �

Следствие 1. Имеют место равенства

[D, [∇, D]] = −(H + 2J∗2)∇, (10)

[D, [D, [∇, D]]] = (−DH + 6J∗3 + 2J∗H + 3HJ∗)∇. (11)

Доказательство. Так как [∇, D] = J∗∇, то в силу леммы 3 и (6)

[D, [∇, D]] = (DJ∗ − J∗2)∇ = −(H + 2J∗2)∇.

Для получения (11) применяем формулу (9) к (10); в силу (6) можем написать

[D, [D, [∇, D]]] = (−DH − 2DJ∗2 + (H + 2J∗2)J∗)∇
= (−DH − 2J∗DJ∗ − 2DJ∗ · J∗ +HJ∗ + 2J∗3)∇

= (−DH + 2J∗(H + J∗2) + 2(H + J∗2)J∗ +HJ∗ + 2J∗3)∇
= (−DH + 6J∗3 + 2J∗H + 3HJ∗)∇.

Следствие 1 доказано. �

Замечание 1. Используя (9), можно найти общую реккурентную формулу для коммута-
тора [Dn,∇] ≡ [D, [D, . . . [D,∇] . . .]], где оператор D встречается n раз.

Замечание 2. Естественно рассмотреть систему (1) с дополнительным требованием
[Dn,∇] = 0 для некоторого натурального n > 2. Возможно, что таким образом удастся найти
новые:

— классы решений системы (1),
— инварианты пары матриц (J,H),
— дифференциально-алгебраические соотношения на решения и т. п.
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Замечание 3. Если [D2,∇] = 0, то в силу (10)

H = −2J∗2 (12)

и, следовательно, система (6) принимает вид

DJ = J2. (13)

Данное матричное уравнение Риккати исследовано в [14]. Если λ1, . . . , λn — собственные зна-
чения матрицы J и j1 = λ1 + · · · + λn, . . . , jn = λ1λ2 . . . λn — элементарные симметрические
многочлены переменных λ1, . . . , λn, то, как показано в [14], в силу (1) имеет место следующая
система равенств:

Djl + j1jl − (l + 1)jl+1 = 0, Djn + j1jn = 0, l = 1, . . . , n− 1. (14)

В [14] также доказано, что система (13) эквивалентна следующей системе для собственных
значений матрицы J :

Dλk + λ2k = 0, k = 1, . . . , n. (15)

Отметим, что наличие равенства (12) накладывает ограничения на жорданову форму мат-
рицы J : так как матрица H симметрична, то в силу (12) симметричен квадрат матрицы J ,
а поэтому жордановы клетки матрицы J могут быть только двух типов:

— невырожденные одномерные,
— вырожденные двумерные.
В частности, если матрица Гессе H невырожденная, то J полупростая, т. е. приводится

к диагональному виду.
В [1] исследована задача приведения матрицы J , удовлетворяющей уравнению (13), к жор-

дановой форме в случае n = 2, 3.

Лемма 4. Имеет место равенство

DH = −J∗H −∇(∇Th · J) +∇∇T (Dh). (16)

Доказательство. Так как H = ∇∇Th, то в силу (8)

DH = D∇(∇Th) = (D∇−∇D +∇D)(∇Th) = [D,∇](∇Th) +∇D(∇Th)

= −J∗∇(∇Th) +∇D(∇Th) = −J∗H +∇D(∇Th).

Преобразуем выражение D(∇Th). Так как D(∇Th) = (D∇h)T , то в силу (8)

D(∇Th) = (D∇−∇D +∇D)Th = ([D,∇] +∇D)Th = −∇Th · J +∇T (Dh).

Следовательно,

DH = −J∗H +∇D(∇Th) = −J∗H +∇(−∇Th · J +∇T (Dh))

= −J∗H −∇(∇Th · J) +∇∇T (Dh).

Лемма 4 доказана. �

Замечание 4. Если Dh = 0, то имеет место равенство DH = −J∗H −∇(∇Th · J).
Природу слагаемого ∇(∇Th · J) проясняет следующая
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Лемма 5. Имеет место равенство ∇(∇Th · J) = HJ +
n∑
k=1

Ukhxk , где Uk — матрица

Гессе функции uk, k = 1, . . . , n.

Доказательство. Непосредственно проверяется, что для любой вектор-функции a =

(a1, . . . , an) и любой функциональной матрицы B =

(
b11 b21 ... b

n
1

b12 b22 ... bn2... ... ... ...
b1n b2n ... bnn

)
имеет место равенство

∇(aB) = (∇a1, . . . ,∇an)B +
n∑
k=1

akBk, где Bk =
(
∇b1k, . . . ,∇bnk

)
, k = 1, . . . , n. В нашем слу-

чае a = ∇Th, B = J . Следовательно, Bk = Uk — матрица Гессе функции uk. �

Замечание 5. В силу (1) имеем представление ∇h = −Du. Поэтому

∇(∇Th · J) = HJ −
n∑
k=1

UkDuk.

Следствие 2. В силу системы (1) гессиан H удовлетворяет соотношению

DH = −J∗H +∇∇T (Dh)−HJ +

n∑
k=1

UkDuk.

В частности, если выполнено равенство Dh = 0, то DH = −J∗H −HJ +
n∑
k=1

UkDuk.

2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ H + 2J∗2 = 0, n = 2

Так как H∗ = H, то уравнение H + 2J∗2 = 0 равносильно уравнению

H + 2J2 = 0. (17)

В размерности n = 2 будем использовать индивидуальные обозначения для переменных
x = (x, y) и функций u = (u, v). Соответственно матрицы Гессе и Якоби примут вид

H =

(
hxx hxy
hyx hyy

)
, J =

(
ux uy
vx vy

)
.

Имеет место следующая
Теорема. Система (1) в размерности n = 2 имеет нетривиальные решения тогда

и только тогда, когда ux + vy = 0 или uy − vx = 0.
Если ux + vy = 0, то решение (h, u, v) имеет один из следующих видов:

1) h = c0(t) + a1(t)x+ b1(t)y и функции u, v — решение системы

v = ϕ(u, t), xϕu(u, t) + ψ(u, t) = y

для некоторых функций ϕ(u, t), ψ(u, t), c0(t), a1(t), b1(t);
2) h = c0(t) + (a1(t)x+ b1(t)y)− λ2(t)(x2 + y2), где c0(t), a1(t), b1(t), λ(t) — произвольные

функции переменной t, λ 6= 0 и функции u(x, y, t), v(x, y, t) — решение системы неявных
уравнений

F (u− λx, v − λy, t) = 0, G(u+ λx, v + λy, t) = 0,

где F (α, β, t), G(γ, δ, t) — произвольные функции такие, что FαGδ − FβGγ 6= 0.
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Если uy − vx = 0, то решение (h, u, v) определяется как решение следующих задач Коши:

3) функция v = v(x, y, t) — решение системы

vxx = vyy + q(t)vxy, v|x=0 = v0(y, t), vx|x=0 = v1(y, t),

для некоторых функции q = q(t) и v0(y, t), v1(y, t);
4) функция u = u(x, y, t) — решение системы

uy = vx, ux = vy + q(t)vx, u|x=y=0 = u0(t),

для некоторой функции u0(t), совместной в силу условия 3 теоремы;
5) функция h = h(x, y, t) — решение системы

hxx = −2
(
u2x + v2x

)
, hxy = −2(ux + vy)vx, hyy = −2

(
v2x + v2y

)
,

h|x=y=0 = h0(t), hx|x=y=0 = h1(t), hy|x=y=0 = h2(t),

совместной в силу условий 3, 4 теоремы.

Доказательство. Матричное равенство (17) равносильно системе

hxx = −2
(
u2x+uyvx

)
, hxy = −2(ux+vy)uy, hxy = −2(ux+vy)vx, hyy = −2

(
uyvx+v2y

)
. (18)

Из второго и третьего уравнений системы (18) находим

(ux + vy)(uy − vx) = 0. (19)

Следовательно, ux + vy = 0 или uy − vx = 0.
Рассмотрим случай

ux + vy = 0. (20)

В силу (18) hxy = 0 и, следовательно, h = a(x, t) + b(y, t) для некоторых функций a, b.
Система (18) принимает вид axx = −2

(
u2x + uyvx

)
, byy = −2

(
u2x + uyvx

)
. Следовательно,

a(x, t) = a0(t) + a1(t)x− p(t)x2, b(y, t) = b0(t) + b1(t)y − p(t)y2

для некоторых функций a0, a1, b0, b1, p переменной t. Итак,

h = c0(t) + (a1(t)x+ b1(t)y)− p(t)(x2 + y2), (21)

где c0 = a0 + b0.
Отметим, что в силу (18) и (21)

p = u2x + uyvx = −uxvy + uyvx = −det J. (22)

Систему (20), (22) можно записать в виде

tr J = 0, det J = −p (23)

от инвариантов матрицы J . Отсюда получаем, что собственные числа матрицы J имеют вид:
1) λ1 = λ, λ2 = −λ, λ2 = p, если p 6= 0, и матрица J подобна матрице Λ =

(
λ 0
0 −λ

)
;

2) λ1 = λ2 = 0, если p 6= 0, и матрица J подобна матрице Λ = ( 0 1
0 0 ).

Во втором случае Λ2 = 0 и, следовательно, J2 = 0. Поэтому в силу (17) H = 0, т. е.
h = c0(t) + a1(t)x + b1(t)y. Соотношения (23) равносильны системе ux + vy = 0, Φ(u, v, t) = 0
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для некоторой функции Φ. Разрешим второе соотношение относительно v: v = ϕ(u, t). Тогда
ux + uyϕu(u, t) = 0. Следовательно, функции u, v являются решением системы

v = ϕ(u, t), xϕu(u, t) + ψ(u, t) = y

для некоторых функций ϕ(u, t), ψ(u, t).
В случае, когда p 6= 0, функции u, v являются решениями системы неявных уравнений [14]:

F (u− λx, v − λy, t) = 0, G(u+ λx, v + λy, t) = 0,

где F (α, β, t), G(γ, δ, t) — произвольные функции такие, что FαGδ − FβGγ 6= 0.
Рассмотрим случай uy = vx. Система (17) примет вид

hxx = −2
(
u2x + v2x

)
, hxy = −2(ux + vy)vx, hyy = −2

(
v2x + v2y

)
.

Составляем условия совместности hxxy = hxyx, hxyy = hyyx и исключаем uy = vx. Имеем

hxxy = −4(uxuxy + vxvxy) = −4(uxvxx + vxvxy),

hxyx = −2(uxx + vxy)vx − 2(ux + vy)vxx,

hxyy = −2(uxy + vyy)vx − 2(ux + vy)vxy = −2(vxx + vyy)vx − 2(ux + vy)vxy,

hyyx = −4(vxvxx + vyvxy).

Следовательно,

2(uxvxx + vxvxy) = (uxx + vxy)vx + (ux + vy)vxx,

(vxx + vyy)vx + (ux + vy)vxy = 2(vxvxx + vyvxy)

или

vxxux − vxuxx = vxxvy − vxvxy,
vyyvx − vyvxy = vxxvx − uxvxy.

Разделим уравнения на v2x и во втором равенстве заменим vxx на uxy, получим(
ux
vx

)
x

=

(
vy
vx

)
x

,

(
vy
vx

)
y

=

(
ux
vx

)
y

.

Следовательно, ux − vy = q(t)vx для некоторой функции q = q(t). Таким образом,

uy = vx, ux = vy + q(t)vx.

Условие совместности uyx = uxy имеет вид vxx = vyy + q(t)vxy. �

Замечание 6. Разрешая систему

F (u− λx, v − λy, t) = 0, G(u+ λx, v + λy, t) = 0

относительно u− λx, u+ λx, получим

u = λx− ϕ(v − λy, t), u = −λx+ ψ(v − λy, t)

или
u = λx− ϕ(v − λy, t), ϕ(v − λy, t) + ψ(v − λy, t) = 2λx,

для некоторых функций ϕ, ψ. Дифференцируя эти равенства по переменным x, y, получим

ux = λ
ψ′ − ϕ′

ϕ′ + ψ′
, uy = 2λ

ϕ′ · ψ′

ϕ′ + ψ′
, vx = 2λ

1

ϕ′ + ψ′
, uy = λ

ϕ′ − ψ′

ϕ′ + ψ′
,

где штрих обозначает производную по первому аргументу.
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Пример 1. Пусть ux + vy = 0. Предположим, что ϕ(α) = ψ(α) = eα. Тогда

ev(eλy + e−λy) = 2λx, v = ln

(
λx

cosh(λy)

)
,

u = λx− ev−λy = λx

(
1− e−λy

cosh(λy)

)
= λx tanh(λy).

Итак,

u = λx tanh(λy), v = ln

(
λx

cosh(λy)

)
.

Пример 2. Пусть uy = vx. Предположим, что q(t) = 0. Тогда в силу условия 3 теоремы

v = f(x+ y, t) + g(x− y, t)

для некоторых f(α, t), g(β, t). В силу условия 4 теоремы получаем систему уравнений для
функции u:

uy = fα(x+ y, t) + gβ(x− y, t), ux = fα(x+ y, t)− gβ(x− y, t).

Отсюда u = f(x + y, t) − g(x − y, t) + u0(t) для некоторой функции u0(t). Соответственно,
функция h удовлетворяет системе уравнений

hxx = −4
(
f2α + g2β

)
, hxy = −4

(
f2α − g2β

)
, hyy = −4

(
f2α + g2β

)
.

Непосредственно проверяется, что данная система совместна.
В случае n > 3 система (1) имеет нетривиальные решения, как показывает следующий
Пример 3. Пусть u = ∇ϕ = (ϕx1 , . . . , ϕx1) для некоторой функции ϕ = ϕ(x, t). Тогда

непосредственно проверяется, что функция h = −ϕt − |∇ϕ|2/2 удовлетворяет уравнению (1),
а следовательно, и (17).

В заключение приведём формулу для вычисления коммутатора [D, rot] в размерности
n = 3. Возможно, что она окажется полезной при исследовании системы (1).

Пусть A, B — матрицы размерности 3 × 3. Запишем их в виде A = (a1,a2,a3), B =
(b1,b2,b3), где a1, . . . ,b3 — соответствующие вектор-столбцы. Определим вектор A×B фор-
мулой

A×B = (〈a2, b3〉 − 〈a3, b2〉, 〈a3, b1〉 − 〈a1, b3〉, 〈a1, b2〉 − 〈a2, b1〉)T ,

где 〈a,b〉 — скалярное произведение векторов a, b.
Лемма 6. Пусть v = (P,Q,R)T — вектор-функция (столбец). Тогда имеет место ра-

венство [D, rot]v = (∇v)T × J , где (∇v)T = (∇P,∇Q,∇R), J = (ux,uy,uz), u = (u, v, w)T —
вектор-столбец.

Доказательство. Имеем

rotv = (Ry −Qz, Pz −Rx, Qx − Py)T ,
D rotv = (DRy −DQz, DPz −DRx, DQx −DPy)T ,

Dv = (DP,DQ,DR)T ,

rotDv = ((DR)y − (DQ)z, (DP )z − (DR)x, (DQ)x − (DP )y)
T ,

[D, rot]v =

(DRy − (DR)y)− (DQz − (DQ)z)
(DPz − (DP )z)− (DRx − (DR)x)
(DQx − (DQ)x)− (DPy − (DP )y)

 .
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Находим DRy − (DR)y = −〈uy,∇R〉. Аналогично находятся остальные разности. �

Для системы (1) при n = 3 есть очевидное дифференциальное следствие rotDu = 0,
которое не содержит функции h. Это будет полная система соотношений для (1), связывающих
только функции u.

Интересно было бы найти полную систему соотношений для системы (1) с дополнитель-
ным условием Dh = 0, связывающих только функции u. Система (1) с дополнительным усло-
вием Dh = 0 — определённая система дифференциальных уравнений в частных производных
(система типа Коши — Ковалевской). Добавляя условие на функции u, получаем уже пере-
определённую систему дифференциальных уравнений с частными производными. Например,
естественное соотношение tr J = 0 (условие несжимаемости) приводит к переопределённой
системе дифференциальных уравнений в частных производных [11, 13].
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