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Для гиперболического уравнения с переменными коэффициентами построен регуляризи-
рующий алгоритм для решения задачи о продолжении волнового поля с границы полу-
плоскости внутрь неё. Введены N -приближённые решения, установлена их сходимость
к точному решению. Рассмотрен случай, когда данные задачи имеют погрешность δ. Най-
дена оценка точности приближённых решений, доказана сходимость приближённых реше-
ний к точному при δ → 0.
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Впервые вопросы продолжения решений задачи Коши для дифференциальных уравнений
с границы области внутрь её начали изучаться в работах Ф.Джона [1, 2]. Р.Курант рассмотрел
в [3] задачу Коши для волнового уравнения с данными на времениподобной плоскости. Реше-
ние которой сведено к задаче интегральной геометрии об определении некоторой функции по
её сферическим средним. Обобщениям этой задачи и её приложениям посвящена обширная
литература (см., например, [4-9]). Л. Ниренберг и Л.В.Овсянников предложили в [10, 11] для
исследования задач о продолжении решения метод шкал банаховых пространств для функций,
аналитических по части переменных. В [12] вопрос о регуляризации решения задачи Коши был
рассмотрен для гиперболического уравнения второго порядка с двумя пространственными пе-
ременными x, y и с данными на границе полуплоскости x > 0. Построен регуляризирующий
алгоритм решения задачи для гиперболического уравнения второго порядка, главная часть
которого совпадает с волновым оператором, а младшие члены содержат коэффициенты, зави-
сящие от x и y. Доказано, что при подходящем выборе N = N(δ) приближённые решения схо-
дятся к точному при δ → 0. В [13] для аналогичного уравнения рассмотрено регуляризирующее
уравнение с малым параметром, доказано его существование, единственность и устойчивость
решения по данным Коши, установлена сходимость этого решения к точному при стремле-
нии малого параметра к нулю. Построено решение регуляризирующего уравнения с данными
Коши, обладающими некоторой погрешностью, и доказано, что при подходящем выборе ма-
лого параметра приближённое решение сходится к точному. Построенный регуляризирующий
алгоритм основан на методе квазиобращения, предложенном Р. Латтесом и Ж.-Л. Лионсом
в работе [14]. В [15] построен регуляризирующий алгоритм для решения задачи о продолжении
волнового поля с границы полупространства внутрь него для системы уравнений Максвелла.

Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект № 0314-2019-0011).
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В настоящей работе рассматривается вопрос о регуляризации решения задачи Коши для
гиперболического уравнения с коэффициентами, зависящими от пространственных перемен-
ных x и y, и данными на границе полуплоскости x > 0 в предположении, что коэффициент
при uxx равен единице. Вводятся N -приближённые решения, устанавливается их сходимость
к точному решению. В случае, когда данные задачи имеют δ-погрешность, найдена оценка
точности приближённых решений и доказана сходимость этих решений к точному при δ → 0.

1. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ
С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

В области G(T ) = {(x, y, t) | (x, t) ∈ D(T ), y ∈ R}, где D(T ) = {(x, t) | x ∈ [0, T ],
t ∈ [−T + x, T − x]}, рассмотрим задачу Коши

utt = uxx +A(x, y)uyy +B(x, y)uxy + C(x, y)uy +D(x, y)ux + E(x, y)u+ f(x, y, t), (1)

u|x=0 = g(y, t), ux|x=0 = h(y, t), (y, t) ∈ {y ∈ R, t ∈ [T, T ]}. (2)

Будем предполагать, что уравнение (1) является в области G(T ) равномерно гиперболиче-
ским, т. е. A(x, y) − B2(x, y)/4 > q0 > 0 для всех (x, y, t) ∈ G(T ). Обозначим через ũ(x, λ, t)
преобразование Фурье функции u(x, y, t) по переменной y:

ũ(x, λ, t) =
1√
2π

∞∫
−∞

u(x, y, t)e−iλydy.

Аналогично, для любой функции ϕ зависящей от y, символ ϕ̃ будет соответствовать её пре-
образованию Фурье по этой переменной.

Предположим, что функции A(x, y), B(x, y), C(x, y), D(x, y), E(x, y) представимы в виде

A(x, y) = A0(x) +A1(x, y), B(x, y) = B0(x) +B1(x, y), C(x, y) = C0(x) + C1(x, y),

D(x, y) = D0(x) +D1(x, y), E(x, y) = E0(x) + E1(x, y),
(3)

причём функции A0(x), B0(x), C0(x), D0(x), E0(x) являются непрерывными и ограниченными
вместе с производными ∂xB0(x), ∂xD0(x) для всех x ∈ [0, T ] некоторой постоянной K0:

|A0(x)| 6 K0, |B0(x)| 6 K0, |C0(x)| 6 K0, |D0(x)| 6 K0,

|E0(x)| 6 K0, |∂xB0(x)| 6 K0, |∂xD0(x)| 6 K0.
(4)

Функции A1(x, y), B1(x, y), ∂xB1(x, y), C1(x, y), D1(x, y), ∂xD1(x, y), E1(x, y), f(x, y, t), g(x, y),
h(x, y) абсолютно суммируемы по переменной y и непрерывны для (x, t) ∈ D(T ), а для их
образов Фурье выполнены следующие неравенства для всех (x, t) ∈ D(T ):

|Ã1(x, λ)| 6 K1e
−α|λ|, |B̃1(x, λ)| 6 K1e

−α|λ|, |C̃1(x, λ)| 6 K1e
−α|λ|,

|D̃1(x, λ)| 6 K1e
−α|λ|, |Ẽ1(x, λ)| 6 K1e

−α|λ|,∣∣∣∣ ∂∂xB̃1(x, λ)

∣∣∣∣ 6 K1e
−α|λ|,

∣∣∣∣ ∂∂xD̃1(x, λ)

∣∣∣∣ 6 K1e
−α|λ|,

(5)

|f̃(x, λ, t)| 6 K2e
−α|λ|, |g̃(λ, t)| 6 K2e

−α|λ|, |h̃(λ, t)| 6 K2e
−α|λ| (6)

с некоторыми положительными постоянными K1, K2 и α. При выполнении этих условий
(см. [10, 11]) решение задачи (1), (2) является аналитической функцией по y и непрерывной
по переменным (x, t) в некоторой усечённой части области D(T ), которую обозначим через
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D(T, x0) = {(x, t) ∈ D(T ) | x ∈ [0, x0]}, x0 ∈ (0, T ). При этом для образа Фурье функции
u(x, y, t) справедлива оценка

|ũ(x, λ, t)| 6Me−β|λ|, (x, t) ∈ D(T, x0), λ ∈ R, (7)

с некоторыми постоянными M > 0 и 0 < β < α. В дальнейшем оценка (7) будет рассматри-
ваться как априорное условие на решение задачи (1), (2).

В терминах преобразования Фурье равенства (1), (2) примут вид

ũtt − ũxx = (L0 + L1)ũ+ f̃(x, λ, t), (8)

ũ|x=0 = g̃(λ, t), ũx|x=0 = h̃(λ, t), (9)

где

L0ũ(x, λ, t) = (iλB0(x) +D0(x))
∂

∂x
ũ(x, λ, t) + (−λ2A0(x) + iλC0(x) + E0(x))ũ(x, λ, t),

L1ũ(x, λ, t) =
1√
2π

∞∫
−∞

[(−λ′2Ã1(ξ, λ− λ′) + iλ′C̃1(ξ, λ− λ′) + Ẽ1(ξ, λ− λ′))ũ(ξ, λ′, t)

+ (iλ′B̃1(ξ, λ− λ′) + D̃1(ξ, λ− λ′))
∂

∂ξ
ũ(ξ, λ′, t)] dλ′.

Задача (8), (9) эквивалентна решению интегродифференциального уравнения

ũ(x, λ, t) = F̃ (x, λ, t)− 1

2

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

[
L0 + L1]ũ(ξ, λ, τ)

]
dτdξ, (10)

в котором

F̃ (x, λ, t) = −1

2

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

f̃(ξ, λ, τ) dτdξ +
1

2

t+x∫
t−x

h̃(λ, τ) dτ +
1

2
(g̃(λ, t − x) + g̃(λ, t + x)). (11)

Преобразуем слагаемые, входящие в операторы L0 и L1 и содержащие производную по
переменной ξ, с помощью интегрирования по частям. В результате этого получим из (10)
интегральное уравнение

ũ(x, λ, t) = Φ̃(x, λ, t) + (M0 +M1)ũ(x, λ, t), (x, t) ∈ D(T ), (12)

в котором

Φ̃(x, λ, t) = F̃ (x, λ, t) +
1

2

x∫
0

[iλB0(0) +D(0)]
(
g̃(λ, t− x+ ξ) + g̃(λ, t+ x− ξ)

)
dξ

+
1

2
√

2π

x∫
0

∞∫
−∞

[iλ′B̃1(0, λ− λ′) + D̃1(0, λ− λ′)]
(
g̃(λ′, t− x+ ξ) + g̃(λ′, t+ x− ξ)

)
dλ′dξ,
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M0ũ(x, λ, t) = −1

2

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

[
−(λ2A0(ξ)+iλC0(ξ)+E0(ξ))−

∂

∂ξ
(iλB0(ξ)+D0(ξ))

]
ũ(ξ, λ, τ) dτdξ

− 1

2

x∫
0

(iλB0(ξ) +D0(ξ))[ũ(ξ, λ, t+ x− ξ) + ũ(ξ, λ, t− x+ ξ)
]
dξ, (13)

M1ũ(x, λ, t) = − 1

2
√

2π

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

∞∫
−∞

(
− λ′2Ã1(ξ, λ− λ′) + iλ′C̃1(ξ, λ− λ′) + Ẽ1(ξ, λ− λ′)

− ∂

∂ξ
[iλ′B̃1(ξ, λ− λ′) + D̃1(ξ, λ− λ′)]

)
ũ(ξ, λ′, τ) dλ′dτdξ

− 1

2
√

2π

x∫
0

∞∫
−∞

[iλ′B̃1(ξ, λ− λ′) + D̃1(ξ, λ− λ′)](ũ(ξ, λ′, t+ x− ξ) + ũ(ξ, λ′, t− x+ ξ)) dλ′dξ.

Пусть N > 0. Определим N -приближение ũN (x, λ, t) при |λ| 6 N как решение уравнения

ũN (x, λ, t) = Φ̃N (x, λ, t) +
(
M0 +M1

N

)
ũN (x, λ, t), (x, t) ∈ D(T ), |λ| 6 N, (14)

где

Φ̃N (x, λ, t) = F̃ (x, λ, t) +
1

2

x∫
0

[iλB0(0) +D(0)]
(
g̃(λ, t− x+ ξ) + g̃(λ, t+ x− ξ)

)
dξ

+
1

2
√

2π

x∫
0

N∫
−N

[iλ′B̃1(0, λ− λ′) + D̃1(0, λ− λ′)]
(
g̃(λ′, t− x+ ξ) + g̃(λ′, t+ x− ξ)

)
dλ′dξ, (15)

M1
N ũ(x, λ, t) = − 1

2
√

2π

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

∫
|λ′|6N

(
− λ′2Ã1(ξ, λ− λ′) + iλ′C̃1(ξ, λ− λ′) + Ẽ1(ξ, λ− λ′)

− ∂

∂ξ
[iλ′B̃1(ξ, λ− λ′) + D̃1(ξ, λ− λ′)]

)
ũ(ξ, λ′, τ) dλ′dτdξ

− 1

2
√

2π

x∫
0

∫
|λ′|6N

[iλ′B̃1(ξ, λ− λ′) + D̃1(ξ, λ− λ′)]

× (ũ(ξ, λ′, t+ x− ξ) + ũ(ξ, λ′, t− x+ ξ)) dλ′dξ, (16)

а при |λ| > N положим ũN (x, λ, t) = 0.
В силу того, что (14) является интегральным уравнением Вольтерра второго рода, реше-

ние его существует и единственно в классе функций, непрерывных для всех (x, t) ∈ D(T ) при
любом конечном N .

Обозначим через uN (x, y, t) прообраз Фурье функции ũN (x, λ, t).
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2. СХОДИМОСТЬ un(x, y, t) К ТОЧНОМУ РЕШЕНИЮ

Пусть β′ ∈ (0, β) и

K = K0 +
2K1

α
√

2π
, η = max{(10K)1/2, 4K}, γ = β′/η, D(T, x0, γ) = D(T, x0) ∩ {x ∈ [0, γ]}.

Теорема 1. При выполнении условий (3)–(7) приближённые решения uN (x, y, t) равно-
мерно сходятся в области D(T, x0, γ) при N →∞ к решению задачи (1), (2):

max
(x,t)∈D(T,x0,γ)

‖u(x, ·, t)− uN (x, ·, t)‖L1(R) → 0. (17)

Доказательство. Пусть ũ(x, λ, t) — решение уравнения (12). Рассмотрим функцию

ṽN (x, λ, t) = ũ(x, λ, t)− ũN (x, λ, t).

Эта функция при |λ| > N совпадает с ũ(x, λ, t), следовательно, для неё выполнено неравенство,
вытекающее из априорного предположения (7):

|ṽN (x, λ, t)| 6Me−βN , (x, t) ∈ D(T, x0) |λ| > N, (18)

а при |λ| 6 N она удовлетворяет соотношению

ṽN (x, λ, t) = Ψ̃N (x, λ, t) + (M0 +M1
N )ṽN (x, λ, t)

+ SN ũ(x, λ, t), (x, t) ∈ D(T, x0), |λ| 6 N, (19)

где

Ψ̃N (x, λ, t) = Φ̃(x, λ, t)− Φ̃N (x, λ, t)

=
1

2
√

2π

x∫
0

∫
|λ′|>N

[iλ′B̃1(0, λ− λ′) + D̃1(0, λ− λ′)]
(
g̃(λ′, t− x+ ξ) + g̃(λ′, t+ x− ξ)

)
dλ′dξ, (20)

SN ũ(x, λ, t) = (M1 −M1
N )ũ(x, λ, t)

= − 1

2
√

2π

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

∫
|λ′|>N

(
− λ′2Ã1(ξ, λ− λ′) + iλ′C̃1(ξ, λ− λ′) + Ẽ1(ξ, λ− λ′)

+
∂

∂ξ
[iλ′B̃1(ξ, λ− λ′) + D̃1(ξ, λ− λ′)]

)
ũ(λ′, ξ, τ) dλ′dτdξ

− 1

2
√

2π

x∫
0

∫
|λ′|>N

[iλ′B̃1(ξ, λ− λ′) + D̃1(ξ, λ− λ′)]

× (ũ(ξ, λ′, t+ x− ξ) + ũ(ξ, λ′, t− x+ ξ)) dλ′dξ. (21)

Оценим Ψ̃N (x, λ, t) для |λ| 6 N . Используя формулу (20) и условия (4)–(6), получаем

|Ψ̃N (x, λ, t)| 6 1√
2π
TK1K2

∫
|λ′|>N

(|λ′|+ 1)e−α|λ−λ
′| e−α|λ

′| dλ′.
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В этой формуле интеграл является чётной функцией параметра λ. Поэтому∫
|λ′|>N

(|λ′|+ 1)e−α|λ−λ
′| e−α|λ

′| dλ′

= 2

∞∫
N

(λ′ + 1)e−α|λ
′−|λ| | e−αλ

′
dλ′ 6 2e−αN

∞∫
N−|λ|

(|λ|+ 1 + ρ)e−αρ dρ

6 2e−αN
∞∫
0

(N + 1 + ρ)e−αρ dρ =
2

α2
[(N + 1)α+ 1]e−αN .

В результате получаем оценку

|Ψ̃N (x, λ, t)| 6 C∗1 (N)e−αN , (x, t) ∈ D(T, x0), |λ| 6 N, (22)

в которой

C∗1 (N) =
2

α2
√

2π
TK1K2[(N + 1)α+ 1]. (23)

Оценим теперь SN ũ(x, λ, t). Используя формулу (21) и неравенства (5), (7), получаем, что

|SN ũ(x, λ, t)| 6 K1T
2

2
√

2π

∫
|λ′|>N

(|λ′|2 + 2|λ′|+ 2)e−α|λ−λ
′| e−β|λ

′| dλ′

+
K1T√

2π

∫
|λ′|>N

(|λ′|+ 1)e−α|λ−λ
′| e−β|λ

′| dλ′.

Интегралы, входящие в эту формулу, оценим с помощью техники, уже использованной выше.
А именно, воспользуемся тем, что эти интегралы являются чётными функциями параметра λ.
Тогда для |λ| 6 N справедливы неравенства

|SN ũ(x, λ, t)| 6 K1T
2

√
2π

e−βN
∞∫
0

[(N + ρ)2 + 2(N + ρ) + 2]e−αρ dρ

+
2K1T√

2π
e−βN

∞∫
0

(N + ρ+ 1)e−αρ dρ.

Вычисляя интегралы, получаем оценку

|SN ũ(x, λ, t)| 6 C∗2 (N)e−βN , (x, t) ∈ D(T, x0), |λ| 6 N, (24)

где

C∗2 (N) =
K1T

2

√
2π

[
(N2 + 2N + 2)β2 + 2(N + 1)β + 2

β3
+ 2

(N + 1)β + 1

Tβ2

]
. (25)

Оценим, наконец,M0ṽN (x, λ, t) иM1
N ṽN (x, λ, t). Обозначим

wN (x, λ) = max
x−T6t6T−x

|ṽN (x, λ, t)|, x ∈ (0, x0).
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Для |λ| 6 N находим, что

|M0ṽN (x, λ, t)| 6 K0

[
(N2 + 2N + 2)

x∫
0

(x− ξ)wn(ξ, λ) dξ + (N + 1)

x∫
0

wn(ξ, λ) dξ

]
, (26)

∣∣M1
N ṽN (x, λ, t)

∣∣ 6 1√
2π
K1

[
(N2 + 2N + 2)

x∫
0

(x− ξ)
∫

|λ′|6N

wn(ξ, λ′)e−α|λ−λ
′| dλ′dξ

+ (N + 1)

x∫
0

∫
|λ′|6N

wn(ξ, λ′)e−α|λ−λ
′| dλ′dξ

]
. (27)

Определим новую функцию

WN (x) =

∫
|λ|6N

wN (x, λ) dλ = max
x−T6t6T−x

∫
|λ|6N

|ṽN (x, λ, t)| dλ, x ∈ [0, x0]. (28)

Проинтегрируем (19) по λ от −N до N , учтём оценки (22), (24), (26), (27) и воспользуемся
соотношениями∫
|λ|6N

∫
|λ′6N

e−α|λ−λ
′|wN (ξ, λ′) dλ′dλ =

∫
|λ′|6N

wN (ξ, λ′)

∫
|λ|6N

e−α|λ−λ
′|dλ dλ′

6
∫

|λ′|6N

wN (ξ, λ′)

∞∫
−∞

e−α|λ−λ
′|dλ dλ′ =

2

α
WN (ξ).

Тогда получим

WN (x) 6 2N
(
C∗1 (N)e−αN + C∗2 (N)e−βN

)
+K0

[
(N2 + 2N + 2)

x∫
0

(x− ξ)Wn(ξ) dξ + (N + 1)

x∫
0

Wn(ξ) dξ

]

+
2K1

α
√

2π

[
(N2 + 2N + 2)

x∫
0

(x− ξ)Wn(ξ) dξ + (N + 1)

x∫
0

Wn(ξ) dξ

]
, x ∈ [0, x0]. (29)

Обозначим
C∗3 (N) = 2N

(
C∗1 (N) + C∗2 (N)

)
, K = K0 +

2K1

α
√

2π
. (30)

Так как β < α, то неравенство (29) для N > 1 можно записать следующим образом:

WN (x) 6 C∗3e
−βN +NK

x∫
0

[5N(x− ξ) + 2)]WN (ξ) dξ, x ∈ [0, x0]. (31)

Для оценкиWN (x) используем обобщённое неравенство Гронуолла — Беллмана, установленное
в работе [16]. Суть его заключается в следующем. Если некоторая неотрицательная и непре-
рывная на отрезке [0, x0] функция ϕ(x) удовлетворяет неравенству

ϕ(x) 6 A+N

x∫
0

m∑
k=0

Nkak
(x− ξ)k

k!
ϕ(ξ) dξ, 0 6 x 6 x0,
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с некоторыми неотрицательными постоянными A, a0, a1, . . . , am, то она удовлетворяет оценке

ϕ(x) 6 AeηNx, x ∈ [0, x0],

в которой постоянная η вычисляется по формуле

η = max
06k6m

(
2mak/C

m
k

)1/(k+1)
.

Здесь Cmk — биномиальные коэффициенты. В данном случае m = 1 и a1 = 5K, a0 = 2K,
поэтому

η = max{(10K)1/2, 4K}. (32)

Потому из неравенства (31) следует оценка

WN (x) 6 C∗3 (N)e−N(β−ηx), x ∈ [0, x0], N > 1. (33)

Пусть β′ ∈ (0, β) и γ = β′/η, D(T, x0, γ) = D(T, x0)∩{x ∈ [0, γ]}. Тогда из неравенства (33)
вытекает оценка

|ũ(x, λ, t)− ũN (x, λ, t)| 6 C∗3 (N)e−N(β−β′), (x, t) ∈ D(T, x0, γ), N > 1. (34)

Из неравенств (18), (34) следует, что

‖u(x, ·, t)− uN (x, ·, t)‖L1(R) 6
1√
2π

[ ∫
|λ|6N

|ũ(x, λ, t)− ũN (x, λ, t)| dλ+

∫
|λ|>N

|ũ(x, λ, t)| dλ
]

6
1√
2π

[
2NC∗3 (N)e−N(β−β′) +M

∫
|λ|>N

e−β|λ| dλ

]

6
1√
2π

[
2NC∗3 (N)e−N(β−β′) +

2M

β
e−βN

]
, (x, t) ∈ D(T, x0, γ), N > 1. (35)

Так как C∗3 (N) зависит от N полиномиально, то правая часть неравенства (35) равномерно
относительно (x, t) ∈ D(T, x0, γ) стремится к нулю при N →∞:

‖u(x, ·, t)− uN (x, ·, t)‖L1(R) → 0, (x, t) ∈ D(T, x0, γ), N →∞.

Это завершает доказательство теоремы 1. �

3. ПРИБЛИЖЁННЫЕ РЕШЕНИЯ С НЕТОЧНЫМИ ДАННЫМИ

Пусть функции fδ(x, y, t), gδ(x, y, t), hδ(x, y, t) являются некоторыми приближениями
функций f(x, y, t), g(x, y, t), h(x, y, t), причём fδ(x, y, t), gδ(x, y, t), hδ(x, y, t) как функции пере-
менной y принадлежат L1(−∞,∞) и для них выполнены условия

‖f(x, ·, t)− fδ(x, ·, t)‖L1(R) 6 δ, ‖g(·, t)− gδ(·, t)‖L1(R) 6 δ,

‖h(·, t)− hδ(·, t)‖L1(R) 6 δ, (x, t) ∈ D(T ),
(36)

где δ — некоторое положительное число. Из неравенств (36) следуют оценки для образов Фурье
соответствующих функций:

|f̃(x, λ, t)− f̃δ(x, λ, t)| 6 δ/
√

2π, |g̃(λ, t)− g̃δ(λ, t)| 6 δ/
√

2π,

|h̃(λ, t)− h̃δ(λ, t)| 6 δ/
√

2π, t ∈ [0, T ], (x, t) ∈ D(T ), λ ∈ R.
(37)
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Построим семейство приближённых решений uδN (x, y, t) таких, что uδN (x, y, t)→ u(x, y, t)
при δ → +0 и подходящем выборе N = N(δ). Пусть f̃δ(x, y, t), g̃δ(x, y, t), h̃δ(x, y, t) — образы
Фурье функций fδ(x, y, t), gδ(x, y, t), hδ(x, y, t).

Определим функцию ũδN (x, λ, t), аналогично ũN (x, λ, t), при |λ| 6 N как решение урав-
нения

ũδN (x, λ, t) = Φ̃δN (x, λ, t) +
(
M0 +M1

N

)
ũδN (x, λ, t), (x, t) ∈ D(T ), |λ| 6 N, (38)

в котором

Φ̃δN (x, λ, t) = −1

2

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

f̃δ(ξ, λ, τ) dτdξ +
1

2

t+x∫
t−x

h̃δ(λ, τ) dτ +
1

2
(g̃δ(λ, t− x) + g̃δ(λ, t+ x))

+
1

2

x∫
0

[iλB0(0) +D(0)]
(
g̃δ(λ, t− x+ ξ) + g̃δ(λ, t+ x− ξ)

)
dξ

+
1

2
√

2π

x∫
0

N∫
−N

[iλ′B̃1(0, λ− λ′) + D̃1(0, λ− λ′)]
(
g̃δ(λ

′, t− x+ ξ) + g̃δ(λ
′, t+ x− ξ)

)
dλ′dξ, (39)

а при |λ| > N положим ũδN (x, λ, t) = 0.
Интегральное уравнение (38) является уравнением типа Вольтерра второго рода, поэто-

му его решение существует и единственно в классе функций, непрерывных при |λ| 6 N ,
(x, t) ∈ D(T ). Для его решения может быть использован обычный метод последовательных
приближений.

Пусть vδN (x, y, t) — прообраз Фурье функции ũδN (x, λ, t).

4. СХОДИМОСТЬ ПРИБЛИЖЁННЫХ РЕШЕНИЙ

Теорема 2. Пусть δ ∈ (0,min(1, e−β)), а число γ и область D(T, x0, γ) те же, что и в
разд. 2. Тогда при выполнении условий (3)–(7) и выборе N = N(δ) = | ln δ|/β приближённые
решения uδN (x, y, t) равномерно сходятся в области D(T, x0, γ) при N →∞ к решению задачи
(1), (2):

max
(x,t)∈D(T,x0,γ)

‖u(x, ·, t)− uδN (x, ·, t)‖L1(R) → 0. (40)

Доказательство. Введём следующие обозначения:

ṽδN (x, λ, t) = ũ(x, λ, t)− ũδN (x, λ, t), f̄δ(x, λ, t) = f̃(x, λ, t)− f̃δ(x, λ, t),
h̄δ(λ, t) = h̃(λ, t)− h̃δ(λ, t), ḡδN (λ, t) = g̃(λ, t)− g̃δ(λ, t).

(41)

Функция ṽδN (x, λ, t) при |λ| > N совпадает с ũ(x, λ, t), следовательно, для неё выполнено
неравенство

|ṽN (x, λ, t)| 6Me−βN , (x, t) ∈ D(T, x0), |λ| > N, (42)

а при |λ| 6 N она удовлетворяет соотношению

ṽδN (x, λ, t) = Ψ̃δN (x, λ, t) +
(
M0 +M1

N

)
ṽδN (x, λ, t)

+ SN ũ(x, λ, t), (x, t) ∈ D(T, x0), |λ| 6 N, (43)

в котором
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Ψ̃δN (x, λ, t) = Φ̃(x, λ, t)− Φ̃δN (x, λ, t)

= −1

2

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

f̄δ(ξ, λ, τ) dτdξ +
1

2

t+x∫
t−x

h̄δ(λ, τ) dτ +
1

2
(ḡδ(λ, t− x) + ḡδ(λ, t+ x))

+
1

2
√

2π

x∫
0

∫
|λ′|6N

[iλ′B̃1(0, λ− λ′) + D̃1(0, λ− λ′)]
(
ḡδ(λ

′, t− x+ ξ) + ḡδ(λ
′, t+ x− ξ)

)
dλ′dξ

+
1

2
√

2π

x∫
0

∫
|λ′|>N

[iλ′B̃1(0, λ− λ′) + D̃1(0, λ− λ′)]

×
(
g̃δ(λ

′, t− x+ ξ) + g̃δ(λ
′, t+ x− ξ)

)
dλ′dξ. (44)

Заметим, что последнее слагаемое формулы (44) совпадает с Ψ̃N (x, λ, t). Ниже мы воспользу-
емся оценкой (22) этой функции. Из формул (44), (22) и принятых выше обозначений следует,
что при (x, t) ∈ D(T, x0), |λ| 6 N имеет место

|Ψ̃δN (x, λ, t)|

6
1

2

∫∫
D(T )

|f̄δ(λ, ξ, τ)| dτdξ +
1

2

t+x∫
t−x

|h̄δ(λ, τ)| dτ +
1

2
(|ḡδ(λ, t− x)|+ |ḡδN (λ, t+ x)|)

+
1

2
√

2π

x∫
0

∫
|λ′|6N

[|λ′||B̃(0, λ− λ′)|+ |D̃(0, λ− λ′)|]
(
|ḡδ(λ, t− x+ ξ)|+ |ḡδ(λ, t+ x− ξ)

)
| dλdξ

+ C∗1 (N)e−αN 6

(
T 2

2
+ T + 1 +

2TK√
2π

(N + 1)

)
δ√
2π

+ C∗1 (N)e−αN .

Таким образом, справедлива оценка

|Ψ̃δN (x, λ, t)| 6 C∗0 (T )δ + C∗1 (N)e−αN , (x, t) ∈ D(T, x0), |λ| 6 N, (45)

где

C∗0 (N) =
1√
2π

(
T 2

2
+ T + 1 +

2TK√
2π

(N + 1)

)
. (46)

Оценка функции SN (x, λ, t) дана формулой (24). Введём

wδN (x, λ) = max
x−T6t6T−x

|ṽδN (x, λ, t)|, x ∈ (0, x0),

а затем, аналогично равенству (28), введём функцию

WδN (x) =

∫
|λ|6N

wδN (x, λ) dλ = max
x−T6t6T−x

∫
|λ|6N

|ṽδN (x, λ, t)| dλ, x ∈ [0, x0].

Оценка операторовM0,M1 дана формулами (26), (27). Проинтегрируем равенство (43) по λ
в пределах от −N до N и воспользуемся техникой оценок, применённой выше для оцен-
ки WN (x). Тогда получим полный аналог оценки (31) в виде

WδN (x) 6 2NC∗0δ + C∗3e
−βN +NK

x∫
0

[5N(x− ξ) + 2)]WδN (ξ), x ∈ [0, x0], N > 1. (47)
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Для оценки WδN (x) используем упомянутое выше обобщённое неравенство Гронуолла —
Беллмана. Тогда получим, что

WδN (x) 6
(
2NC∗0δ + C∗3e

−Nβ)eNηx, x ∈ [0, x0], N > 1. (48)

В этой оценке величина η определена формулой (32). Пусть, как и ранее, β′ ∈ (0, β) и γ = β′/η,
D(T, x0, γ) = D(T, x0) ∩ {x ∈ [0, γ]}. Тогда из неравенства (48) вытекает оценка

WδN (x) 6
(
2NC∗0δ + C∗3e

−Nβ)eNβ′
, (x, t) ∈ D(T, x0, γ), N > 1. (49)

Используя неравенство (42), получаем∫
|λ|>N

|ṽ(x, λ, t)| dλ 6M
∫

|λ|>N

e−β|λ| dλ 6
2M

β
e−βN , (x, t) ∈ D(T, x0), (50)

Обозначим через uδN (x, y, t) прообраз Фурье функции ũδN (x, λ, t):

uδN (x, y, t) =
1√
2π

∞∫
−∞

ũδN (x, λ, t)eiλydλ.

В силу (49), (50), справедливы неравенства

‖u(x, ·, t)− uNδ(x, ·, t)‖L1(R) 6
1√
2π

 ∫
|λ|6N

|ṽδN (x, λ, t)| dλ+

∫
|λ|>N

|ṽδN (x, λ, t)| dλ


6

1√
2π

(
(2NC∗0δ + C∗3e

−Nβ)eNβ
′
+

2M

β
e−βN

)
, (x, t) ∈ D(T, x0, γ), N > 1. (51)

Полагая δ ∈ (0,min(1, e−β)), выберем в (51) N из условия Nβ = − ln δ. Тогда справедливо
соотношение e−βN = δ, и неравенство принимает вид

‖u(x, ·, t)− uNδ(x, ·, t)‖L1(R) 6
1√
2π

(
(2NC∗0 + C∗3 )eN(δ)β′

+
2M

β

)
δ,

(x, t) ∈ D(T, x0, γ), N > 1.

(52)

В силу равенств (23), (25), (30), (46), имеет место оценка(
2N(δ)C∗0 (N(δ)) + C∗3 (N(δ))

)
δ ∼ C∗4δ| ln3 δ| при δ → 0,

в которой постоянная C∗4 вычисляется по формуле C∗4 =
2T 2K1

β4
√

2π
. Кроме того, eN(δ)β′

=

e−(β
′ ln δ)/β = δ−β

′/β. Поэтому неравенство (52) можно представить в виде

‖u(x, ·, t)− uNδ(x, ·, t)‖L1(R) ∼ C
∗
4δ

(1−β′/β)| ln3 δ| при δ → +0, (x, t) ∈ D(T, x0.γ). (53)

Из (53) следует утверждение теоремы 2. �

Замечание. Изложенное выше легко переносится на случай, когда y ∈ Rn, n > 2.
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