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Изучается качественное поведение слабых решений автономной модифицированной моде-
ли Кельвина — Фойгта на основе теории аттракторов неинвариантных пространств тра-
екторий. Для рассматриваемой модели определяется пространство траекторий, вводится
понятие траекторного и глобального аттракторов и доказывается существование этих ат-
тракторов.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В ограниченной области Ω ⊂ Rn, n = 2, 3, с границей ∂Ω класса C3 рассматривается
следующая система уравнений:

∂v

∂t
− ν∆v +

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− κ

∂∆v

∂t
− κ

n∑
k=1

vk
∂∆v

∂xk
+∇p = f, div v = 0. (1)

Здесь v(x, t), p(x, t) — скорость и давление в жидкости в точке x в момент времени t; f(x, t) —
плотность внешних сил; ν > 0 — вязкость жидкости, κ > 0 — время ретардации. Неизвестными
функциями являются v и p. Система (1) впервые была введена в рассмотрение В. А. Павлов-
ским [1] и получила подтверждение экспериментальными исследованиями растворов поли-
этиленоксида, полиакриламида и гуаровой смолы.

Для системы (1) рассмотрим начально-краевую задачу с начальным и граничным усло-
виями

v|t=0 = a, v|∂Ω = 0. (2)

В задаче (1), (2) известные параметры ν, κ, а также плотность внешних сил f считаем
зафиксированными.

Существование слабого решения рассматриваемой модели на произвольном конечном про-
межутке времени [0, T ] было доказано в [2]. Задача оптимального управления с обратной
связью для рассматриваемой модели изучена в [3]. В этой работе для автономного случая
(плотность внешних сил f не зависит от времени) доказывается существование минимального
траекторного и глобального аттракторов. В связи с тем, что теорем единственности слабых
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решений для задачи (1), (2) не установлено, классический подход к аттракторам, основанный
на теории полугрупп, не применим. Поэтому для доказательства используется теория тра-
екторных аттракторов неинвариантных пространств траекторий, созданная В. Г. Звягиным
и его учениками (см. [4, 5] и имеющуюся там библиографию).

2. НЕОБХОДИМЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И УТВЕРЖДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ
АТТРАКТОРОВ

Пусть E, E0 — два банаховых пространства, таких, что E рефлексивно и непрерывно
вложено в E0. Через R+ будем обозначать неотрицательную полуось числовой прямой R.

Обозначим через C(R+;E0) пространство непрерывных функций, определённых на R+

и принимающих значения в пространстве E0. Метрическое пространство C(R+;E0) полно.
Пусть ΠM , M > 0, — оператор сужения функций, заданных на R+, на отрезок [0,M ].

Оператор ΠM непрерывно отображает C(R+;E0) в C([0,M ];E0).

Лемма 1. Для того чтобы множество P ⊂ C(R+;E0) было относительно компактно
в C(R+;E0), необходимо и достаточно, чтобы при любом M > 0 множество ΠMP было
относительно компактно в C([0,M ], E0).

Обозначим через L∞(R+;E) пространство существенно ограниченных функций, опреде-
лённых почти всюду на R+ и принимающих значения в E. Норма в L∞(R+;E) определяется
формулой ‖u‖L∞(R+;E) = vrai max

t∈R+

‖u(t)‖E . Пространство L∞(R+;E) является банаховым.

Через Cw([0, T ], E) будем обозначать множество слабо непрерывных на отрезке [0, T ]
функций со значениями в E.

Теорема 1 [8]. Пусть E, E0 — два банаховых пространства таких, что E ⊂ E0 и это
вложение непрерывно. Если функция v принадлежит L∞(0, T ;E) и непрерывна как функция
со значениями в E0, то v слабо непрерывна как функция со значениями в E.

Функции, принадлежащие классу C(R;E0)∩L∞(R;E), слабо непрерывны со значениями
в E (их значения принадлежат E при всех t ∈ R) и ограничены со значениями в E (см. [8]).

Обозначим через T (h), h ∈ R, оператор сдвига, который функции f ставит в соответствие
функцию T (h)f такую, что T (h)f(t) = f(t+ h).

Рассмотрим непустое семейство функций H+ ⊂ C(R+;E0) ∩ L∞(R+;E). Множество H+

будем называть пространством траекторий, а его элементы — траекториями. Будем предпо-
лагать, что множество H+ непусто.

Определение 1. Множество P ⊂ C(R+;E0) ∩ L∞(R+;E) называется притягивающим
(для пространства траекторий H+), если для всякого множества B ⊂ H+, ограниченного
в L∞(R+;E), выполняется условие sup

u∈B
inf
v∈P
‖T (h)u− v‖C(R+;E0) → 0 при h→∞.

Определение 2. Множество P ⊂ C(R+;E0) ∩ L∞(R+;E) называется поглощающим
(для пространства траекторий H+), если для всякого множества B ⊂ H+, ограниченного
в L∞(R+;E), существует h > 0 такое, что при всех t > h имеет место включение T (t)B ⊂ P .

Отметим, что любое поглощающее множество является притягивающим.

Определение 3. Множество P ⊂ C(R+;E0)∩L∞(R+;E) называется траекторным полу-
аттрактором (пространства траекторий H+), если оно удовлетворяет следующим условиям:

1) множество P компактно в C(R+;E0) и ограничено в L∞(R+;E);
2) имеет место включение T (t)P ⊂ P для всех t > 0;
3) множество P является притягивающим в смысле определения 1.
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Определение 4. Множество P ⊂ C(R+;E0) ∩ L∞(R+;E) называется траекторным ат-
трактором (пространства траекторий H+), если оно удовлетворяет условиям 1, 3 определе-
ния 3, а также условию

2′) имеет место равенство T (t)P = P для всех t > 0.

Определение 5.Минимальным траекторным аттрактором пространства траекторий H+

называется наименьший по включению траекторный аттрактор.

Определение 6. Множество A ⊂ E называется глобальным аттрактором (в E0) про-
странства траекторий H+, если оно удовлетворяет следующим условиям:

1) множество A компактно в E0 и ограничено в E;
2) для всякого ограниченного в L∞(R+;E) множества B ⊂ H+ выполняется условие при-

тягивания sup
u∈B

inf
y∈A
‖u(t)− y‖E0 → 0 при t→∞;

3) множество A является является наименьшим по включению, удовлетворяющим усло-
виям 1 и 2.

Очевидно, что если существует минимальный траекторный аттрактор или глобальный
аттрактор, то он единственный. Имеют место следующие теоремы о существовании мини-
мального траекторного и глобального аттракторов (см. [4, 5]).

Теорема 2. Пусть существует траекторный полуаттрактор P пространства тра-
екторий H+. Тогда существует минимальный траекторный аттрактор U пространства
траекторий H+.

Теорема 3. Пусть существует минимальный траекторный аттрактор U простран-
ства траекторий H+. Тогда существует глобальный аттрактор A пространства H+ и спра-
ведливо соотношение A = U(t) при t > 0.

3. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Обозначим через C∞0 (Ω)n пространство функций на Ω со значениями в Rn класса C∞

с компактным носителем, содержащимся в Ω. Пусть V = {v ∈ C∞0 (Ω)n | div v = 0}. Обозначим
через V 0 и V 1 пополнение V по нормам L2(Ω)n и H1(Ω)n соответственно, V 2 = H2(Ω)n ∩ V 1.

Пусть π : L2(Ω)n → V 0 — проектор Лере. Рассмотрим в V оператор A = −π∆. Известно,
что A продолжается в V 0 до замкнутого оператора, который является самосопряжённым поло-
жительным оператором с вполне непрерывным обратным. Собственные функции {ej} опера-
тора A образуют ортонормированный базис в V 0. Пусть 0 < λ1 6 λ2 6 . . . 6 λk 6 . . . —
собственные значения оператора A, а E∞ — множество конечных линейных комбинаций,
составленных из ej . Определим пространство V β, β ∈ R, как пополнение E∞ по норме

‖v‖V β =

( ∞∑
k=1

λβk |vk|
2

)1/2

. В [6] показано, что нормы в пространствах V 1, V 2, V 3 эквивалентны
нормам

‖v‖V 1 = ‖A1/2v‖V 0 , ‖v‖V 2 = ‖Av‖V 0 , ‖v‖V 3 = ‖A3/2v‖V 0 .

Для определения понятия слабого решения на конечном отрезке введём пространство

W1[0, T ] = {v | v ∈ L∞(0, T ;V 2), v′ ∈ L∞(0, T ;V 1)}

с нормой ‖v‖W1[0,T ] = ‖v‖L∞(0,T ;V 2) + ‖v′‖L∞(0,T ;V 1) и пространство

W2[0, T ] = {v | v ∈ C([0, T ], V 3), v′ ∈ L∞(0, T ;V 3)}

с нормой ‖v‖W2[0,T ] = ‖v‖C([0,T ],V 3) + ‖v′‖L∞(0,T ;V 3).
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Для определения слабого решения на R+ введём пространство W loc
1 (R+), состоящее из

функций v, определённых п. в. на R+ и принимающих значения в V 2 таких, что ограниче-
ние v на любой отрезок [0, T ] принадлежит W1[0, T ], и пространство W loc

2 (R+), состоящее из
функций v класса C(R+, V

3) таких, что ограничение v на любой отрезок [0, T ] принадлежит
W2[0, T ].

4. СЛАБАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ (1), (2) И АППРОКСИМАЦИЯ

Пусть a ∈ V 2, f ∈ V 0.
Определение 8. Слабым решением задачи (1), (2) на отрезке [0, T ] будем называть функ-

цию v ∈W1[0, T ] такую, что для любой функции ϕ ∈ V 1 тождество∫
Ω
v′ϕdx+ ν

∫
Ω
∇v : ∇ϕdx−

n∑
i,j=1

∫
Ω
vivj

∂ϕj
∂xi

dx

+ κ
∫

Ω
∇(v′) : ∇ϕdx+ κ

n∑
i,j=1

∫
Ω
vi∆vj

∂ϕj
∂xi

dx =

∫
Ω
fϕ dx (3)

выполнено при п. в. t ∈ [0, T ] и функция v удовлетворяет начальному условию

v(0) = a. (4)

Слабым решением задачи (1), (2) на полуоси R+ назовём функцию v ∈ W loc
1 (R+) такую,

что при каждом T > 0 ограничение v на отрезок [0, T ] является слабым решением зада-
чи (1), (2) на отрезке [0, T ].

Непрерывные вложения пространств V 1 ⊂ V 0 и V 2 ⊂ V 1 соответствуют неравенствам
‖u‖V 0 6 K0‖u‖V 1 для u ∈ V 1 и ‖u‖V 1 6 K1‖u‖V 2 для u ∈ V 2. Введём постоянную

α =
νκ

K2
0K

2
1 + 2κK2

1 + κ2
=
νκ
K2

, где K2 = K2
0K

2
1 + 2κK2

1 + κ2, (5)

которую будем использовать до конца работы. Введём следующие операторы:

J : V 1 → V −1, 〈Ju, ϕ〉 =

∫
Ω
uϕdx для всех u, ϕ ∈ V 1,

A : V 1 → V −1, 〈Au,ϕ〉 =

∫
Ω
∇u : ∇ϕdx для всех u, ϕ ∈ V 1,

B1 : L4(Ω)n → V −1, 〈B1(u), ϕ〉 =
n∑

i,j=1

∫
Ω
uiuj

∂ϕj
∂xi

dx для всех u ∈ L4(Ω)n, ϕ ∈ V 1,

B2 : V 2 → V −1, 〈B2(u), ϕ〉 =
n∑

i,j=1

∫
Ω
ui∆uj

∂ϕj
∂xi

dx для всех u ∈ V 2, ϕ ∈ V 1.

Тогда вопрос поиска слабых решений задачи (1), (2) эквивалентен задаче о поиске решения
v ∈W1[0, T ] операторного уравнения

(J + κA)v′ −B1(v) + κB2(v) + νAv = f, (6)

удовлетворяющего начальному условию (4). Для доказательства разрешимости операторного
уравнения (6) рассмотрим аппроксимационное уравнение

(J + κA+ εe−αtA2)v′ + νAv −B1(v) + κB2(v) = f, (7)
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где ε ∈ (0, 1], а оператор A2 определяется следующим образом:

A2 : V 3 → V −1, 〈A2u, ϕ〉 = −
∫

Ω
∇(∆u) : ∇ϕdx для всех u ∈ V 3, ϕ ∈ V 1.

Исходя из определения пространства W2[0, T ], в котором мы будем исследовать разреши-
мость (7), для уравнения (7) имеет смысл начальное условие (4) c a ∈ V 3.

Определение 9. Решением уравнения (7) на отрезке [0, T ] будем называть функцию
v ∈W2[0, T ] такую, что (7) выполнено в L∞(0, T ;V −1). Решением уравнения (7) на полуоси R+

будем называть функцию v ∈W loc
2 (R+) такую, что при каждом T > 0 ограничение v на отрезок

[0, T ] является решением (7) на этом отрезке.

5. СВОЙСТВА ОПЕРАТОРОВ И ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ

Приведём теорему Обена — Дубинского — Симона [7], которой мы будем пользоваться.
Теорема 4. Пусть X ⊂ E ⊂ Y — банаховы пространства, вложение X ⊂ E компактно,

а вложение E ⊂ Y непрерывно. Пусть F ⊂ Lp(0, T ;X), 1 6 p 6 ∞. Будем предполагать,
что для любого f ∈ F его обобщённая производная в пространстве D′(0, T ;Y ) принадлежит
Lr(0, T ;Y ), 1 6 r 6 ∞. Далее, пусть F ограничено в Lp(0, T ;X), а {f ′ | f ∈ F} ограничено
в Lr(0, T ;Y ). Тогда при p < ∞ множество F относительно компактно в Lp(0, T ;E), а при
p =∞ и r > 1 множество F относительно компактно в C([0, T ], E).

Приведём необходимые нам свойства операторов.
Лемма 2. Пусть p такое, что 1 6 p 6∞. Справедливы следующие утверждения:
1) Оператор A : Lp(0, T ;V 1)→ Lp(0, T ;V −1) непрерывен и имеет место оценка

κ‖u(t)‖V 1 6 ‖(κA+ J)u(t)‖V −1 при п. в. t ∈ [0, T ]. (8)

2) Оператор B1 : L∞(0, T ;L4(Ω)n)→ L∞(0, T ;V −1) непрерывен и имеет место оценка

‖B1(u)(t)‖V −1 6 C1‖u(t)‖2L4(Ω)n при п. в. t ∈ [0, T ]. (9)

3) Для оператора B2 : W2[0, T ]→ L∞(0, T ;V −1) имеет место оценка

‖B2(u)(t)‖V −1 6 C2‖u(t)‖2V 2 при п. в. t ∈ [0, T ]. (10)

4) Оператор (J + κA+ εe−αtA2) : Lp(0, T ;V 3)→ Lp(0, T ;V −1) непрерывен и для него при
п. в. t ∈ [0, T ] имеет место оценка

εe−αt‖u(t)‖V 3 6 ‖(J + κA+ εe−αtA2)u(t)‖V −1 . (11)

Доказательства этих свойств операторов аналогичны доказательствам в работах [2, 6, 9].
Теорема 5. Пусть v ∈ W2[0, T ] — решение уравнения (7) на отрезке [0, T ](T > 0) при

некотором ε > 0. Тогда при п. в. t ∈ [0, T ] имеет место неравенство

κ‖v(t)‖V 2 + e−αt/2
√
εκ‖v(t)‖V 3 + εe−αt‖v′(t)‖V 3 + κ‖v′(t)‖V 1

6 C3

(
1 + e−αt

(
K2‖v(0)‖2V 2 + ε‖v(0)‖2V 2 + εκ‖v(0)‖2V 3

))
. (12)

Здесь α — постоянная, определяемая (5), константа C3 не зависит от ε, t, v.
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Доказательство. Сначала оценим первые два слагаемых из левой части (12), которые
содержат v(t). Для этого применим (7) к функции (J + κA)v. Преобразуя слагаемые при
помощи формулы Грина, оценивая правую часть и приводя подобные, получим

d

dt
‖v(t)‖2V 0 + 2κ

d

dt
‖v(t)‖2V 1 + (εe−αt + κ2)

d

dt
‖v(t)‖2V 2

+ εe−αtκ
d

dt
‖v(t)‖2V 3 + 2ν‖v(t)‖2V 1 + νκ‖v(t)‖2V 2 6 2

C2
4 + κ2

νκ
‖f‖2V 0 .

Рассмотрим на V 2 эквивалентную норму ‖u‖ такую, что ‖u‖2 = ‖u‖2V 0+2κ‖u‖2V 1+κ2‖u‖2V 2 .
Тогда имеем νκ‖u(t)‖2V 2 > α‖u(t)‖2. Отсюда

d

dt
‖v(t)‖2 + εe−αt

d

dt
‖v(t)‖2V 2 + εe−αtκ

d

dt
‖v(t)‖2V 3 + α‖v(t)‖2 6 2

C2
4 + κ2

νκ
‖f‖2V 0 .

В первом и последнем слагаемых в левой части сделаем подстановку v(t) = v̄(t)e−αt/2. После
приведения подобных имеем

e−αt
d

dt
‖v̄(t)‖2 + εe−αt

(
d

dt
‖v(t)‖2V 2 + κ

d

dt
‖v(t)‖2V 3

)
6 2

C2
4 + κ2

νκ
‖f‖2V 0 .

Умножим полученное неравенство на eαt и проинтегрируем по t от 0 до τ ∈ [0, T ]:

‖v̄(τ)‖2 + ε‖v(τ)‖2V 2 + εκ‖v(τ)‖2V 3

6 ‖v(0)‖2 + ε‖v(0)‖2V 2 + εκ‖v(0)‖2V 3 + 2(eατ − 1)
C2

4 + κ2

ανκ
‖f‖2V 0 .

Умножая теперь полученное неравенство на e−ατ , вспоминая определение вспомогательной
нормы и оценивая левую часть неравенства снизу, а правую часть сверху, получим

κ2‖v(t)‖2V 2 + e−αtεκ‖v(t)‖2V 3 6 C5

(
1 + e−αt

(
K2‖v(0)‖2V 2 + ε‖v(0)‖2V 2 + εκ‖v(0)‖2V 3

))
. (13)

Оценим два оставшихся слагаемых из (12), содержащих v′(t). Поскольку v — решение
уравнения (7), то при подстановке v в (7) мы получаем тождество. Следовательно,

‖(J + κA+ εe−αtA2)v′(t)‖V −1 = ‖ − νAv(t) +B1(v)(t)− κB2(v)(t) + f‖V −1

6 ν‖v(t)‖V 1 + C1‖v(t)‖2L4(Ω)n + κC2‖v(t)‖2V 2 + C6‖f‖V 0

6 C7ν
(
1 + ‖v(t)‖2V 2

)
+ C8‖v(t)‖2V 2 + κC2‖v(t)‖2V 2 + C6‖f‖V 0 6 C9

(
1 + ‖v(t)‖2V 2

)
.

Мы воспользовались неравенствами (9), (10), непрерывностью вложений V 2 ⊂ V 1, V 0 ⊂ V −1

и неравенством b 6 1 + b2. Отсюда, используя (11), имеем

εe−αt‖v′(t)‖V 3 6 C9

(
1 + ‖v(t)‖2V 2

)
. (14)

Аналогично, в силу (8) и (14) получаем κ‖v′(t)‖V 1 6 2C9

(
1 + ‖v(t)‖2V 2

)
. Складывая это

неравенство с (14) и используя (13), получаем

εe−αt‖v′(t)‖V 3 + κ‖v′(t)‖V 1 6 C10

(
1 + e−ατ

(
K2‖v(0)‖2V 2 + ε‖v(0)‖2V 2 + εκ‖v(0)‖2V 3

))
. (15)

Из (13) и (15) в силу неравенства b 6 1 + b2 следует оценка (12). �
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6. ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЙ

Лемма 3. На любом отрезке [0, T ] существует решение уравнения (7), удовлетворяющее
начальному условию (4) с произвольным a ∈ V 3.

Доказательство. Доказательство повторяет доказательство теоремы о разрешимости
аппроксимационной задачи в [2]. �

Далее нам потребуется следующая техническая
Лемма 4. Пусть {vm} — ограниченная в L∞(0, T ;V 2) последовательность, а последова-

тельность {v′m} ограничена в L∞(0, T ;V 1). Тогда имеют место следующие утверждения:
1) Существует подпоследовательность {vmk}, сходящаяся к предельной функции v∗

в пространстве C([0, T ];V 1), причём имеют место предельные соотношения

Jv′mk ⇀ Jv′∗ слабо в L2(0, T ;V −1), (16)

κAv′mk ⇀ κAv′∗ слабо в L2(0, T ;V −1), (17)

νAvmk ⇀ νAv∗ слабо в L2(0, T ;V −1), (18)

κB1(vmk)→ κB1(v∗) сильно в L∞(0, T ;V −1), (19)

κB2(vmk) ⇀ κB2(v∗) слабо в L2(0, T ;V −1). (20)

2) Если εm → 0 — числовая последовательность и последовательность {εmv′m} ограни-
чена в L∞(0, T, V 3), то без ограничения общности εmke

−αtA2v′mk ⇀ 0 слабо в L2(0, T ;V −1).
3) Если последовательность {v′m} ограничена в L∞(0, T ;V 3), то без ограничения общно-

сти (J + κA+ εe−αtA2)v′mk ⇀ (J + κA+ εe−αtA2)v′∗ слабо в L2(0, T ;V −1).

Доказательство. 1) Вложение V 2 ⊂ V 1 компактно, поэтому выполнены условия теоре-
мы 4 и вложение W1[0, T ] ⊂ C([0, T ], V 1) компактно. Поскольку {vm} ограничена в W1[0, T ],
то она относительно компактна в C([0, T ], V 1) и существует подпоследовательность {vmk},
сходящаяся в C([0, T ], V 1) к некоторой функции v∗.

Перейдём от нерефлексивных пространств L∞ к рефлексивным пространствам Lp, чтобы
воспользоваться слабой компактностью ограниченных множеств. Поскольку пространство L∞
непрерывно вкладывается в Lp с p > 1, то последовательности {vm} и

{
v′m
}

ограничены
в L2(0, T ;V 2) и L2(0, T ;V 1) соответственно. Следовательно, без ограничения общности можно
считать, что

vmk ⇀ v∗ слабо в L2(0, T ;V 2), (21)

v′mk ⇀ v′∗ слабо в L2(0, T ;V 1). (22)

Таким образом, из сходимости (22) непосредственно следует (16). В силу леммы 2 линейный
оператор A непрерывен. Поэтому из (21) и (22) соответственно следуют требуемые сходимо-
сти (18) и (17).

Так как V 1 ⊂ L4(Ω)n, то vmk → v∗ в L∞(0, T ;L4(Ω)n) и (19) следует из непрерывности
оператора B1.

По теореме 4 в силу компактности вложения V 2 ⊂ C(Ω)n имеет место компактное
вложение W1[0, T ] ⊂ C([0, T ], C(Ω)n). Откуда, без ограничения общности получаем сходи-
мость vmk → v∗ в C([0, T ], C(Ω)n). Отсюда и из (21) следует, что vmk∆vmk ⇀ v∗∆v∗ слабо
в L2(0, T ;L2(Ω)n). Поэтому сходимость (20) следует из определения оператора B2.

2) Как и ранее, без ограничения общности последовательность
{
εmke

−αtv′mk
}

сходится
слабо к некоторой функции w в L2(0, T ;V 3). Но в смысле распределений на отрезке [0, T ] со
значениями в V −3 эта последовательность сходится к нулю. (Это несложно показать, исполь-
зуя формулу Грина и то, что vmk сходится в C([0, T ], V 1) к v∗.) В силу единственности слабого
предела получаем требуемую сходимость.
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3) Без ограничения общности
{
v′mk

}
сходится к v′∗ слабо в L2(0, T, V 3). Поэтому требуемая

сходимость следует из непрерывности линейного оператора J + κA+ εe−αtA2. �

Теорема 6. При любом a ∈ V 3 задача (7), (4) имеет решение на полуоси R+.

Доказательство. Пусть vm — решение задачи (7), (4) на отрезке [0,m], m ∈ N, которое
существует согласно лемме 3. Продолжим функции vm на полуось R+:

v̂m(t) =

{
v(t), 0 6 t 6 m,

v(m), t > m.

По построению функции v̂m принадлежат W loc
2 (R+). Покажем, что последователь-

ность {v̂m} относительно компактна в C(R+, V
2). Возьмём произвольное T > 0. Отбросив

несколько первых членов последовательности, можем считать, что функции {ΠT v̂m} являют-
ся решениями задачи (7), (4) на отрезке [0, T ]. Так как функции ΠT v̂m имеют одно и то же
значение при t = 0, то по теореме 5 они удовлетворяют при п. в. t ∈ [0, T ] оценке

e−αt/2
√
εκ‖ΠT v̂m(t)‖V 3 + εe−αt‖ΠT v̂

′
m(t))‖V 3 6 C3

(
1 +K2‖a‖2V 2 + ε‖a‖2V 2 + εκ‖a‖2V 3

)
.

Отсюда следует, что
‖ΠT v̂m‖L∞(0,T ;V 3) + ‖ΠT v̂

′
m‖L∞(0,T ;V 3) 6 C11 (23)

с постоянной C11, не зависящей от m. Таким образом, последовательности {ΠT v̂m} и {ΠT v̂
′
m}

ограничены в L∞(0, T ;V 3). В силу компактности вложения V 3 ⊂ V 2 и теоремы 4 имеем, что
последовательность {ΠT v̂m} относительно компактна в C([0, T ], V 2). В силу произвольности
выбора T > 0 по лемме 1 последовательность {v̂m} относительно компактна в C(R+, V

2).
Поэтому из {v̂m} можно извлечь подпоследовательность {v̂mk}, сходящуюся в C(R+, V

2) к
некоторой функции v∗. Покажем, что v∗ является решением задачи (7), (4) на R+.

Докажем, что v∗ ∈ W loc
2 (R+). Так как при произвольном T > 0 последовательно-

сти {ΠT v̂mk} и {ΠT v̂
′
mk
} ограничены в L∞(0, T ;V 3), то, без ограничения общности, они схо-

дятся ∗-слабо в L∞(0, T ;V 3) соответственно к v∗ и некоторой функции u ∈ L∞(0, T ;V 3). Но
в смысле распределений на (0, T ) со значениями в V 3 последовательность {ΠT v̂

′
mk
} сходит-

ся к v′∗, поэтому u = ΠT v
′
∗. Таким образом, ΠT v∗ принадлежит L∞(0, T ;V 3) вместе со своей

производной. Следовательно, ΠT v∗ представима в виде интеграла с переменным верхним пре-
делом и непрерывна как функция со значениями в V 3. Таким образом, ΠT v∗ ∈ W2[0, T ]. Так
как это верно для любого T , то v∗ ∈W loc

2 (R+).
Так как все v̂mk удовлетворяют одному и тому же начальному условию (4) и {v̂mk} сходит-

ся поточечно, то v∗ удовлетворяет (4). Остаётся проверить, что v∗ является решением урав-
нения (7). Для этого нужно установить, что для любого T > 0 ограничение ΠT v∗ является
решением (7) на [0, T ].

Из сходимости {v̂mk} к v∗ в C(R+, V
2) следует сходимость ограничений {ΠT v̂mk} к ΠT v∗

в C([0, T ], V 2). Начиная с некоторого номера, функции ΠT v̂mk являются решениями уравне-
ния (7), т. е. удовлетворяют равенству

(J + κA+ εe−αtA2)ΠT v̂
′
mk

+ νAΠT v̂mk −B1(ΠT v̂mk) + κB2(ΠT v̂mk) = f. (24)

Поскольку последовательности {ΠT v̂mk} и {ΠT v̂
′
mk
} ограничены в L∞(0, T ;V 3), то выпол-

нены условия леммы 4. По этой лемме (24) сходится слабо в L2(0, T ;V −1) к

(J + κA+ εe−αtA2)ΠT v
′
∗ + νAΠT v∗ −B1(ΠT v∗) + κB2(ΠT v∗) = f.

Это и означает, что ΠT v∗ является решением уравнения (7) на [0, T ]. �
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Теорема 7. При любом a ∈ V 2 задача (6), (4) имеет решение на R+, удовлетворяющее
при п. в. t > 0 оценке

‖v(t)‖V 2 + ‖v′(t)‖V 1 6 C12

(
1 + e−αtK2‖v(0)‖2V 2

)
. (25)

Здесь C12 — постоянная, зависящая от ν, κ, f и не зависящая от v, ε.

Доказательство. Так как V 3 плотно в V 2, то для любого a ∈ V 2 найдётся последова-

тельность {am} ⊂ V 3 такая, что ‖am − a‖V 2 → 0. Положим εm =
1

mmax
{
‖am‖2V 3 , 1

} . Тогда
εm → 0 и εm‖am‖2V 3 6 1.

По теореме 6 для каждого am ∈ V 3 на R+ существует решение vm уравнения (7) при
ε = εm, удовлетворяющее начальному условию vm(0) = am. В силу теоремы 5 и непрерывности
вложения V 3 ⊂ V 2 имеет место оценка

κ‖vm(t)‖V 2 + εe−αt‖v′m(t)‖V 3 + κ‖v′m(t)‖V 1 6 C3

(
1 + e−αt

(
1 +K2‖am‖2V 2 + C13

))
. (26)

При каждом m это неравенство выполняется при всех t ∈ R+ \ Qm, где Qm — некоторое
множество меры нуль. Поэтому при всех t ∈ R+ \Q, где Q = ∪mQm — множество меры нуль,
данное неравенство выполняется для всех m.

Покажем, что последовательность {vm} относительно компактна в C(R+, V
1). Согласно

лемме 1 покажем для этого, что для любого T > 0 последовательность {ΠT vm} относительно
компактна в C([0, T ], V 1). Это следует из леммы 4, так как из (26) последовательность {ΠT vm}
ограничена в L∞(0, T ;V 2), а {ΠT v

′
m} ограничена в L∞(0, T ;V 1). Следовательно, существует

подпоследовательность {vmk}, сходящаяся в C(R+, V
1) к некоторой функции v∗. Покажем,

что v∗ является искомым решением.
Докажем, что v∗ ∈ W loc

1 (R+). Так как при произвольном T > 0 последовательно-
сти {ΠT vmk} и

{
ΠT v

′
mk

}
ограничены в L∞(0, T ;V 2) и L∞(0, T ;V 1) соответственно, то без огра-

ничения общности в силу единственности предела {ΠT vmk} сходится ∗-слабо в L∞(0, T ;V 2)
к v∗. Аналогично {ΠT v

′
mk
} сходится ∗-слабо в L∞(0, T ;V 1) к некоторой функции u. Однако

в смысле распределений на (0, T ) со значениями в V 1 последовательность
{

ΠT v
′
mk

}
сходится

к v′∗, поэтому u = ΠT v
′
∗. Таким образом, функция ΠT v∗ принадлежит L∞(0, T ;V 2), а её произ-

водная L∞(0, T ;V 1), т. е. ΠT v∗ ∈W1[0, T ]. Так как это верно для любого T , то v∗ ∈W loc
1 (R+).

Покажем, что для v∗ выполняется начальное условие (4). Из сходимости в C(R+, V
1)

следует поточечная сходимость, поэтому amk = vmk(0)→ v∗(0) в V 1. В силу выбора {am} мы
имеем, что amk → a в V 2, поэтому v∗(0) = a.

Проверим, что функция v∗ является решением уравнения (6) на R+. Для этого нужно
установить, что ограничение ΠT v∗ на всякий отрезок [0, T ], T > 0, является решением (6) на
этом отрезке. Из сходимости {vmk} к v∗ в C(R+, V

1) следует сходимость ограничений {ΠT vmk}
к ΠT v∗ в C([0, T ], V 1). Функции ΠT vmk являются решениями уравнения (7), т. е.

(J + κA+ εe−αtA2)ΠT v
′
mk

+ νAΠT vmk −B1(ΠT vmk) + κB2(ΠT vmk) = f. (27)

Так как последовательность {ΠT vmk} ограничена в L∞(0, T ;V 2), последователь-
ность

{
ΠT v

′
mk

}
ограничена в L∞(0, T ;V 1), а

{
εmkv

′
mk

}
ограничена в L∞(0, T ;V 3) и εmk → 0,

то по лемме 4 без ограничения общности (27) сходится к

(J + κA)ΠT v
′
∗ + νAΠT v∗ −B1(ΠT v∗) + κB2(ΠT v∗) = f

слабо в L2(0, T ;V −1), т. е. функция ΠT v∗ является решением (6) на [0, T ].
Докажем (25). Из (26) следует неравенство

κ‖vmk(t)‖V 2 + κ
∥∥v′mk(t)

∥∥
V 1 6 C3

(
1 + e−αt

(
1 +K2‖am‖2V 2 + C13

))
. (28)
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Оно выполняется для каждого k при всех t, принадлежащих некоторому (не зависящему
от k) подмножеству R+ полной меры. Возьмём такое t. Из (28) следует, что последователь-
ности {vmk(t)} и

{
v′mk(t)

}
ограничены в V 2 и V 1 соответственно. Следовательно, существуют

подпоследовательность {ṽl(t)}, сходящаяся слабо в V 2 к v∗(t), и подпоследовательность
{
ṽ′l(t)

}
,

сходящаяся слабо в V 1 к v′∗(t). В силу свойств слабого предела κ‖v∗(t)‖V 2 6 lim
l→∞

κ‖ṽl(t)‖V 2

и κ‖v′∗(t)‖V 1 6 lim
l→∞

κ
∥∥ṽ′l(t)∥∥V 1 . Отсюда и из (28) получаем оценку (25). �

7. ПРОСТРАНСТВО ТРАЕКТОРИЙ И АТТРАКТОРЫ

В качестве двух банаховых пространств, необходимых для определения пространства тра-
екторий, выберем E = V 2 и E0 = V 1. В качестве пространства траекторий H+ уравнения (6)
будем рассматривать множество решений этого уравнения, определённых на R+, существенно
ограниченных как функции со значениями в V 2 и удовлетворяющих оценке

‖v(t)‖V 2 + ‖v′(t)‖V 1 6 C12

(
1 + e−αtK2‖v‖2L∞(R+,V 2)

)
(29)

при п. в. t > 0. Чтобы определение пространства траекторий было корректным, нужно убе-
диться, что пространство непусто, и проверить включение H+ ⊂ C(R+;V 1) ∩ L∞(R+;V 2).

Включение H+ ⊂ L∞(R+;V 2) следует из определения пространства траекторий. Что-
бы доказать непрерывность траекторий, воспользуемся теоремой 4 для тройки пространств
V 2 ⊂ V 1 ⊂ V 1. Из неравенства (29) следует, что если v — некоторая траектория, то на произ-
вольном отрезке [0, T ] имеем ΠT v ∈ L∞(0, T ;V 2), ΠT v

′ ∈ L∞(0, T ;V 1). Поэтому по теореме 4
функция ΠT v принадлежит C([0, T ], V 1). Это верно при любом T , поэтому v ∈ C(R+;V 1).

Следующее утверждение показывает непустоту H+.
Теорема 8. Для каждого a ∈ V 2 существует траектория v ∈ H+ такая, что v(0) = a.

Доказательство. Теорема 7 утверждает, что на R+ существует решение v ∈W loc
1 (R+) за-

дачи (6), (4). Покажем, что v является искомой траекторией. Для этого достаточно проверить
выполнение оценки (29). Так как v удовлетворяет (25), то достаточно установить оценку

‖v(0)‖V 2 6 ‖v‖L∞(R+;V 2). (30)

Из (25) следует, что v принадлежит L∞(R+;V 2), а её производная L∞(R+;V 1). Отсю-
да получаем, что v ∈ C(R+;V 1) (повторяя рассуждения, проведённые в теореме 7). Таким
образом, v ∈ C(R+;V 1) ∩ L∞(R+;V 2), и по теореме 1 функция v принадлежит Cw(R+;V 2).
Поэтому для любого t ∈ R+ определено значение v(t) ∈ V 2. Откуда и из определения нормы
в L∞(R+, V

2) следует требуемое неравенство (30). �

Теперь перейдём к теоремам о существовании минимального траекторного и глобального
аттракторов.

Теорема 9. Существует минимальный траекторный аттрактор U пространства тра-
екторий H+. Аттрактор ограничен в L∞(R+;V 2), компактен в C(R+;V 1); он притягивает
в топологии пространства C(R+;V 1) семейства траекторий, ограниченные в L∞(R+;V 2).

Доказательство. По теореме 2 нам достаточно доказать существование траекторного
полуаттрактора. Рассмотрим множество

P = {v ∈ C(R+;V 1) ∩ L∞(R+;V 2) | v′ ∈ L∞(R+, V
1),

‖v(t)‖V 2 + ‖v′(t)‖V 1 6 (1 +K2)C12 при п. в. t ∈ R+}.

Из определения P следует, что это множество ограничено в L∞(R+;V 2) и трансляционно
инвариантно, т. е. T (h)P ⊂ P при всех h > 0.
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Покажем, что P относительно компактно в C(R+;V 1). В силу леммы 1 достаточно пока-
зать, что для любого T > 0 множество ΠTP относительно компактно в C([0, T ], V 1). Из опреде-
ления P имеем, что при любом T > 0 множество ΠTP ограничено в L∞(0, T ;V 2), а множество
{v′ | v ∈ ΠTP} ограничено в L∞(0, T ;V 1). По теореме 4 отсюда следует, что ΠTP относитель-
но компактно в C([0, T ], V 1). В силу произвольности T по лемме 1 получаем относительную
компактность P в C(R+;V 1).

Покажем, что множество P является поглощающим для H+. Рассмотрим произвольное
множество B ⊂ H+, ограниченное в L∞(R+;V 2). Пусть для определённости ‖v‖L∞(R+;V 2) 6 R
для всех v ∈ B. Выберем такое h0 > 0, что R2e−αh0 6 1. Пусть v — произвольная функция из
B. Так как v удовлетворяет неравенству (29), то при h > h0 имеем

‖T (h)v(t)‖V 2 + ‖T (h)v′(t)‖V 1 = ‖v(t+ h)‖V 2 + ‖v′(t+ h)‖V 1

6 C12(1 + e−α(t+h)K2R
2) 6 C12(1 + e−αh0K2R

2) 6 (1 +K2)C12.

Таким образом, T (h)v ∈ P . В силу произвольности v получаем, что T (h)B ⊂ P при всех
h > h0. Следовательно, P — поглощающее множество.

Рассмотрим множество P (замыкание P в C(R+;V 1)) и покажем, что P — полуаттрак-
тор. В силу сказанного имеем, что P компактно в C(R+;V 1). Покажем, что P содержится
в L∞(R+;V 2) и ограничено в этом пространстве. Рассмотрим функцию v ∈ P . Пусть после-
довательность {vm} ⊂ P сходится к v в C(R+;V 1). Так как P ограничено в L∞(R+;V 2), то
найдётся такая постоянная C14, что ‖vm‖L∞(R+;V 2) 6 C14, m = 1, 2, . . . . Функции vm ∈ P слабо
непрерывны со значениями в V 2, поэтому при всех t > 0 имеем

‖vm(t)‖V 2 6 C14. (31)

Возьмём число t > 0. В силу (31) последовательность {vm(t)} ограничена в V 2, поэтому
она содержит подпоследовательность {vmk(t)}, слабо сходящуюся в V 2 к некоторой функции
u ∈ V 2. С другой стороны, из сходимости в C(R+;V 1) следует поточечная сходимость, поэтому
vm(t) → v(t) в V 1. В силу единственности предела u = v(t) и vmk(t) ⇀ v(t) слабо в V 2.
Тогда ‖v(t)‖V 2 6 lim

k→∞
‖vmk(t)‖V 2 6 C14. Следовательно, при всех t имеем ‖v(t)‖V 2 6 C14

и v ∈ L∞(R+;V 2). Кроме того, постоянная C14 ограничивает L∞(R+;V 2)-нормы функций
из P , так что это множество ограничено в L∞(R+;V 2).

Проверим трансляционную инвариантность множества P . При каждом h > 0 оператор
T (h) : C(R+;V 1) → C(R+;V 1) непрерывен, поэтому T (h)P ⊂ T (h)P ⊂ P , что и требовалось
доказать.

Множество P является поглощающим, поэтому множество P тем более является погло-
щающим, а значит, притягивающим. Таким образом, P — траекторный полуаттрактор. �

Теорема 10. Существует глобальный аттрактор A пространства траекторий H+.
Аттрактор ограничен в V 2 и компактен в V 1; он притягивает в топологии простран-
ства V 1 семейства траекторий, ограниченные в L∞(R+;V 2). Кроме того, имеет место со-
отношение A = U(t) при t > 0.

Доказательство. Доказательство непосредственно следует из теорем 9 и 3. �
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