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Для приведённой канонической системы интегродифференциальных уравнений Максвел-
ла ставятся прямая и обратная задачи определения поля электромагнитного напряжения
и диагональной матрицы памяти. Задачи заменяются замкнутой системой интегральных
уравнений второго рода вольтерровского типа относительно Фурье-образа по переменным
x1, x2 решения прямой задачи и неизвестных обратной задачи. Далее к этой системе при-
меняется метод сжимающих отображений в пространстве непрерывных функций с весовой
нормой. Таким образом, доказываются глобальные теоремы существования и единствен-
ности решений поставленных задач.
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Распространение различных волн описывается гиперболическими системами уравнений
первого порядка. Такое явление в средах с последействием, вообще говоря, зависит от пред-
шествующего состояния процесса. Примером может служить явление распространения элек-
тромагнитных волн в средах с дисперсией. Оказывается, что в таких средах нарушается одно-
значная зависимость D и B (индукции электрического и магнитного полей соответственно) от
значений E и H (напряжённости соответствующих полей) в тот же момент времени. Наибо-
лее общий вид линейной зависимости между D(x, t), B(x, t) и соответствующими значениями
функций E(x, t), H(x, t) во все предыдущие моменты времени может быть записан в виде
интегральных соотношений [1, с. 357–376]:

D(x, t) = ε̂E +

t∫
0

ϕ(t− τ)E(x, τ) dτ, B(x, t) = µ̂H +

t∫
0

ψ(t− τ)H(x, τ) dτ, (1)

здесь E = (E1, E2, E3), H = (H1, H2, H3), D = (D1, D2, D3), B = (B1, B2, B3), x = (x1, x2, x3),
ϕ(t) = diag(ϕ1, ϕ2, ϕ3), ψ(t) = diag(ψ1, ψ2, ψ3) — диагональные матрицы, представляющие па-
мять.

В произвольной анизотропной среде с дисперсией система уравнений Максвелла имеет
вид

∇×H =
∂

∂t
D(x, t) + σ̂E + J, ∇× E = − ∂

∂t
B(x, t), divB = 0, divD = ρ. (2)

Матрицы ε̂ и µ̂ будем предполагать положительно определёнными, симметрическими, завися-
щими только от координаты x3; σ̂ — постоянная матрица. В первом уравнении (2) J = J(x, t) —
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вектор-функция, характеризующая плотность стороннего тока. Третье уравнение в (2) явля-
ется следствием второго уравнение и условия

div(µ̂H)|t=0 = 0. (3)

В самом деле, применяя операцию div ко вторым уравнениям (2), с учётом равенства

div(∇×E) = 0 имеем
∂

∂t
(divB) = 0. Отсюда, интегрируя последнее равенство при условии (3),

приходим к третьему равенству в (2). Четвёртое уравнение в (2) определяет плотность элек-
трических зарядов после того, как найдено распределения индукции электрического поля.

Полагая, что условие (3) выполнено, будем рассматривать систему (1), (2) как самостоя-
тельный объект исследование. Запишем её в виде симметрической гиперболической системы:

A0
∂

∂t
U +

3∑
j=1

Aj
∂

∂xj
U +A4U =

t∫
0

K(t− τ)U(x, τ) dτ + Ĵ(x, t), (4)

в которой U = (U1, . . . , U6)∗ — вектор-столбец с компонентами Uk = Ek, Uk+3 = Hk,
k = 1, 3, Aj , j = 0, 4, — симметрические матрицы, причём A0 — положительно опреде-
лена; K(t) = diag(ϕ1, ϕ2, ϕ3, ψ1, ψ2, ψ3), J = (χ1, . . . , χ6)∗ — вектор-столбец с компонентами
χk = χk(x, t), χk+3 = 0, k = 1, 3, χk — заданные достаточно гладкие функции. Матрицы Aj
имеют клеточную структуру:

A0 =

(
ε̂ 0
0 µ̂

)
6×6

, Aj =

(
0 pj
p∗j 0

)
6×6

, j = 1, 2, 3,

p1 =

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 , p2 =

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 ,

p3 =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 , A4 =

(
ϕ(0) + σ̂ 0

0 ψ(0)

)
6×6

, K(t) =

(
−ϕ′

(t) 0

0 −ψ′
(t)

)
6×6

,

U = (E,H)∗, Ĵ = (−J, 01×3)∗,

(5)

∗ — символ транспонирования; 01×3 обозначает вектор-строку (0; 0; 0).
Умножая уравнение (4) слева на обратную матрицу A−1

0 , получим

I6
∂

∂t
U +

3∑
j=1

Bj
∂

∂xj
U +B4U =

t∫
0

K0(x3, t− τ)U(x, τ)dτ + J0. (6)

Здесь и в дальнейшем I6 означает единичную матрицу порядка 6, Bj = A−1
0 Aj , j = 1, 4.

Введём обозначения:

ε = ε̂−1 = (εij), µ = µ̂−1 = (µij), σ = εσ̂ = (σij). (7)

В соответствии с (4) имеем

Bj =

(
0 εpj
µp∗j 0

)
, j = 1, 3, B4 =

(
εϕ(0) + σ 0

0 µψ(0)

)
, J0 = A−1

0 Ĵ ,

K0(x3, t) = A−1
0 K(x3, t) =

(
−εϕ′

(t) 0

0 −µψ′
(t)

)
.
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Систему (6) приведём к каноническому виду. Как известно из линейной алгебры [2, с. 149–
153], в рассматриваемом случае существует такая невырожденная матрица T , что T−1B3T = Λ,
где Λ — диагональная матрица, на диагонали которой стоят собственные числа матрицы B3.

В [3, с. 5–20] построена матрица T , обладающая вышеописанными свойствами. Она имеет
вид

T (x3) =



q1 0 q1 0 0 0
0 q2 0 q2 0 0
q3 q4 q3 q4 1 0
0 1/q2 0 −1/q2 0 0

−1/q1 0 1/q1 0 0 0
0 0 0 0 0 1

 , (8)

где

q1 =

(
ε11

µ22

)1/4

, q2 =

(
ε22

µ11

)1/4

, q3 =
ε31

ε
3/4
11 µ

1/4
22

, q4 =
ε32

ε
3/4
22 µ

1/4
11

. (9)

Отметим, что матрица T определяется неединственным образом.
Обратная матрица к T определяется формулой

T−1(x3) =



1/2q1 0 0 0 −q1/2 0
0 1/2q2 0 q2/2 0 0

1/2q1 0 0 0 q1/2 0
0 1/2q2 0 −q2/2 0 0

−q3/q1 −q4/q2 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1

 . (10)

Введём в уравнении (6) новую функцию с помощью равенства

U = TU (11)

и умножим это уравнение слева на матрицу T−1. Тогда для функции U получим уравнение

(
I6
∂

∂t
+ Λ

∂

∂x3
+

2∑
j=1

Cj
∂

∂xj
+ C

)
U =

t∫
0

K(x3, t− τ)U(x, τ) dτ + F, (12)

где

C = C0 + C4, C0 = T−1B3
∂

∂x3
T, Ci = T−1BiT, i = 1, 4, C3 = Λ =

√
pΛ0,

p = ε11µ22 = ε22µ11, Λ0 = diag(−1,−1, 1, 1, 0, 0),

K(x3, t) = T−1K0(x3, t)T = (aij)
6
i,j=1(x3, t), F = T−1J0.

(13)

Используя вытекающие из равенств (13) следствия для элементов матриц ε, µ

ε11 = q2
1

√
p, ε12 = 0, ε13 = q1q3

√
p, ε22 = q2

2

√
p, ε23 = q2q4

√
p,

µ11 = q−2
2

√
p, µ22 = q−2

1

√
p

(14)

и вводя дополнительные обозначения с помощью равенств

ε33 =

(
q2

3 + q2
4 +

1

2
q5

)
√
p, µ33 =

1

2

q6
√
p

q1q2
, (15)
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матрицы Ci, входящие в (12), можно записать в виде

C1 =

√
p

2q1



2q3 q4 0 q4 1 0
q4 0 −q4 0 0 q1q2

0 −q4 −2q3 −q4 −1 0
q4 0 −q4 0 0 q1q2

q5 0 −q5 0 0 0
0 q6 0 q6 0 0

 , C2 =

√
p

2q2



0 q3 0 −q3 0 −q1q2

q3 2q4 q3 0 1 0
0 q3 0 −q3 0 −q1q2

−q3 0 −q3 −2q4 −1 0
0 q5 0 −q5 0 0
−q6 0 −q6 0 0 0

 ,

C0 =

√
p

2q2



0 0 − ∂

∂x3
ln q1 0 0 0

0 0 0 − ∂

∂x3
ln q2 0 0

∂

∂x3
ln q1 0 0 0 0 0

0
∂

∂x3
ln q2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, C4 =

(
κij +Mij

)6
i,j=1

.

Здесь введены следующие обозначения:

κ11 = κ33 =

√
p

2

(
q2

1ϕ1(0) + q2
3ϕ3(0) +

ψ2(0)

q2
1

)
, κ13 = κ31 =

√
p

2

(
q2

1ϕ1(0) + q2
3ϕ3(0)− ψ2(0)

q2
1

)
,

κ12 = κ14 = κ21 = κ23 = κ32 = κ34 = κ41 = κ43 =

√
p

2
q3q4ϕ3(0), κ15 = κ35 =

√
p

2
q3ϕ3(0),

κ22 = κ44 =

√
p

2

(
q2

2ϕ2(0) + q2
4ϕ3(0) +

ψ1(0)

q2
2

)
, κ24 = κ42 =

√
p

2

(
q2

2ϕ2(0) + q2
4ϕ3(0)− ψ1(0)

q2
2

)
,

κ25 = κ45 =

√
p

2
q4ϕ3(0), κ51 = κ53 =

√
p

2
q3q5ϕ3(0), κ52 = κ54 =

√
p

2
q4q5ϕ3(0),

κ55 =

√
p

2
q5ϕ3(0), κ6j = κj6 = 0, j = 1, 5, κ66 =

√
p
q6ψ3(0)

q1q2
;

M11 = M13 = M31 = M33 =
1

2q1
(σ11q1 + σ13q3),

M12 = M14 = M32 = M34 =
1

2q1
(σ12q2 + σ13q3), M15 =

1

2q1
σ13,

M21 = M23 = M41 = M43 =
1

2q2
(σ21q1 + σ23q3), M25 =

1

2q2
σ23,

M22 = M24 = M42 = M44 =
1

2q2
(σ22q2 + σ23q4),

M51 = M53 =

(
− σ11

q3

q1
− σ21

q4

q2
+ σ31

)
q1 +

(
− σ13

q3

q1
− σ23

q4

q2
+ σ33

)
q3,

M52 = M54 =

(
− σ12

q3

q1
− σ22

q4

q2
+ σ32

)
q2 +

(
− σ13

q3

q1
− σ23

q4

q2
+ σ33

)
q4,

M55 = −σ13
q3

q1
− σ23

q4

q2
+ σ33, M6j = Mj6 = 0, j = 1, 5, M66 = 0.

Компоненты K(x3, t) имеют вид

ā11(x3, t) = ā33(x3, t) =

√
p(x3)

2

(
q2

1(x3)ϕ
′
1(t) + q2

3(x3)ϕ
′
3(t) +

ψ
′
2(t)

q2
1(x3)

)
,
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ā13(x3, t) = ā31(x3, t) =

√
p(x3)

2

(
q2

1(x3)ϕ
′
1(t) + q2

3(x3)ϕ
′
3(t)− ψ

′
2(t)

q2
1(x3)

)
,

ā12(x3, t) = ā14(x3, t) = ā21(x3, t) = ā23(x3, t)

= ā32(x3, t) = ā34(x3, t) = ā41(x3, t) = ā43(x3, t) =

√
p(x3)

2
q3(x3)q4(x3)ϕ

′
3(t),

ā15 = ā35 =

√
p(x3)

2
q3(x3)ϕ

′
3(t),

ā22(x3, t) = ā44(x3, t) =

√
p(x3)

2

(
q2

2(x3)ϕ
′
2(t) + q2

4(x3)ϕ
′
3(t) +

ψ
′
1(t)

q2
2(x3)

)
,

ā24(x3, t) = ā42(x3, t) =

√
p(x3)

2

(
q2

2(x3)ϕ
′
2(t) + q2

4(x3)ϕ
′
3(t)− ψ

′
1(t)

q2
2(x3)

)
,

ā25(x3, t) = ā45(x3, t) =

√
p(x3)

2
q4(x3)ϕ

′
3(t), ā51(x3, t) = ā53(x3, t) =

√
p(x3)

2
q3(x3)q5(x3)ϕ

′
3(t),

ā52(x3, t) = ā54(x3, t) =

√
p(x3)

2
q4(x3)q5(x3)ϕ

′
3(t), ā55(x3, t) =

√
p(x3)

2
q5(x3)ϕ

′
3(t),

āk6(x3, t) = ā6k(x3, t) = 0, k = 1, 5, ā66(x3, t) =
√
p(x3)

q6(x3)ψ
′
3(t)

q1(x3)q2(x3)
.

Введём новую переменную z с помощью формулы

z = ν(x3) =

x3∫
0

dξ√
p(ξ)

. (16)

Обозначим через ν−1(z) функцию, обратную к ν(x3), и пусть

V (x1, x2, z, t) := U(x1, x2, ν
−1(z), t), Ĉj(z) := Cj(ν

−1(z)), Ĉ(z) = C(ν−1(z)),

K̂(z, t) := K(ν−1(z), t), F̂ (x1, x2, z) := F (x1, x2, ν
−1(z)),

aij(z, t) := āij(ν
−1(z), t), i, j = 1, 6.

Тогда система (12) принимает вид(
I6
∂

∂t
+ Λ0

∂

∂z
+

2∑
j=1

C̃j
∂

∂xj
+ C̃

)
V =

t∫
0

K̂(z, t− τ)V (x1, x2, z, τ) dτ + F̂ (x1, x2, z, t). (17)

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В прямой задаче при заданных матрицах K̂, Ĉ1, Ĉ2, Ĉ и вектор-функции F̂ требуется
определить в области D = {(x1, x2, z, t) | 0 < z < L, t > 0, (x1, x2) ∈ R2} вектор-функцию
V (z, t), удовлетворяющую уравнению (17) при следующих начальных и граничных условиях:

Vi(x1, x2, z, t)|t=0 = φi(x1, x2, z), i = 1, 6, (18)

Vi(x1, x2, z, t)|z=0 = gi(x1, x2, t), i = 1, 2, Vi(x1, x2, z, t)|z=L = gi(x1, x2, t), i = 3, 4, (19)

где φ(x1, x2, z) = (φ1, φ2, . . . , φ6)(x1, x2, z) и g(x1, x2, t) = (g1, g2, . . . , g6)(x1, x2, t) — заданные
функции.
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Замечание 1. Для заданных начальных условий равенство (3) принимает вид

div

µ̂(z)


1

q2
(φ2(x1, x2, z)− φ4(x1, x2, z))

1

q1
(φ3(x1, x2, z)− φ1(x1, x2, z))

φ6(x1, x2, z)


 = 0. (20)

Обратную задачу поставим следующем образом: найти функции ϕi(t), ψi(t), t > 0,
i = 1, 2, 3, входящие в матрицу K̃, если относительно решения задачи (17)–(19) известны
дополнительные условия

Vi(x1, x2, z, t)|z=L = hi(x1, x2, t), i = 1, 2; Vi(x1, x2, z, t)|z=0 = hi(x1, x2, t), i = 3, 6. (21)

При этом ϕi(0) и ψi(0) считаются заданными.
Замечание 2. Как следует из (8), (11) и (16), вектор-функция V выражается че-

рез (E,H)∗ по формуле

V (x1, x2, z, t) =



1

2q1
E1 −

q1

2
H2

1

2q2
E2 +

q2

2
H1

1

2q1
E1 +

q1

2
H2

1

2q2
E2 −

q2

2
H1

−q3

q1
E1 −

q4

q2
E2 + E3

H6


(x1, x2, ν

−1(z), t).

Граничные и дополнительные условия (19), (21) в терминах вектор-функции (E,H)∗

принимают вид

(Ei, Hi)
∗(x1, x2, ν

−1(z), t)|z=0 = T (0)× (g1, g2, h3, h4, h5, h6)∗(x1, x2, t);

(Ei, Hi)
∗(x1, x2, ν

−1(z), t)|z=L = T (ν−1(L))× (h1, h2, g3, g4, g5, g6)∗(x1, x2, t), i = 1, 3.

К настоящему времени достаточно широко изучены задачи определения ядер из одно-
го интегродифференциального уравнения второго порядка [4–23]. Численное решение прямых
и обратных задач для таких уравнений исследовались в работах [24–38]. Как правило, уравне-
ния второго порядка выводятся из систем уравнений в частных производных первого порядка
при некоторых дополнительных предположениях.

Обратная задача определения ядер интегральных членов из системы интегродифференци-
альных уравнений первого порядка общего вида с двумя независимыми переменными изучена
в [39]. Получена теорема локального существования и глобальной единственности.

Представляется совершенно естественным изучение обратных задач об определении ядер
интегральных членов системы интегродифференциальных уравнений проводить непосред-
ственно в терминах самой системы. Настоящая работа является естественным продолжением
этого круга задач и в известной мере обобщает результаты [39] на случай системы уравнений
Максвелла с памятью (1), (2).

Пусть функции F̃ (x1, x2, z, t), φi(x1, x2, z), gi(x1, x2, t), входящие в правую часть (17),
и данные (18), (19) финитны по x1, x2 при каждом фиксированном z, t. Из существования
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для системы (17) конечной области зависимости и финитности по x1, x2 правой части (17)
и данных (18), (19) следует финитность по x1, x2 решений задачи (17)–(19).

Изучим свойство решения этой задачи. Более точно, мы ограничимся изучением образа
Фурье по переменным x1, x2 решения. Обозначим

Ṽ (η1, η2, z, t) =

∫
R2

V (x1, x2, z, t)e
i[η1x1+η2x2] dx1dx2,

F̃ (η1, η2, z, t) =

∫
R2

F̂ (x1, x2, z, t)e
i[η1x1+η2x2] dx1dx2,

(22)

где η1, η2 — параметры преобразования.
В терминах функции Ṽ задачу (17)–(19) запишем в виде

∂Ṽi
∂t

+ γi
∂Ṽi
∂z

= −
6∑
j=1

bij(η1, η2, z)Ṽj(η1, η2, z, t)

+

t∫
0

6∑
j=1

aij(z, τ)Ṽj(η1, η2, z, t− τ) dτ + Fi(η1, η2, z, t), i = 1, 2, 3, 4, (23)

∂Ṽi
∂t

= −
6∑
j=1

bij(η1, η2, z)Ṽj(η1, η2, z, t) +

t∫
0

6∑
j=1

aij(z, τ)Ṽj(η1, η2, z, t− τ) dτ, i = 5, 6. (24)

Здесь γi принимает вещественные значения: γi =

{
−1, i = 1, 2,

1, i = 3, 4,
коэффициенты bij определя-

ются следующим образом:

b11 = κ11 +M11 − iη1
q3
√
p

q1
, b12 = κ12 +M12 − iη1

q4
√
p

2q1
− iη2

q3
√
p

2q2
,

b13 = κ13 +M13 −
√
p

2q2

q
′
1

q1
, b14 = κ14 +M14 − iη1

q4
√
p

2q1
+ iη2

q3
√
p

2q2
,

b15 = κ15 +M15 − iη1

√
p

2q1
, b16 = κ16 +M16 −

iη2

2
q1
√
p,

b21 = κ21 +M21 − iη1
q4
√
p

2q1
− iη2

q3
√
p

2q2
, b22 = κ22 +M22 − iη2

q4
√
p

q2
,

b23 = κ23 +M23 + iη1
q4
√
p

2q1
− iη2

q3
√
p

2q2
, b24 = κ24 +M24 −

q
′
1
√
p

2q2
2

,

b25 = κ25 +M25 − iη1

√
p

2q2
, b26 = κ26 +M26 −

iη1

2
q2
√
p,

b31 = κ31 +M31 −
√
p

2q2

q
′
1

q1
, b32 = κ32 +M32 + iη1

q4
√
p

2q1
− iη2

q3
√
p

2q2
,

b33 = κ33 +M33 + iη1
q3
√
p

q1
, b34 = κ34 +M34 + iη1

q4
√
p

2q1
+ iη2

q3
√
p

2q2
,

b35 = κ35 +M35 + iη1

√
p

2q1
, b36 = κ36 +M36 −

iη1

2
q1
√
p,

b41 = κ41 +M41 − iη1
q4
√
p

2q1
+ iη2

q3
√
p

2q2
, b42 = κ42 +M42 −

q
′
1
√
p

2q2
2

,
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b43 = κ43 +M43 + iη1
q4
√
p

2q1
+ iη2

q3
√
p

2q2
, b44 = κ44 +M44 + iη2

q4
√
p

q2
,

b45 = κ45 +M45 + iη2

√
p

2q2
, b46 = κ46 +M46 −

iη1

2
q2
√
p,

b51 = κ51 +M51 − iη1
q5
√
p

2q1
, b52 = κ52 +M52 − iη2

q5
√
p

2q2
,

b53 = κ51 +M51 + iη1
q5
√
p

2q1
, b54 = κ52 +M52 + iη2

q5
√
p

2q2
, b55 = κ55 +M55, b56 = 0,

b61 = κ61 +M61 + iη2
q6
√
p

2q2
, b62 = κ62 +M62 − iη1

q6
√
p

2q1
, b63 = κ63 +M63 + iη2

q6
√
p

2q2
,

b64 = κ64 +M64 − iη1
q6
√
p

2q1
, b65 = 0, b66 = κ66.

Фиксируем η1, η2 и для удобства введём обозначение Ṽ (η1, η2, z, t) = Ṽ (z, t). Подобные
обозначение примем для образов Фурье-функций, входящих в начальные, граничные и допол-
нительные условия (18), (19) и (21):

Ṽi
∣∣
t=0
≡ φ̃i(z), i = 1, 2, . . . , 6, (25)

Ṽi|z=0 = g̃i(t), i = 1, 2, Ṽi|z=L = g̃i(t), i = 3, 4, (26)

Ṽi|z=L = h̃i(t), i = 1, 2, Ṽi|z=0 = h̃i(t), i = 3, 4, 5, 6. (27)

2. ИССЛЕДОВАНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ

Пусть Π = {(z, t) | 0 < z < L, t > 0} — проекция области D на плоскость перемен-
ных z, t. Рассмотрим произвольную точку (z, t) ∈ Π на плоскости переменных ξ, τ и проведём
через неё характеристику i-го уравнения системы (23), (24) до пересечения в области τ < t
с границией Π. Уравнение имеет вид

ξ = z + γi(τ − t). (28)

При γi = 1 (т. е. i = 3, 4) эта точка лежит либо на отрезке [0, L] оси t = 0, либо на прямой z = 0,
а при γi = −1, (т. е. i = 1, 2) — либо на отрезке [0, L], либо на прямой z = L (см. рисунок).

Характеристические линии
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Интегрируя i-ю компоненту равенств (23), (24) по характеристике (28) от точки
(
zi0, t

i
0

)
до точки (z, t), находим

Ṽi(z, t) = Ṽi
(
zi0, t

i
0

)
+

t∫
ti0

[
Fi(ξ, τ)−

6∑
j=1

bij(ξ)Ṽj(ξ, τ)

]∣∣∣∣
ξ=z+γi(τ−t)

dτ

+

t∫
ti0

τ∫
0

6∑
j=1

aij(ξ, α)Ṽj(ξ, τ − α) dα

∣∣∣∣
ξ=z+γi(τ−t)

dτ, i = 1, 2, 3, 4, (29)

Ṽi(z, t) = Ṽi(z, 0)−
t∫

0

6∑
j=1

bij(z)Ṽj(z, τ) dτ +

t∫
0

τ∫
0

6∑
j=1

aij(z, α)Ṽj(z, τ − α) dαdτ, i = 5, 6. (30)

Определим в (29), (30) величину ti0. Она зависит от координат точки (z, t). Нетрудно заметить,
что ti0(z, t) имеет вид

ti0(z, t) =


t+

L− z
γi

, t >
L− z
γi

,

0, 0 < t <
L− z
γi

,
i = 1, 2,

ti0(z, t) =

{
t− z/γi, t > z/γi,

0, 0 < t < z/γi,
i = 3, 4, ti0(z, t) = 0, i = 5, 6.

Тогда из условия того, что пара (zi0, t
i
0) удовлетворяет уравнению (28), следует

zi0(z, t) =


L, t >

L− z
γi

,

z − γit, 0 < t <
L− z
γi

,
i = 1, 2,

zi0(z, t) =

{
0, t > z/γi,

z − γit, 0 < t < z/γi,
i = 3, 4, zi0(z, t) = z, i = 5, 6.

Свободные члены интегральных уравнений (28) определяются через начальные и гранич-
ные условия (25) и (26) следующим образом:

Ṽi
(
zi0, t

i
0

)
=


g̃i

(
t+

L− z
γi

)
, t >

L− z
γi

,

φ̃i(z − γit), 0 6 t <
L− z
γi

,
i = 1, 2,

Ṽi(z
i
0, t

i
0) =

{
g̃i(t− z/γi), t > z/γi,

φ̃i(z − γit), 0 6 t < z/γi,
i = 3, 4.

Требуется, чтобы функции Ṽi
(
zi0, t

i
0

)
были непрерывными в области Π. Заметим, что для

выполнения этих условий заданные функции φ̃i и g̃i должны удовлетворять условиям согла-
сования в угловых точках области Π:

φ̃i(0) = g̃i(0), i = 1, 2; φ̃i(L) = g̃i(0), i = 3, 4. (31)



Задача определения ядер в системе интегродифференциальных уравнений Максвелла 47

Здесь и далее значения функций g̃i при t = 0 и функций φ̃i при z = 0 и z = L понимаются
как предел в этих точках при стремлении аргумента с той стороны точки, где эти функции
определены.

Предположим, что все заданные функции, входящие в (29), (30), являются непрерывными
функциями своих аргументов в Π. Тогда эти система уравнений является замкнутой системой
интегральных уравнений вольтерровского типа второго рода с непрерывными ядрами и сво-
бодными членами. Как обычно, такая система имеет единственное решение в ограниченной
подобласти ΠT = {(z, t) | 0 6 z 6 L, 0 6 t 6 T}, T > 0 — некоторое фиксированные число
области Π.

Введём в рассмотрение вектор-функцию w(z, t) =
∂

∂t
Ṽ (z, t). Чтобы получить задачу для

функции w(z, t), подобной (23)–(26), дифференцируем уравнения (23), (24) и граничные усло-
вия (29) по переменной t, а условие при t = 0 найдём с помощью уравнений (23), (24) и на-
чальных условий (25). При этом получим

∂wi
∂t

+ γi
∂wi
∂z

= −
6∑
j=1

bij(z)wj(z, t) +
6∑
j=1

aij(z, t)φ̃j(z)

+

t∫
0

6∑
j=1

aij(z, τ)wj(z, t− τ) dτ +
∂

∂t
Fi(z, t), i = 1, 2, 3, 4, (32)

∂wi
∂t

= −
6∑
j=1

bij(z)wj(z, t) +
6∑
j=1

aij(z, t)φ̃j(z) +

t∫
0

6∑
j=1

aij(z, τ)wj(z, t− τ) dτ, i = 5, 6, (33)

wi(z, t)|t=0 = Φi(z), i = 1, 6, (34)

wi(z, t)|z=0 =
d

dt
g̃i(t), i = 1, 2; wi(z, t)|z=L =

d

dt
g̃i(t), i = 3, 4, (35)

где

Φi(z) = Fi(z, 0)− γi
∂

∂z
φ̃i(z)−

6∑
j=1

bij(z)φ̃i(z), i = 1, 4;

Φi(z) = −
6∑
j=1

bij(z)φ̃i(z), i = 5, 6.

(36)

Снова интегрирование вдоль соответствующих характеристик приведёт задачу (32)–(35)
к интегральным уравнениям

wi(z, t) = wi
(
zi0, t

i
0

)
+

t∫
ti0

[
∂

∂t
Fi(ξ, τ)−

6∑
j=1

bij(ξ)wj(ξ, τ) +

6∑
j=1

aij(ξ, τ)φ̃j(ξ)

]∣∣∣∣
ξ=z+γi(τ−t)

dτ

+

t∫
ti0

τ∫
0

6∑
j=1

aij(ξ, α)wj(ξ, τ − α) dα

∣∣∣∣
ξ=z+γi(τ−t)

dτ, i = 1, 4, (37)
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wi(z, t) = wi(z, 0) +

t∫
0

[
−

6∑
j=1

bij(z)wj(z, τ) +
6∑
j=1

aij(z, τ)φ̃j(z)

]
dτ

+

t∫
0

τ∫
0

6∑
j=1

aij(z, α)wj(z, τ − α) dαdτ, i = 5, 6. (38)

Для функций wi дополнительные условия (27) условия выглядят как

wi(0, t) =
d

dt
h̃i(t), i = 3, 6; wi(L, t) =

d

dt
h̃i(t), i = 1, 2. (39)

В уравнениях (37) функции wi
(
zi0, t

i
0

)
определяются следующим образом:

wi(z
i
0, t

i
0) =


d

dt
g̃i

(
t+

L− z
γi

)
, t >

L− z
γi

,

Φi(z − γit), 0 6 t <
L− z
γi

,
i = 1, 2,

wi(z
i
0, t

i
0) =


d

dt
g̃i(t− z/γi), t > z/γi,

Φi(z − γit), 0 6 t < z/γi,
i = 3, 4.

Пусть выполнены условия

Fi(0, 0)− γi
[
∂

∂z
φ̃i(z)

]
z=0

−
6∑
j=1

bij(0)φ̃i(0) =

[
d

dt
g̃i(t)

]
t=0

, i = 1, 2, (40)

Fi(L, 0)− γi
[
∂

∂z
φ̃i(z)

]
z=L

−
6∑
j=1

bij(L)φ̃i(L) =

[
d

dt
g̃i(t)

]
t=0

, i = 3, 4. (41)

Нетрудно заметить, что условия согласования начальных (34) и граничных (35) данных в уг-
ловых точках области Π совпадают с соотношениями (40) и (41). Отсюда ясно, что при выпол-
нении тех же равенств (40) и (41) уравнения (37), (38) будут иметь единственные непрерывные

решения wi(z, t) или те же самые
∂

∂t
Ṽi(z, t).

Итак, мы доказали следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть ε̂(x3) ∈ C1[0,∞), µ̂(x3) ∈ C1[0,∞), φ̃(x3) ∈ C1[0,∞], g̃(t) ∈ C1[0,∞),

K(t) ∈ C1[0,∞), F̃ (x3, t) ∈ C1(Π) и выполнены условия (20), (31), (40) и (41). Тогда в области Π
существует единственное классическое решение задачи (23)–(26).

3. ИССЛЕДОВАНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ. ВЫВОД ЭКВИВАЛЕНТНОЙ
СИСТЕМЫ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим произвольную точку (z, 0) ∈ Π и проведём через неё характеристику (28) до
пересечения с боковыми границами области Π. Интегрируя i-ю компоненту уравнения (32),
используя данные (39), находим

wi(z, 0) =
d

dt
h̃i(ti(z)) +

ti(z)∫
0

[
∂

∂t
Fi(ξ, τ)−

6∑
j=1

bij(ξ)wj(ξ, τ) +

6∑
j=1

aij(ξ, τ)φ̃j(ξ)

]∣∣∣∣
ξ=z+γiτ

dτ
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+

ti(z)∫
0

τ∫
0

6∑
j=1

aij(ξ, α)wj(ξ, τ − α)dα

∣∣∣∣
ξ=z+γiτ

dτ, i = 1, 4, (42)

где

ti(z) =
1

γi

{
z, i = 1, 2,

L− z, i = 3, 4.

Интегрирование (33) приведёт к следующим интегральным уравнениям:

wi(z, t) = Φi(z) +

t∫
0

[
−

6∑
j=1

bij(z)wj(z, τ) +
6∑
j=1

aij(z, τ)φ̃j(z)

]
dτ

+

t∫
0

τ∫
0

6∑
j=1

aij(z, α)wj(z, τ − α) dαdτ, i = 5, 6. (43)

С учётом начальных условий (34) перепишем уравнения (42), (43) в виде

ti(z)∫
0

6∑
j=1

aij(z + γiτ, τ)φ̃j(z + γiτ) dτ +

ti(z)∫
0

τ∫
0

6∑
j=1

aij(z + γiτ, α)wj(z + γiτ, τ − α) dαdτ

= Φi(z)−
d

dt
h̃i(ti(z))−

ti(z)∫
0

[
∂

∂t
Fi(z + γiτ, τ)−

6∑
j=1

bij(z + γiτ)wj(z + γiτ, τ)

]
dτ, i = 1, 4,

t∫
0

6∑
j=1

aij(0, τ)φ̃j(0) dτ +

t∫
0

τ∫
0

6∑
j=1

aij(0, α)wj(0, τ − α) dαdτ

=
d

dt
h̃i(t)− Φi(0) +

t∫
0

6∑
j=1

bij(0)wj(0, τ)dτ, i = 5, 6.

Продифференцируем первые уравнения по переменной z, а вторые — по t. Тогда имеем

6∑
j=1

aij(z + γiti(z), ti(z))φ̃j(z + γiti(z))− γi

ti(z)∫
0

6∑
j=1

∂

∂z
(aij(z + γiτ, τ)φ̃j(z + γiτ)) dτ

+

ti(z)∫
0

6∑
j=1

aij(z + γiti(z), τ)wj(z + γiti(z), ti(z)− τ) dτ

− γi

ti(z)∫
0

τ∫
0

6∑
j=1

∂

∂z
(aij(z + γiτ, α)wj(z + γiτ, τ − α)) dαdτ

= −γi
d

dz
Φi(z)−

d2

dt2
h̃i(ti(z))−

[
∂

∂t
Fi(z + γiti(z), ti(z))−

6∑
j=1

bij(z + γiti(z))wj(z + γiti(z), ti(z))

]
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+ γi

ti(z)∫
0

[
∂2

∂t∂z
Fi(z + γiτ, τ)−

6∑
j=1

∂

∂z
(bij(z + γiτ)wj(z + γiτ, τ))

]
dτ, i = 1, 4, (44)

6∑
j=1

aij(0, t)φ̃j(0) +

t∫
0

6∑
j=1

aij(0, τ)wj(0, t− τ) dτ =
d2

dt2
h̃i(t) +

6∑
j=1

bij(0)wj(0, t), i = 5, 6. (45)

Далее в уравнениях (43) заменим ti(z) на t. Тогда получим

6∑
j=1

aij(0, t)φ̃j(0) = Pi(−γit) +

t∫
0

6∑
j=1

∂

∂z
(bij(−γi(t− τ))wj(−γi(t− τ, τ))) dτ

− γi

t∫
0

6∑
j=1

∂

∂z
(aij(−γi(t− τ), τ)φ̃j(−γi(t− τ))) dτ −

t∫
0

6∑
j=1

aij(0, τ)
d

dt
h̃j(−γi(t− τ)) dτ

−
t∫

0

τ∫
0

6∑
j=1

∂

∂z
(aij(−γi(t− τ), α)wj(−γi(t− τ), τ − α)) dαdτ, i = 1, 2, (46)

6∑
j=1

aij(L, t)φ̃j(L) = Pi(L− γit) +

t∫
0

6∑
j=1

∂

∂z
(aij(L− γi(t− τ), τ)φ̃j(L− γi(t− τ))) dτ

−
t∫

0

6∑
j=1

aij(L, τ)
d

dt
h̃j(−γit− τ) dτ −

t∫
0

6∑
j=1

∂

∂z
(bij(H − γi(t− τ))wj(L− γi(t− τ), τ)) dτ

+

t∫
0

τ∫
0

6∑
j=1

∂

∂z
(aij(L− γi(t− τ), α)wj(L− γi(t− τ), τ − α)) dαdτ, i = 3, 4, (47)

где Pi(z) определены формулами

Pi(z) = −γi
d

dz
Φi(z)−

d2

dt2
h̃i(ti(z))−

∂

∂t
Fi(z + γiti(z), ti(z))

+
6∑
j=1

bij(z + γiti(z))wj(z + γiti(z), ti(z)) + γi

ti(z)∫
0

∂2

∂t∂z
Fi(z + γiτ, τ) dτ, i = 1, 4,

а также введены обозначения

Pi(t) =
d2

dt2
h̃i(t) +

6∑
j=1

bij(0)
d

dt
h̃j(t), i = 5, 6.

Введём следующее обозначение:

Q(z; φ̃) :=



c11(z) 0 c13(z) 0 c15(z) 0
0 c22(z) c23(z) c24(z) 0 0

c31(z) 0 c33(z) 0 c35(z) 0
0 c42(z) c43(z) c44(z) 0 0
0 0 c53(z) 0 0 0
0 0 0 0 0 c66(z)

 , (48)
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где

c11(z) = c31(z) =

√
p

2

(
q2

1(z)φ̃1(z) + q2
1(z)φ̃3(z)

)
, c12(z) = 0,

c13(z) = c33(z) =

√
p

2

(
q2

3(z)φ̃1(z) + q3(z)q4(z)φ̃2(z) + q2
3(z)φ̃3(z) + q3(z)q4(z)φ̃4(z) + q3(z)φ̃5(z)

)
,

c14(z) = 0, c15(z) = −c35(z) =

√
p

2

φ̃1(z)− φ̃3(z)

q2
1(z)

, c16(z) = 0, c21(z) = 0,

c22(z) = c42(z) =

√
p

2

(
q2

2(z)φ̃2(z) + q2
2(z)φ̃4(z)

)
,

c23(z) = c43(z) =

√
p

2

(
q3(z)q4(z)φ̃1(z) + q2

4(z)φ̃2(z) + q3(z)q4(z)φ̃3(z) + q2
4(z)φ̃4(z) + q4(z)φ̃5(z)

)
,

c24(z) = −c44(z) =

√
p

2

φ̃2(z)− φ̃4(z)

q2
2(z)

, c25(z) = 0, c26(z) = 0,

c31(z) =

√
p

2

(
q2

1φ̃1(z) + q2
1φ̃3(z)

)
, c32(z) = 0, c34(z) = 0, c36(z) = 0, c41(z) = 0,

c45(z) = 0, c46(z) = 0, c51(z) = 0, c52(z) = 0,

c53(z) =

√
p

2
(q3q5φ̃1(z) + q4q5φ̃2(z) + q3q5φ̃3(z) + q4q5φ̃4(z) + q5φ̃5(z)),

c54(z) = 0, c55(z) = 0, c56(z) = 0, c6i(z) = 0, c66(z) =
√
p
q6

q1q2
φ̃6(z), i = 1, 5.

Учитывая (48), перепишем уравнения (37), (38) в следующем виде:

wi(z, t) = wi
(
zi0, t

i
0

)
+

t∫
ti0

[
∂

∂t
Fi(ξ, τ)−

6∑
j=1

bij(ξ)wj(ξ, τ) +
6∑
j=1

Qij(ξ; φ̃)Ψj(τ)

]∣∣∣∣
ξ=z+γi(τ−t)

dτ

+

t∫
ti0

τ∫
0

6∑
j=1

Qij(ξ;w(ξ, τ − α))Ψj(α) dα

∣∣∣∣
ξ=z+γi(τ−t)

dτ, i = 1, 6. (49)

Пользуясь (48), систему (44), (45) перепишем в виде

6∑
j=1

Qij(νi; φ̃(νi))Ψj(t) = Pi(ti(t))

+ βi

t∫
0

6∑
j=1

[
∂

∂z
bij(−γi(t− τ))wj(−γi(t− τ, τ)) + bij(−γi(t− τ))

∂

∂z
wj(−γi(t− τ, τ))

]
dτ

−
t∫

0

6∑
j=1

[
γiβi

∂

∂z
Qij(−γi(t− τ); φ̃(−γi(t− τ))) +Qij(−γi(t− τ);

d

dt
h̃(−γi(t− τ)))

]
Ψj(τ) dτ

− βi

t∫
0

τ∫
0

6∑
j=1

∂

∂z
Qij(−γi(t− τ);wj(−γi(t− τ), τ − α))Ψj(α)dαdτ, i = 1, 6, (50)

здесь

βi =

{
1, i = 1, 4,

0, i = 5, 6,
νi =

{
L, i = 3, 4,

0, i = 1, 2, 5, 6,
t̄i(t) =


−λit, i = 1, 2,

L− λit, i = 3, 4,

t, i = 5, 6.
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Пусть Ψ(t) =
(
ϕ

′
1, ϕ

′
2, ϕ

′
3, ψ

′
1, ψ

′
2, ψ

′
3

)∗ — вектор-функция, составленная из производных
неизвестных функций обратной задачи, где Ψi(t) — элементы этой вектор-функции. В даль-
нейшем будем предполагать, что выполнено условие

detQ(νi; φ̃) 6= 0, (51)

что равносильно неравенствам

c11 6= 0, c15 6= 0, c22 6= 0, c24 6= 0, c53 6= 0, c66 6= 0.

Решая теперь систему (50) относительно Ψi(t), получим

Ψi(t) =
1

detQ(νi; φ̃)

6∑
j=1

[
Pj(tj(t)) + βj

t∫
0

6∑
k=1

∂

∂z
bjk(−γj(t− τ))wk(−γj(t− τ, τ)) dτ

]
Qji(νi; φ̃)

+
1

detQ(νi; φ̃)

6∑
j=1

[
βj

t∫
0

6∑
k=1

bjk(−γj(t− τ))
∂

∂z
wk(−γj(t− τ, τ)) dτ

]
Qji(νi; φ̃)

− 1

detQ(νi; φ̃)

6∑
j=1

[
γjβj

t∫
0

6∑
k=1

∂

∂z
Qjk(−γj(t− τ); φ̃(−γj(t− τ)))Ψk(τ) dτ

]
Qji(νi; φ̃)

− 1

detQ(νi; φ̃)

6∑
j=1

[ t∫
0

6∑
k=1

Qjk(−γj(t− τ);
d

dt
h̃(−γj(t− τ)))Ψk(τ)dτ

]
Qji(νi; φ̃)

− 1

detQ(νi; φ̃)

6∑
j=1

[
βj

t∫
0

τ∫
0

6∑
k=1

∂

∂z
Qjk(−γj(t− τ);wk(−γj(t− τ), τ − α))Ψk(α) dαdτ

]
Qji(νi; φ̃),

(52)

где Qji — алгебраические дополнения элементов cji матрицы Q, i = 1, 6.

В уравнения (52) входят неизвестные функции
∂wj
∂z

, j = 1, 6. Для них мы получим ин-
тегральные уравнения из (49) с помощью дифференцирования их по переменной z. При этом
имеем

∂

∂z
wi(z, t) =

∂

∂z
wi
(
zi0, t

i
0

)
− ∂

∂z
ti0

[
∂

∂t
Fi
(
zi0, t

i
0

)
−

6∑
j=1

bij
(
zi0
)
wj
(
zi0, t

i
0

)
+

6∑
j=1

Qij
(
zi0; φ̃

)
Ψj

(
ti0
)]

+

t∫
ti0

[
∂

∂t∂z
Fi(ξ, τ)−

6∑
j=1

d

dz
bij(ξ)wj(ξ, τ)−

6∑
j=1

bij(ξ)
∂

∂z
wj(ξ, τ)

+
6∑
j=1

∂

∂z
Qij(ξ; φ̃)Ψj(τ)

]∣∣∣∣
ξ=z+γi(τ−t)

dτ − ∂

∂z
ti0

ti0∫
0

6∑
j=1

Qij
(
zi0;Gj

(
zi0, t

i
0 − τ

))
Ψj(τ) dτ

+

t∫
ti0

τ∫
0

6∑
j=1

∂

∂z
Qij(ξ;wj(ξ, τ − α))Ψj(α) dα

∣∣∣∣
ξ=z+γi(τ−t)

dτ, i = 1, 6, (53)
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где

Gj
(
zi0, t

i
0 − τ

)
=


d

dt
hj

(
L− z
γi
− τ
)
, j = 3, 6,

d

dt
gj

(
L− z
γi
− τ
)
, j = 1, 2.

Требуется выполнение условий согласования

d

dt
g̃i(0) = Fi(0, 0)− γi

∂

∂z
φ̃i(z)

∣∣∣∣
z=0

−
6∑
j=1

bij(0)φ̃i(0), i = 1, 2,

d

dt
g̃i(0) = Fi(L, 0)− γi

∂

∂z
φ̃i(z)

∣∣∣∣
z=L

−
6∑
j=1

bij(L)φ̃i(L), i = 3, 4,

(54)

d

dt
h̃i(t)

∣∣∣∣
t=0

= −
6∑
j=1

bij(0)φ̃i(0), i = 5, 6. (55)

4. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ И ЕГО ДОКАЗАТЕЛЬСТВО

Основным результатом настоящей работы является следующая
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, кроме того, φ̃(z) ∈ C2[0, L], g̃(t) ∈

C2[0,∞), h̃(t) ∈ C2(0,∞), F (z, t) ∈ C2(Π) и выполнены условие (51), условия согласова-
ния (31), (40), (41), (54), (55). Тогда для любого L > 0 на отрезке [0, L] существует един-
ственное решение обратной задачи (32)–(34), (35) из класса Ψ(t) ∈ C1[0, L], и каждая ком-
понента ϕi ∈ C1[0, L] определяется заданием hi(t) для t ∈ [0, L], i = 1, 2, 3, а ψi ∈ C1[0, L] —
hi(t) для t ∈ [0, L], i = 4, 5, 6.

Доказательство. Уравнения (49), (52) и (53), дополненные начальными и граничны-
ми условиями из равенств (32), (33), образуют замкнутую систему уравнений относительно

неизвестных wi(z, t), Ψj(t),
∂

∂z
wi(z, t), i = 1, 6. Рассмотрим теперь квадрат

Π0 := {(z, t) | 0 6 z 6 L, 0 6 t 6 L}.

Уравнения (49), (52) и (53) показывают, что значения функций wi(z, t), Ψj(t),
∂

∂z
wi(z, t)

при (z, t) ∈ Π0 выражаются через интегралы от некоторых комбинаций этих же функций по
отрезкам, лежащим в Π0.

Запишем уравнения (49), (52) и (53) в виде замкнутой системы интегральных уравнений
вольтерровского типа второго рода. Для этого введём в рассмотрение вектор-функция υ(z, t) =(
υ1
i , υ

2
i , υ

3
i

)
, i = 1, 6, задав их компоненты равенствами

υ1
i (z, t) = wi(z, t), υ2

i (z, t) = Ψi(t), υ3
i (z, t) =

∂

∂z
wi(z, t) +

6∑
j=1

Qij
(
zi0; φ̃

)
Ψj(t

i
0)
∂

∂z
ti0.

Тогда система уравнений (49), (52) и (53) принимает операторную форму

υ = Aυ, (56)

где оператор A =
(
A1
i ,A2

i ,A3
i

)
, i = 1, 6, в соответствии с правыми частями уравне-

ний (49), (52) и (53) определён равенствами
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A1
i υ = υ01

i (z, t) +

t∫
ti0

[ 6∑
j=1

Qij(z + γi(τ − t); φ̃)υ2
j (τ)−

6∑
j=1

bij(z + γi(τ − t))υ1
j (z + γi(τ − t), τ)

]
dτ

+

t∫
ti0

τ∫
0

6∑
j=1

Qij(z + γi(τ − t); υ1
j (z + γi(τ − t), τ − α))υ2

j (α) dαdτ, (57)

A2
i υ = υ02

i (z, t) +
1

detQ(νi; φ̃)

t∫
0

6∑
j=1

6∑
k=1

βj
∂

∂z
bjk(−γj(t− τ))υ1

k(−γj(t− τ, τ)) dτQji(νi; φ̃)

+
1

detQ(νi; φ̃)

t∫
0

6∑
j=1

6∑
k=1

βjbjk(−γj(t− τ))

[
υ3
k(−γj(t− τ), τ)

−
6∑
p=1

Qkp
(
zk0 ; φ̃

)
υ2
p

(
tk0
) ∂
∂z
tj0

]
dτQji(νi; φ̃)

− 1

detQ(νi; φ̃)

t∫
0

6∑
k=1

6∑
j=1

γjβj
∂

∂z
Qjk(−γj(t− τ); φ̃(−γj(t− τ)))υ2

k(τ) dτQji(νi; φ̃)

− 1

detQ(νi; φ̃)

t∫
0

6∑
j=1

6∑
k=1

Qjk

(
− γj(t− τ);

d

dt
h̃(−γj(t− τ))

)
υ2
k(τ) dτQji(νi; φ̃)

− 1

detQ(νi; φ̃)

t∫
0

τ∫
0

6∑
j=1

6∑
k=1

βj
∂

∂z
Qjk

(
− γj(t− τ); υ1

k(−γj(t− τ), τ − α)
)
υ2
k(α) dαdτQji(νi; φ̃),

(58)

A3
i υ = υ03

i (z, t)−
t∫

ti0

[ 6∑
j=1

d

dz
bij(ξ)υ

1
j (ξ, τ) +

6∑
j=1

bij(ξ)

(
υ3
j (ξ, τ)−

6∑
k=1

Qjk
(
zj0; φ̃

)
υ2
k

(
tj0
) ∂
∂z
tj0

)

−
6∑
j=1

∂

∂z
Qij(ξ; φ̃)υ2

j (τ)

]∣∣∣∣
ξ=z+γi(τ−t)

dτ − ∂

∂z
ti0

ti0∫
0

6∑
j=1

Qij
(
zi0Gjz

i
0, t

i
0 − τ)

)
υ2
j (τ) dτ

+

t∫
ti0

τ∫
0

6∑
j=1

∂

∂z
Qij
(
ξ; υ1

j (ξ, τ − α)
)
υ2
j (α) dα

∣∣∣∣
ξ=z+γi(τ−t)

dτ, (59)

где i = 1, 6.
В этих формулах использованы обозначения

υ01
i (z, t) = wi

(
zi0, t

i
0

)
+

t∫
ti0

∂

∂t
Fi(z+ γi(τ − t), τ) dτ, υ02

i (z, t) =
1

detQ(νi; φ̃)

6∑
j=1

Pj(tj(t))Qji(νi; φ̃),
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υ03
i (z, t) =

∂

∂z
wi
(
zi0, t

i
0

)
− ∂

∂z
ti0
∂

∂t
Fi
(
zi0, t

i
0

)
+

∂

∂z
ti0

6∑
j=1

bij
(
zi0
)
wj
(
zi0, t

i
0

)
+

t∫
ti0

∂

∂t∂z
Fi(z + γi(τ − t), τ) dτ.

Определим на множестве непрерывных функций Cs(Π0) норму

‖υ‖s = max
16i66
16l63

sup
(z,t)∈Π0

∣∣υli(z, t)e−st∣∣,
где s > 0 — некоторое число, которое будет выбрано позже. Очевидно, что при s = 0 это про-
странство совпадает с пространством непрерывных функций с обычной нормой ‖υ‖s. В силу
неравенства e−sL‖υ‖s 6 ‖υ‖s 6 ‖υ‖ нормы ‖υ‖s и ‖υ‖ эквивалентны для любого фиксирован-
ного L ∈ (0,∞).

Далее рассмотрим множество функций S(υ0, r) ⊂ Cs(Π0), удовлетворяющих неравенству

‖υ − υ0‖s 6 r, (60)

где вектор-функция υ0(z, t) =
(
υ01
i (z, t), υ02

i (t), υ03
i (z, t)

)
, i = 1, 6, определена свободными чле-

нами операторного уравнения (56). Нетрудно заметить, что для υ ∈ S(υ0, r) имеет место оценка
‖υ‖s 6 ‖υ0‖s + r 6 ‖υ0‖+ r := r0. Таким образом, r0 — известное число.

Введём следующие обозначения:

φ̃0 := max
16i6n

‖φ̃i‖C2[0,L], g0 := max
16i6n

‖gi‖C2[0,L], F0 := max
16i6n

‖Fi‖C2[Π0],

h0 := max
16i6n

‖hi‖C2[0,L], Γ0 := max{g0, f0}, P0 := min{|Q(0)|, |Q(L)|},

Υ0φ̃0 = max
16i6n

‖Qij(z + γi(τ − t); φ̃)‖C1[0,L], Q0 := max
{

max
16i6n

|Qi(0)|, max
16i6n

|Qi(L)|
}
.

Оператор A переводит пространство Cs(Π0) в себя. Покажем, что при подходящем выборе s
(заметим, что L > 0 — произвольное фиксированное число) он является на множестве S(υ0, r)
оператором сжатия. Убедимся сначала в том, что оператор A переводит множество S(υ0, r)
в себя, т. е. из условия υ(z, t) ∈ S(υ0, r) следует, что Aυ ∈ S(υ0, r), если s удовлетворяет неко-
торым ограничениям. В самом деле, для любых (z, t) ∈ Π0 и любого υ ∈ S(υ0, r) выполняется
неравенство

∣∣(A1
i υ − υ01

i

)
e−st

∣∣ =

∣∣∣∣
t∫

ti0

[ 6∑
j=1

Qij(z + γi(τ − t); φ̃)e−s(t−τ)υ2
j (τ)e−sτ

−
6∑
j=1

bij(z + γi(τ − t))e−s(t−τ)υ1
j (z + γi(τ − t), τ)e−sτ

]
dτ

+

t∫
ti0

τ∫
0

6∑
j=1

Qij(z + γi(τ − t); υ1
j (z + γi(τ − t), τ − α))e−s(τ−α)υ2

j (α)e−sα dαdτ

∣∣∣∣∣
6 6
[
(Υ0φ̃0 + b0)‖υ‖s + Υ0‖υ‖2sτ

] ∫ t

0
e−s(t−τ) dτ 6

6

s
((Υ0φ̃0 + b0) + Υ0Lr0)r0 :=

1

s
α1.

Аналогично получим следующие оценки:∣∣(A2
i υ − υ02

i

)
e−st

∣∣ 6 36P0

sQ0
(b0(2 + 6Υ0φ̃0) + Υ0φ̃0 + Υ0Γ0 + Υ0Lr0)r0 :=

1

s
α2,
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∣∣(A3
i υ − υ03

i

)
e−st

∣∣ 6 6

s
(b0(2 + 6Υ0φ̃0) + Υ0φ̃0 + Υ0Γ0 + Υ0Lr0)r0 :=

1

s
α3.

Отсюда и из формул (56) и (57)–(59) следует оценка

‖Aυ − υ0‖s = max
{

max
16i66

sup
(z,t)∈Π0

∣∣(A1
i υ − υ01

i

)
e−st

∣∣,
max
16i66

sup
t∈[0,L]

∣∣(A2
i υ − υ02

i

)
e−st

∣∣, max
16i66

sup
t∈[0,L]

∣∣(A3
i υ − υ03

i

)
e−st

∣∣} 6 1

s
α0,

где α0 := max(α1, α2, α3). Выбирая s > (1/r)α0, получим, что оператор A переводит множество
S(υ0, ρ) в себя.

Возьмём теперь любые функции υ, υ̃ ∈ S(υ0, r) и оценим норму разности Uυ − Uυ̃. Ис-
пользуя очевидное неравенство∣∣υki υli − υ̃ki υ̃li∣∣e−st 6 ∣∣υki − υ̃ki ∣∣∣∣υli∣∣e−st +

∣∣υ̃ki ∣∣∣∣υli − υ̃li∣∣e−st 6 2r0‖υ − υ̃‖s

и оценки для интегралов, аналогичные приведённым выше, получим

∣∣(A1
i υ −A1

i υ̃
)
e−st

∣∣ =

∣∣∣∣
t∫

ti0

[ 6∑
j=1

Qij(z + γi(τ − t); φ̃)e−s(τ−α)
(
υ2
j (τ)− υ̃2

j (τ)
)
e−sτ

−
6∑
j=1

bij(z + γi(τ − t))e−s(τ−α)
(
υ1
j (z + γi(τ − t), τ)− υ̃1

j (z + γi(τ − t), τ)
)
e−sτ

]
dτ

+

t∫
ti0

τ∫
0

6∑
j=1

[
Qij(z + γi(τ − t); υ1

j (z + γi(τ − t), τ − α))e−s(τ−α)υ2
j (α)e−sα

−Qij(z + γi(τ − t); υ̃1
j (z + γi(τ − t), τ − α))e−s(τ−α)υ̃2

j (α)e−sα
]
dαdτ

∣∣∣∣∣
6 n[(Υ0φ̃0 + b0)‖υ − υ̃‖s + 2r0Υ0‖υ − υ̃‖sτ ]

t∫
0

e−s(t−τ) dτ

6
1

s
n(Υ0φ̃0 + b0 + 2r0Υ0L)‖υ − υ̃‖s :=

1

s
β1‖υ − υ̃‖s.

Аналогично получим следующие оценки:∣∣(A2
i υ −A2

i υ̃
)
e−st

∣∣ 6 36P0

sQ0
(b0(2 + 6Υ0φ̃0) + Υ0φ̃0 + Υ0Γ0 + 2r0Υ0L)‖υ − υ̃‖s :=

1

s
β2‖υ − υ̃‖s,∣∣(A3

i υ −A3
i υ̃
)
e−st

∣∣ 6 6

s
[b0(2 + 6Υ0φ̃0) + Υ0φ̃0 + Υ0Γ0 + 2r0Υ0L]‖υ − υ̃‖s :=

1

s
β3‖υ − υ̃‖s.

Отсюда имеем

‖Aυ −Aυ̃‖s = max
{

max
16i66

sup
(z,t)∈Π0

∣∣(A1
i υ −A1

i υ̃
)
e−st

∣∣,
max
16i66

sup
t∈[0,L]

∣∣(A2
i υ −A2

i υ̃
)
e−st

∣∣, max
16i66

sup
t∈[0,L]

∣∣(A3
i υ −A3

i υ̃
)
e−st

∣∣} 6 1

s
β0‖υ − υ̃‖s,

где β0 := max(β1, β2, β3). Выбирая теперь s > β0, получим, что оператор A сжимает расстояние
между элементами υ, υ̃ на S(υ0, ρ).
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Как следует из проделанных оценок, если число s выбрано из условия s > s∗ :=
max{α0, β0}, то оператор A является сжимающим на S(υ0, ρ). В этом случае согласно прин-
ципу Банаха [40, с. 87–97] уравнение (56) имеет единственное решение в S(υ0, ρ) для любого
фиксированного L > 0. Теорема 2 доказана. �

Зная ϕ′
i(t), ψ

′
i(t), i = 1, 2, 3, можем определить функции ϕi(t), ψi(t):

ϕi(t) = ϕi(0) +

t∫
0

ϕ
′
i(τ) dτ, ψi(t) = ψi(0) +

t∫
0

ψ
′
i(τ) dτ, i = 1, 2, 3.
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