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Рассмотрена модель распределения тока при нагреве поверхности вольфрамового образца
при импульсном воздействии электронным пучком. Модель основана на решении уравне-
ний электродинамики и двухфазной задачи Стефана для расчёта температуры в области
образца в цилиндрической системе координат. Параметры модели взяты из экспериментов
на стенде Beam of Electrons for materials Test Applications (BETA), созданного в ИЯФ СО
РАН. Рассмотрен частный случай аксиальной симметрии без учёта электродвижущих сил.
Ток рассматривается как возможный источник вращения вещества, который наблюдается
в эксперименте. Получены расчётные значения тока и ускорение вещества при температу-
ре поверхности свыше 6000 К. Результаты проведённого моделирования показывают, что
для получения ускорения, способного инициировать наблюдаемое в эксперименте враще-
ние расплава, нужно учесть альтернативные механизмы создания тока в системе с учётом
испарений вольфрама над пластинкой.
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ВВЕДЕНИЕ

На экспериментальном стенде Beam of Electrons for materials Test Applications (BETA),
созданном в ИЯФ СО РАН [1], получены новые экспериментальные данные об эрозии поверх-
ности вольфрамового образца при импульсном воздействии электронным пучком. Натурный
эксперимент постоянно сопровождается численным [2]. Модель нагрева вольфрама основана
на решении в области образца уравнений электродинамики и двухфазной задачи Стефана
для температуры. Работа посвящена расчёту тока в образце, который рассматривается как
возможный источник вращения вещества, который наблюдается в эксперименте. Расчёт про-
ведён для анализа и планирования натурных экспериментов с целью определения влияния
сил Ампера на динамику вещества. Планируется исследовать предполагаемое влияние неод-
нородности температуры на движение заряда, расплава и газа. Неоднородность температуры
в расплаве приводит к возникновению течения тока. В областях с перепадами температу-
ры возникает электродвижущая сила. Важно, что в газе и в расплаве электродвижущая сила
отличается. Поэтому может возникнуть ненулевое ускоряющее напряжение на замкнутом кон-
туре через газ и расплав, которое порождает ток по этому контуру. Величина проводимости
нелинейно зависит от температуры. Можно дать оценки, в каких областях газа и расплава
будет хорошая проводимость и высокое напряжение, но без использования математического
моделирования сложно предсказать, в каких областях может наблюдаться наибольший ток.
Ток, взаимодействуя с магнитным полем, приводит к движению вещества в целом.

В данной работе рассматривается частный случай, когда уравнения для полей и токов
выписаны для образца вольфрама в цилиндрической системе координат без учёта электро-
движущих сил. Это обусловлено необходимостью сравнения в дальнейшем ходе исследований
расчётного влияния термотоков с влиянием тока пучка. Предполагается, что характерное вре-
мя изменения велико по сравнению с временем установления равновесия уравнений электро-
динамике на масштабе задачи. Дальнейшее развитие модели предполагает включение расчёта
электродвижущей силы в газе и расплаве.

Для определения удельной проводимости проводится расчёт распределения температу-
ры в образце на основе решения задачи Стефана. Положение и скорость движения границы
раздела фаз зависят от нелинейных коэффициентов. Условие на границе свободный расплав-
твёрдое тело состоит в непрерывности температуры и разрывности теплового потока за счёт
поглощения или выделения известного количества тепла. Известные результаты не могут быть
использованы из-за специфичности постановки задачи (диапазон температур и давлений, про-
странственная и временная шкалы). Новизна и сложность решения задачи обусловлены в ос-
новном необходимостью верного описания нелинейных граничных условий, описывающих на-
грев и испарение материала на его поверхности. Практическая направленность работы требует,
чтобы постановка модельной задачи как можно точно соответствовала условиям эксперимен-
та. Результаты расчётов итоговой модели используются для сравнения с экспериментальными
данными, полученными на экспериментальном стенде ВЕТА в ИЯФ СО РАН.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Численная модель распределения тока пучка в нагреваемом образце вольфрама в упро-
щённом виде сводится к совместному решению системы уравнений Максвелла и задачи Сте-
фана. Для расчёта распространения температуры с нагреваемой поверхности вглубь образца
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решается задача Стефана:

c(T )ρ∗(T )
∂T

∂t
=

1

r

∂
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rλ(T )
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,

(n,∇T ) = 0 на других границах,

T = T0 при t = 0,

(1)

где T (r, z, t) — температура, c(T ) — удельная теплоёмкость, ρ∗(T ) — плотность, λ(T ) — теп-
лопроводность, W (t, r) — сила теплового потока на поверхность γ, N(t, r) — испарение на
поверхности, n — нормаль к поверхности, T0 — начальная температура. Условия на свободной

границе имеют вид [T ]|S = 0 и
[
λ(T )

∂T

∂t

]∣∣∣∣
S

= Lmνn, где Lm — энтальпия фазового перехода,

νn — скорость границы фазового перехода. Температура плавления Tm = 3695K. В экспери-
ментах на установке BETA образцы прокатанного вольфрама подвергались воздействию осе-
симметричного электронного пучка [3]. Электроны с энергией 80–90 кэВ нагревают материал
в слое, который является тонким по сравнению с характерной глубиной нагрева материала.
Распределение мощности по поверхности теплового потока задаётся следующей формулой:

W (t, r) = Wmax(t) · exp(−A · r2).

Здесь A = 0,03088523 (1/мм2) — постоянная, характеризующая радиус пучка и полученная из
эксперимента. На каждом временном шаге численного моделирования значение переменной
Wmax(t) берётся из файла экспериментальных данных, индивидуального для каждого экспе-
римента. Распределение плотности мощности нагрева по поверхности измеряли с помощью
рентгеновской визуализации [4]. Тепло, поглощённое поверхностью, распространяется в мате-
риал. Образец имеет размеры 25×25 мм и типичную толщину 4 мм. Поскольку за такое корот-
кое время образец нагревается на глубину нескольких сотен микрон, область моделирования
представляла собой поперечное сечение образца размером 12×3 мм. Что касается времени, то
численное моделирование продолжалось до того момента, когда было произведено последнее
измерение температуры поверхности. Удобнее проводить вычисления в безразмерных пере-
менных, например, следующим образом:

r∗ =
r

r0
, λ∗ =

λ

λ0
, ρ∗ =

ρ

ρ0
, c∗ =

c

c0
, t∗ =

λ0t

ρ0c0r20
, T ∗ =

T

T0
, W ∗ =

λ0T0W

r0
.

Характерные значения параметров приведены в табл. 1.

Т а б л и ц а 1

Параметр Характерное значение Единицы измерения

r0 10−1 мм
t0 102 мкс
λ0 10−1 Вт/(мм·К)
ρ0 10−5 кг/мм3

c0 108 Вт·мкс/(кг·К)
T0 103 К
W0 103 Вт/мм2

Постановка задачи для нахождения температуры в образце, метод решения, тестирование,
результаты моделирования и сравнение с экспериментальными данными подробно описаны
в работах [2–5].
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Полученное распределение температуры позволяет рассчитать удельную проводимость ρe
в образце [6] (см. рис. 1):

ρe(T (t, r, z)) =


−0,968 + 1,9274 · 10−2T + 7,826 · 10−6T 2 − 1,8517 · 10−9T 3 + 2,079 · 10−13T 4,

100K 6 T < Tm,

135− 1,855 · 10−3(T − Tm) + 4,42 · 10−6(T − Tm)2, Tm 6 T.

Рис. 1. График зависимости электрического сопротивления ρe (1/Ом·мм)
от температуры T (К)

Процесс распространения тока в образце можно считать стационарным, так как харак-
терное время изменения велико по сравнению с временем установления равновесия уравнений
электродинамики на масштабе задачи [7]. Распределение тока рассчитывается в момент вре-
мени, когда образец максимально разогрет. Учёт процесса испарения гарантирует ограниче-
ние роста температуры в образце, что соответствует экспериментальным данным [2]. Система
уравнений Максвелла для расчёта тока в образце модифицирована для станционного случая
в цилиндрической системе координат без учёта электродвижущих сил:

∇×B =
4π

c
j, ∇×E = 0, ∇ ·B = 0, ∇ · j = 0, E = ρej, (2)

где ρe — удельная проводимость, B — магнитное поле, E = (Er, Eϕ, Ez) — электрическое поле,
j = (jr, jϕ, jz) — ток.

Введём векторный потенциал тока F = (Fr, Fϕ, Fz):

j = ∇× F (3)

и запишем систему уравнений (2) в цилиндрической системе координат (r, ϕ, z). Заметим, что
производные по углу ϕ будут равны нулю в силу симметрии задачи относительно поворо-
та [8, 9]. Выразим ток через векторный потенциал тока, учитывая нулевую производную по
углу. Так как отсутствует вихревое электрическое поле, то ток течёт только по осевому и ра-
диальному направлениям и Eϕ = 0. Отсюда следует, что jϕ = 0:

j =

jrjϕ
jz

 =



1

r

∂Fz
∂ϕ
− ∂Fϕ

∂z
∂Fr
∂z
− ∂Fz

∂r
1

r

∂rFϕ
∂r
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r

∂Fr
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 =


−∂Fϕ
∂z

0
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r

∂rFϕ
∂r

 . (4)
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Таким образом, для описания тока достаточно только одной функции Fϕ, описывающей «за-
вихрённость» тока. Уравнение на «завихрённость», полученное как следствие системы (2),
имеет вид

∇× (ρej) = ∇ρe × j + ρe∇× j = ∇ρe × (∇Fϕ∇eϕ)− ρe4Fϕeϕ = 0. (5)

В (5) последнее равенство следует из того, что производные по ϕ нулевые и jϕ = 0. В таком
случае у векторного уравнения (5) остаётся только одна нетривиальная компонента:

∂2Fϕ
∂r2

+
∂2Fϕ
∂z2

+
∂Fϕ
∂r

(
1

ρe

∂ρe
∂r

+
1

r

)
+
∂Fϕ
∂z

1

ρe

∂ρe
∂z

+ Fϕ

(
1

rρe

∂ρe
∂r

+
1

r2

)
= 0. (6)

Сделаем замену переменной G = rFϕ, тогда

∂2G

∂r2
+
∂2G

∂z2
+
∂G

∂r

∂ ln(ρe/r)

∂r
+
∂G

∂z

∂ ln(ρe/r)

∂z
= 0. (7)

Новая переменная G(r, z) определяет ток внутри кольца заданного радиуса r и высоты z.
В качестве новой функции, описывающей внешние для задачи данные, удобно взять

Φ = ln(ρe/r). Тогда для ∇ — оператора дифференцирования в ортогональной системе ко-
ординат (r, z) — можно записать исходную задачу (2) в виде

∇2G+∇G∇Φ = 0. (8)

Плотность тока можно восстановить по формуле

j = (jr, 0, jz) =

(
− ∂Fϕ

∂z
, 0,

1

r

∂(rFϕ)

∂r

)
=

(
− 1

r

∂G

∂z
, 0,

1

r

∂G

∂r

)
.

Ускорение расплава определяется по формуле

gϕ = jrBz/ρ1, (9)

где ρ1 = 1,6 · 104 кг/м3 — плотность расплава и магнитное поле Bz = 0,3 Тл известно из
экспериментальных данных.

Граничные условия являются определяющей характеристикой для задачи, так как рас-
сматриваемая область не содержит источников тока на этапе моделирования тока пучка без
учёта термоэмиссии. Решение задачи зависит только от граничных условий для тока и темпе-
ратуры в образце.

Важно верно определить ток на границе, нагреваемой импульсным воздействием. Пучок
электронов падает на поверхность, не только её заряжая, но и повышая температуру поверх-
ности, отдавая энергию электронов. В натурном эксперименте измеряется ток, генерируемый
в диоде. Часть электронов отражается от мишени, поэтому, основываясь на анализе натурных
экспериментов, можно полагать, что ток на поверхности равен половине тока пучка.

На оси симметрии надо поставить условие Дирихле:

G|(0,z) = 0, (10)

т. е. азимутальная компонента потенциала на оси нулевая, так как на оси нет особенности
тока. В случае ненулевой проводимости в образце плотность тока ограничена, так как элек-
трическое поле не может быть бесконечным. Известно, что в проводниках электрическое поле
мало. Можно заметить, что выражение (10) является прямым следствием определения G(r, z)
как тока внутри кольца для случая кольца нулевого радиуса. Так как через дальнюю стенку
(r, zmax) от поверхности нагрева не протекает ток, то выполняется условие

jz|(r,zmax) =
1

r

∂G

∂r

∣∣∣∣
(r,zmax)

= 0. (11)
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Это означает, что потенциал постоянен по радиусу по всей дальней стенке. С учётом того,
что на оси потенциал равен нулю (10), на всей дальней стенке согласно (10) можно поставить
граничное условие Дирихле:

G|(r,zmax) = 0. (12)

Граничное условие точно описывает процесс, натурный эксперимент и результаты математи-
ческого моделирования [2] показали, что разогрев пластинки происходит на глубину не более
0,5 мм при толщине пластинки более 3 мм. Ввиду того, что на нагреваемой поверхности ток

считается заданным: jz|(r,0) =
1

r

∂G

∂r

∣∣∣∣
(r,0)

= j0(r), то на границе (r, 0) задаётся граничное усло-

вие вида

G|(r,0) =

r∫
0

r′j0(r
′) dr′.

По условиям задачи ток по радиусу пластинки имеет гауссово распределение и

G|(r,0) = jga
2(1− exp(−r2/a2)), (13)

где jg — величина плотности тока в центре пучка, a2 — «ширина гаусса», известные для
каждого выстрела в эксперименте.

Так как в силу равномерности потока
∂jr
∂z

= 0, то граничные условия на краях пластинки
имеют вид

∂G

∂r

∣∣∣∣
(rmax,z)

= 0. (14)

Итоговая система уравнений, состоящая из уравнения (8) и граничных условий (10),
(12)–(14), имеет вид

∇2G+∇G∇Φ = 0, Φ = ln(ρe/r),

G|(0,z) = 0,
∂G

∂r

∣∣∣∣
(rmax,z)

= 0,

G|(r,zmax) = 0, G|(r,0) = jga
2(1− exp(−r2/a2)).

(15)

Для получения уравнения в безразмерном виде использованы характерные величины
(табл. 2).

Т а б л и ц а 2

Параметр Характерное значение Единицы измерения

r0 1 мм
j0 10−1 А/мм2

Fϕ0 103 А/мм
G0 103 А
gϕ0 108 м/с2

ρϕ0 10−2 1/(Ом·мм)
a20 102 мм2
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2. МЕТОД РЕШЕНИЯ

В двумерной области

{(r, z) | r ∈ [r0, rmax], z ∈ [z0, zmax], r0 = z0 = 0, rmax = 12 мм, z0 = 3 мм}

введена равномерная прямоугольная сетка с узлами (i, k), i = 1 . . . Nr, k = 1 . . . Nz. Уравне-
ние (1) реализовано с использованием схемы стабилизирующей поправки и метода прогон-
ки [10]. Метод решения (1) подробно описан в работах [3, 5]. Для решения полной системы
уравнений Максвелла в многомерном случае известны [11, 12] численные методы решения
задач электродинамики с учётом нелинейных эффектов, приводящих к значительному из-
менению характеристик электромагнитного поля. Решение уравнения (15) методом верхней
релаксации [13, 14] на каждом шаге по времени позволяет построить экономичный алгоритм
при параметре релаксации ω = 2−O(h) [15]:

Φi,k = ln(ρe(Ti,k)/r), i = 1 . . . Nr, k = 1 . . . Nz,

arik =
h

2
(Φi+1,k − Φi−1,k), azi,k =

h

2
(Φi,k+1 − Φi,k−1),

Gn+1
i,k = (1− ω)Gni,k +

ω

4

[
Gn+1
i−1,k(1− ari,k) +Gn+1

i,k−1(1− azi,k) +Gni+1,k(1− ari,k)

+Gni,k+1(1− ari,k)
]
, i = 2 . . . Nr − 1, k = 2 . . . Nz − 1,

G1,k = 0, GNr,k = (4GNr−1,k −GNr−1,k)/3,

Gi,Nz = 0, Gi,1 = jga
2(1− exp[−((i− 1/2)h/a)2]).

Наряду с другими преимуществами метод верхней релаксации интересен удобством ис-
пользования в цилиндрических координатах. Принцип выражения искомого элемента через
соседние по схеме точек вида «крест» универсально и не зависит от выбора системы коор-
динат. Можно заметить, что уравнение (7) и алгоритм решения содержат деление на радиус
только в аргументе функции логарифма в расчёте коэффициента Φi,k. Так как функция лога-
рифма при росте аргумента возрастает довольно медленно, то деление на величины порядка
h/2 при расчётах в окрестности оси симметрии не приводит к возникновению особенностей
решения.

Для получения ускорения расплава как окончательного результата работы необходимо
плотность тока восстановить по формуле

j = (jr, 0, jz) =

(
− ∂F

∂z
, 0,

1

r

∂rF

∂r

)
=

(
− 1

r

∂G

∂z
, 0,

1

r

∂G

∂r

)
.

Эти соотношения можно аппроксимировать со вторым порядком точности:

(jr)
n
i,k = − 1

ri

Gni,k+1 −Gni,k−1
2h

, i = 1 . . . Nr, k = 2 . . . Nz − 1,

(jr)
n
i,1 =

1

ri

Gni,3 − 4Gni,2 + 3Gni,1
2h

, (jr)
n
i,Nz

=
1

ri

Gni,Nz−2 − 4Gni,Nz
+ 3Gni,Nz−1

2h
,

(jz)
n
i,k =

1

ri

Gni+1,k −Gni−1,k
2h

, i = 2 . . . Nr − 1, k = 1 . . . Nz,

(jz)
n
1,k =

Gn3,k − 4Gn2,k + 3Gn1,k
h2

, (jz)
n
Nr,k =

GnNr−2,k − 4GnNr,k
+ 3GnNr−1,k

2(Nr − 1/2)h2
.

Ускорение расплава находятся из соотношения (gϕ)ni,k = (jr)
n
i,kBz/ρ1.
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Моделируется эксперимент, который состоит в воздействии электронным пучком высокой
мощности плотности на пластинку вольфрама в течение 150 мкс. Электроны приносят на по-
верхность пластинки заряд и энергию, которая уходит на нагрев материала. Диффузия тепла
с поверхности в глубину образца рассчитывается с использованием начально-краевой зада-
чи (1). Полученное распределение температуры служит основой для расчёта коэффициентов
уравнения (15). Полученный потенциал тока используется для определения тока и ускорения
вращения расплава. Для иллюстрации рассмотрен расчёт для выстрела № 684, который явля-
ется характерным для моделируемой серии экспериментов. Рассматриваемая серия экспери-
ментов отличается длительностью воздействия и в результате высокой температурой разогрева
образца вольфрама.

Согласно рассчитанному распределению температуры на поверхности образца в момент
времени 150 мкс (рис. 2, а) получено распределение электрического сопротивления (рис. 2, б)
для выстрела № 684. Нарушения гладкости графика температуры на поверхности обуслов-
лены влиянием нелинейных коэффициентов (1) и соответствуют температурам, измеряемым
в ходе экспериментов [2]. Наибольшее влияние на вид решения оказывает коэффициент тепло-
проводности λ(T ), который входит в диффузионный член уравнения (1) и в краевое условие
на нагреваемой поверхности. Температура и электрическое сопротивление имеют наибольшие
значения на нагреваемой поверхности. Вглубь пластинка за столь короткое время прогрева-
ется не более, чем на на 1 мм.

Рис. 2. Распределение температуры T (К) (а)
и электрического сопротивления ρe (1/Ом·мм) (б)

на нагреваемой поверхности в момент времени t =150 мкс для выстрела № 684

Характер графика электрического сопротивления обусловлен различными зависимостями
от температуры для расплава и твёрдой фазы вещества. Перепад электрического сопротивле-
ния порождает радиальную и осевую компоненты тока (рис. 3). При температуре около 6200К
ток принимает значения не более 0,6 А/мм2.

В результате расчётов на основе распределения тока G (рис. 4, а) получено ускорение рас-
плава не более 3,4 м/c2 (см. рис. 4, б). Это результат согласуется с оценкой j0Bz/ρ∗(T ). Ускоре-
ние вычисляется в соответствии с законом Ампера (9). Известно, что для инициирования на-
блюдаемого в эксперименте вращения расплава необходимо ускорение не менее 1000 м/c2 [16].
Результаты проведённого моделирования показывают, что для получения ускорения, способ-
ного инициировать вращение расплава, нужно учесть альтернативные механизмы создания
тока в системе с учётом испарений вольфрама над пластинкой. Дальнейшее развитие модели
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Рис. 3. Распределение радиальной jr (А/мм2) (а) и осевой компоненты тока jz (А/мм2) (б)
на поперечном срезе пластинки в момент времени t =150 мкс для выстрела № 684

Рис. 4. Изолинии тока G (а) и ускорения (б) на поперечном срезе пластинки
в момент времени t =150 мкс для выстрела № 684

предполагает расчёт температуры паров вольфрама для определения электрических парамет-
ров в газе и пластинке и исследовании альтернативных механизмов создания тока. После чего
аналог задачи (14) с новыми правой частью и граничными условиями можно будет решить во
всей области, занятой веществом (газом, расплавом и твёрдой фазой).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено моделирование нагрева вольфрама, основанное на решении уравнений электро-
динамики и двухфазной задачи Стефана для расчёта температуры в области образца в цилин-
дрической системе координат. Рассмотрен частный случай аксиальной симметрии без учёта
электродвижущих сил. Ток рассматривается как возможный источник вращения вещества,
который наблюдается в эксперименте. В результате расчётов получено ускорение расплава не
более 3,5 м/c2, что согласуется с оценкой j0Bz/ρ∗(T ), но существенно ниже ускорения, необ-
ходимого для инициирования наблюдаемого в эксперименте вращения расплава. Результаты
проведённого моделирования показывают, что для получения ускорения, способного иниции-
ровать вращение расплава, нужно учесть другие механизмы создания тока в системе с учётом
испарений вольфрама над пластинкой. Дальнейшее развитие модели предполагает включение
расчёта электродвижущей силы в газе и расплаве.
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Abstract. We study a model of the current distribution during heating of the surface of
a tungsten sample under pulsed exposure to an electron beam. The model is based on solving the
equations of electrodynamics and the two-phase Stefan problem for calculating the temperature
in the sample region using a cylindrical coordinate system. The model parameters were taken
from experiments at the “Beam of Electrons for materials Test Applications” (BETA) stand
created at the Budker Institute of Nuclear Physics. A particular case of axial symmetry is
considered without taking the electromotive forces into account. The current is considered
as a possible source of rotation of the substance which is observed in the experiment. The
values of the current and the acceleration of matter at a surface temperature of over 6000K
were obtained. The results of the performed simulation show that, to obtain an acceleration
capable of initiating the experimentally observed rotation of the melt, it is necessary to take into
account some alternative mechanisms of creating a current in the system with consideration of
the evaporation of tungsten above the plate.
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