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ВВЕДЕНИЕ

Для построения точных решений дифференциальных уравнений, исследования их сим-
метрийных свойств, поисков законов сохранения используются методы группового анализа
дифференциальных уравнений [1–4], метод дифференциальных подстановок [5] и, более об-
щим образом, метод преобразований Ли — Бэклунда [6, 7] в пространстве джетов продолжен-
ного уравнения [8, 9]. На практике, как правило, встречаются более частные случаи преоб-
разований Ли — Бэклунда: дифференциальные соответствия между двумя двумя системами
дифференциальных уравнений, получившие название преобразований Бэклунда [10–12]. Такие
соответствия представляют собой дифференциальную связь между двумя системами диффе-
ренциальных уравнений, позволяющую по известному решению одной системы конструктивно
находить решение второй. Преобразования Бэклунда для определённых уравнений имеют как
правило именное название: каскадный метод Лапласа, преобразоване Эйлера — Дарбу, пре-
образование Бианки, преобразование Мутара, метод билинейных уравнений Хироты и т. д.
Преобразование Коула — Хопфа связывает уравнение теплопроводности и уравнение Бюргер-
са [13]. Преобразование Миуры связывает мКдФ и КдФ [14]. Отметим, что прямое и обратное
преобразования Бэклунда, как правило, имеют разные качественные свойства. Дифференци-
альная подстановка Коула — Хопфа u = 2vx/v переводит уравнение теплопроводности vt = vxx
в уравнения Бюргерса ut = uux+uxx, а обратный переход связан с нелокальным разрешением
v = exp

(
− 1

2

∫
u dx

)
. Преобразования Бэклунда используются при построении солитонных

решений нелинейных уравнений, изучении симметрий и законов сохранения, а также для по-
строения и размножения их решений [15]. Нахождение соответствий Бэклунда для актуальных
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уравнений математической физики есть трудоёмкая самостоятельная задача. Примеры преоб-
разований Бэклунда и их применение можно найти в [15–17].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим одномерное уравнение Шрёдингера [18]:

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ Uψ. (1)

Здесь t — время, x — одномерная пространственная переменная, ~ — постоянная Планка, m —
масса, i— мнимая единица, i2 = −1, ψ = ψ(t, x)— волновая функция, U = U(t, x)— потенциал.
Представим волновую функцию ψ(t, x) в виде

ψ(t, x) = R(t, x)eiS(t,x), (2)

где R(t, x) и S(t, x) — вещественнозначные функции (амплитуда и фаза соответственно). В ра-
боте получены дифференциальные соотношения C1[U, S], содержащие только функции U , S,
и соотношения C2[U,R], содержащие только функции U , R. При этом мы пользуемся алгорит-
мом теории совместности [19, 20] приведения в инволюцию переопределённой системы. Переход
от соотношения C1[U, S] к соотношению C2[U,R] осуществляется введением дифференциаль-
ных соотношений для функции R и фактически представляет собой преобразования Бэклун-
да [10]. Обратный переход от соотношения C2[U,R] к соотношению C1[U, S] осуществляется
введением дифференциальных соотношений для функции S и представляет собой обратное
преобразование Бэклунда.

Замена переменных t 7−→ ~t, x 7−→ ~√
2m

x приводит уравнение (1) к виду

i
∂ψ

∂t
= −∂

2ψ

∂x2
+ Uψ. (3)

Подставим (2) в (3) и выделим вещественную и мнимую части этого уравнения

Rt + 2RxSx +RSxx = 0, RSt −Rxx + UR+RS2
x = 0. (4)

Нижними буквенными индексами обозначаются соответствующие частные производные. Если
считать, что в (4) функции U , R известны, то это будет переопределённая система на функ-
цию S. Если U , S известны, то это будет переопределённая система на функцию R. В каждом
из этих случаев система (4) разрешима при дополнительных условиях — условиях совместно-
сти на известные функции. Основная цель данной работы найти эти условия совместности.
В качестве следствия получаются вполне интегрируемые системы, решение которых даёт точ-
ное решение уравнения (1).

Все рассматриваемые функции предполагаются аналитическими.

2. УСЛОВИЯ СОВМЕСТНОСТИ СИСТЕМЫ ДЛЯ ФУНКЦИИ R

Рассмотрим систему

Rt = −2RxSx −RSxx, (5)

Rxx = RA, (6)

здесь
A = U + St + S2

x. (7)
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Отметим, что A выражается только через U , S.
Составим условие совместности системы (5), (6):

(Rt)xx = (Rxx)t. (8)

Имеем

(2RxxSx + 3RxSxx +RSxxx)x +RtA+RAt = 0,

2RxxxSx + 5RxxSxx + 4RxSxxx +RSxxxx +RtA+RAt = 0.

Заменим Rxx, Rt, воспользовавшись (5), (6):

2(RA)xSx + 5RASxx + 4RxSxxx +RSxxxx +A(−2RxSx −RSxx) +RAt = 0,

4RxSxxx = −R (2AxSx + 4ASxx + Sxxxx +At) .

Предполагая, что Sxxx 6= 0, обозначим

B = − 1

4Sxxx
(2AxSx + 4ASxx + Sxxxx +At) . (9)

Отметим, что B выражается только через A, S. Итак, условие совместности (8) приводится
к уравнению

Rx = RB. (10)

Замечание 1. Если Sxxx = 0, то есть ещё дополнительное соотношение

2AxSx + 4ASxx +At = 0.

Преобразуем соотношение (6), используя (10):

RA = Rxx = (RB)x = RxB +RBx = RB2 +RBx.

Отсюда получаем
Bx = A−B2. (11)

Итак, система (5), (6) равносильна системе

Rt = −R(2BSx + Sxx), (12)

Rx = RB, (13)

где B определено формулой (9) и удовлетворяет соотношению (11).
Составим условие совместности системы (12), (13). Так как

Rt/R = −(2BSx + Sxx), Rx/R = B,

то
(2BSx + Sxx)x +Bt = 0, 2BxSx + 2BSxx + Sxxx +Bt = 0.

В силу (11)
2(A−B2)Sx + 2BSxx + Sxxx +Bt = 0.

Итак, функция B является решением системы

Bt = 2B2Sx − 2ASx − 2BSxx − Sxxx, (14)

Bx = A−B2. (15)
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Составим условия её совместности

(2B2Sx − 2ASx − 2BSxx − Sxxx)x = (A−B2)t,

4BBxSx + 2B2Sxx − 2AxSx − 2ASxx − 2BxSxx − 2BSxxx − Sxxxx = At − 2BBt.

Заменим Bx, Bt, воспользовавшись (14), (15):

4B(A−B2)Sx + 2B2Sxx − 2AxSx − 2ASxx − 2(A−B2)Sxx − 2BSxxx − Sxxxx
= At − 2B

(
2B2Sx − 2ASx − 2BSxx − Sxxx

)
.

Приводим подобные
−2AxSx − 4ASxx − 4BSxxx − Sxxxx = At.

В силу (9) это равенство выполняется тождественно. Следовательно, система (14), (15) нахо-
дится в инволюции. Итак, при условии, что Sxxx 6= 0 доказана следующая

Теорема 1. Условиями совместности системы (5), (6) являются равен-
ства (14), (15), (7), (9), в которые входят только функции U , S. При их выполнении
амплитуда R определяется из вполне интегрируемой системы (12), (13).

Отметим, что фактически функции R, U , S определяются функцией B. Действительно,
пусть B — некоторая заданная функция. Тогда:

1. Функция A определяется формулой (15): A = Bx +B2.
2. Функция S определяется из уравнения (14): Sxxx = −Bt − 2(BSx)x (нужно в (14) заме-

нить A на Bx +B2).
3. Соотношение (9) выполняется тождественно в силу пп. 1 и 2.
4. Потенциал U находится по формуле (7): U = Bx +B2 − St − S2

x.
5. Амплитуда R определяется из вполне интегрируемой системы (12), (13).
Рассмотрим случай Sxxx = 0, решение уравнения имеет вид S = x2a(t) + xb(t) + c(t), где

a, b, c — некоторые функции переменной t.
Дополнительное соотношение At+2AxSx = −4ASxx и уравнение интегрируются методом

характеристик

A = e
−8

t∫
0

a(ξ) dξ
p(z), R = e

−2
t∫
0

a(ξ) dξ
q(z),

где

z = xe
−4

t∫
0

a(ξ) dξ
− 2

t∫
0

b(τ)e
−4

τ∫
0

a(ξ) dξ
dτ,

p(z), q(z) — произвольные функции переменной z. Подставляя A, R в (7), получаем соотно-
шение q′′(z) = p(z)q(z). Отметим, что потенциал U находится из (7). Доказана следующая

Теорема 2. Пусть Sxxx = 0. Тогда общее решение системы (5), (6) даётся следующими
формулами:

S = x2a(t) + xb(t) + c(t), R = e
−2

t∫
0

a(ξ)dξ
q(z), U = e

−8
t∫
0

a(ξ)dξ
q′′(z)/q(z),

где q(z) — произвольная функция переменной z,

z = xe
−4

t∫
0

a(ξ) dξ
− 2

t∫
0

b(τ)e
−4

τ∫
0

a(ξ) dξ
dτ,

здесь a, b, c — произвольные функции переменной t.
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Замечание 2. В условиях теоремы 2 имеем

ψψ∗ = R2 = e
−4

t∫
0

a(ξ)dξ
q2(z).

Поэтому

+∞∫
−∞

ψψ∗ dx = e
−4

t∫
0

a(ξ) dξ
+∞∫
−∞

q2

xe−4 t∫
0

a(ξ) dξ
− 2

t∫
0

b(τ)e
−4

τ∫
0

a(ξ) dξ
dτ

 dx =

+∞∫
−∞

q2(r)dr.

Следовательно, существуют решения из теоремы 2, удовлетворяющие условию нормировки

волновой функции
+∞∫
−∞

ψψ∗ dx = 1.

Вопрос. Можно ли построить решения уравнения Шрёдингера, аналогичные решениям
теоремы 2 в многомерном случае? Взяв, например, S в виде

S =
n∑

k,l=1

akl(t)xkxl +
n∑
k=1

bk(t)xk + c(t),

найти соответствующие R, U .

3. УСЛОВИЯ СОВМЕСТНОСТИ СИСТЕМЫ ДЛЯ ФУНКЦИИ S

Рассмотрим систему

St =
Rxx
R
− U − S2

x, (16)

Sxx = −Rt
R
− 2

Rx
R
Sx. (17)

Положим
R = eW . (18)

Тогда система (16), (17) примет вид

St = A− S2
x, (19)

Sxx = −Wt − 2WxSx, (20)

здесь
A =Wxx +W 2

x − U. (21)

Отметим, что A выражается только через U и R.
Составим условие совместности (St)xx = (Sxx)t:

Axx − 2(SxSxx)x = −Wtt − 2WtxSx − 2WxStx.

Заменим Sxx в силу (20):

Axx + 2(Sx(Wt + 2WxSx))x = −Wtt − 2WtxSx − 2WxStx,

Axx + 2Sxx(Wt + 2WxSx) + 2Sx(Wtx + 2WxxSx + 2WxSxx) = −Wtt − 2WtxSx − 2WxStx.

Заменим Sxx в силу (20), а St в силу (19):

Axx − 2(Wt + 2WxSx)
2 + 2SxWtx + 4S2

xWxx − 4SxWx(Wt + 2WxSx)

= −Wtt − 2WtxSx − 2Wx(Ax − 2SxxSx).
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Заменим Sxx в силу (20) и сгруппируем по степеням Sx:

4S2
x

(
Wxx − 2W 2

x

)
+ 4Sx(Wtx − 2WtWx) +Axx + 2WxAx +Wtt − 2W 2

t = 0. (22)

Исследуем на совместность систему (20), (22). Введём обозначения

a =Wxx − 2W 2
x , b =Wtx − 2WtWx, 4c = Axx + 2WxAx +Wtt − 2W 2

t . (23)

Тогда система (20), (22) примет вид

Sxx = −Wt − 2WxSx, aS2
x + bSx + c = 0. (24)

Если a = 0, то R = eW = (β(t)− 2xα(t))−1/2 для некоторых функций β(t), α(t) переменной t.
В этом случае

A =
3α2(t)

(β(t)− 2xα(t))2
− U, W = −1

2
ln(β(t)− 2xα(t)),

система (19), (20) принимает вид

St =
3α2(t)

(β(t)− 2xα(t))2
− U − S2

x, Sxx =
1

2

∫
β′(t)− 2xα′(t)

β(t)− 2xα(t)
− 2α(t)

β(t)− 2xα(t)
Sx, (25)

а уравнение (22) принимает вид

4α′(t)Sx +
96α4(t)

(β(t)− 2xα(t))3
− Uxx(β(t)− 2xα(t))− 2α(t)Ux −

1

2
(β′′(t)− 2xα′′(t)) = 0. (26)

Если α′ = 0, то (26) — уравнение на потенциал U и имеет место следующая

Теорема 3. Если функция амплитуды R(t, x) имеет представление R = (β(t)−2xα)−1/2

для некоторой функции β(t) переменной t и константы α, то потенциал U(t, x) является
решением уравнения

Uxx −
2α

β(t)− 2xα
Ux =

96α4

(β(t)− 2xα)4
− β′′(t)

2(β(t)− 2xα)
,

а фазовая функция S(t, x) находится из вполне интегрируемой системы

St =
3α2

(β(t)− 2xα)2
− U − S2

x, Sxx =
1

2

β′(t)

β(t)− 2xα
− 2α

β(t)− 2xα
Sx.

Пусть α′(t) 6= 0. Введём обозначения

T = Uxx
β(t)− 2xα(t)

4α′(t)
+ Ux

α(t)

2α′(t)
+
β′′(t)− 2xα′′(t)

8α′(t)
− 24α4(t)

(β(t)− 2xα(t))3α′(t)
,

P =
3α2(t)

(β(t)− 2xα)2
− U − T 2, Q =

1

2

β′(t)− 2xα′(t)

β(t)− 2xα
− 2α

β(t)− 2xα
T.

(27)

Итак, справедлива
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Теорема 4. Если функция амплитуды R(t, x) имеет представление R = (β(t) −
2xα(t))−1/2 для некоторых функций β(t) и α(t) переменной t, причём α′(t) 6= 0, то потен-
циал U(t, x) является решением уравнения Pxx = Qt, а фазовая функция S(t, x) находится
из вполне интегрируемой системы St = P , Sxx = Q, где функции P , Q определены формула-
ми (27).

Пусть a 6= 0. Тогда система (24) требует дополнительного исследования на совместность
относительно функции S(t, x). Дифференцируя квадратичное уравнение aS2

x + bSx + c = 0 по
переменной x и подставляя вторую производную Sxx = −Wt−2WxSx, получим дополнительное
квадратичное уравнение

(ax − 4aWx)S
2
x + (bx − 2bWx − 2aWt)Sx + cx − bWt = 0.

Преобразуя равносильным образом систему квадратичных уравнений, получаем

axS
2
x + (bx + 2bWx − 2aWt)Sx + cx − bWt + 4cWx = 0, aS2

x + bSx + c = 0. (28)

Результант системы (28) имеет вид

Res =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ax bx + 2bWx − 2aWt cx − bWt + 4cWx 0
0 ax bx + 2bWx − 2aWt cx − bWt + 4cWx

a b c 0
0 a b c

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (29)

и условие Res = 0 является необходимым и достаточным для того, чтобы система (28) имела
общий корень Sx.

Если уравнения (28) пропорциональны, т. е.

ax
a

=
bx + 2bWx − 2aWt

b
=
cx − bWt + 4cWx

c
, (30)

то это два уравнения на функции W = lnR, U , и при этом система (19), (20) вполне интегри-
руема.

Итак, имеет место следующая

Теорема 5. Если функции R(t, x) и U(t, x) являются решением системы (30), то фазовая
функция S(t, x) находится из вполне интегрируемой системы (19), (20).

Если уравнения (28) непропорциональны, то производная Sx выражается без квадратур
в виде Sx = V , здесь

V =
cax − a(cx − bWt + 4cWx)

a(bx + 2bWx − 2aWt)− bax
. (31)

Следовательно, система (19), (20) сводится к системе St = A − V 2, Sx = V , и условие её
совместности (A− V 2)x = Vt является соотношением на функции W = lnR и U .

Итак, имеет место следующая

Теорема 6. Если функции R(t, x) и U(t, x) являются решением системы (A−V 2)x = Vt,
Res = 0, где функции A, V , Res определены формулами (21), (29), (31), то фазовая функция
S(t, x) находится из вполне интегрируемой системы St = A− V 2, Sx = V .
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Отметим, что система (5), (6) представляет собой преобразования Бэклунда, связывающее
системы C1[U, S] и C2[U,R]. При этом система C1[U, S] состоит из уравнений (7), (9), (14), (15),
в то время как уравнения системы C2[U,R] описаны в формулировках теорем 4–6. Переходы
от системы C1[U, S] к системе C2[U,R] и наоборот, вообще говоря, не являются отображениями
в обычном смысле этого слова. Для того чтобы осуществить эти переходы, надо разрешить
соответствующие системы вместе с уравнениями (5), (6). При этом если переход от C1[U,R]
к системе C2[U, S] является однозначным (теорема 1), то обратное преобразование многознач-
ное (теоремы 3–6).
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