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ВВЕДЕНИЕ

Одной из важных обратных задач является задача определения неизвестных парамет-
ров неоднородного материала. С точки зрения математического моделирования такая задача
состоит в определения неизвестных коэффициентов дифференциальных уравнений, описыва-
ющих исследуемый физический процесс. Такого рода задачи возникают при моделировании
процессов теплопроводности, диффузии, фильтрации и т. п. Различные постановки и методы
решения задачи восстановления (идентификации) коэффициентов дифференциальных урав-
нений по дополнительной информации, получаемой из экспериментов, рассмотрены в большом
количестве монографий, посвящённых теории обратных задач (см., например, [1–5]). Пробле-
мы существования, единственности решения и построения алгоритмов численного решения
обратной коэффициентной задачи для эллиптических уравнений обсуждались, например, в ра-
ботах [6–15].

Особо отметим работы [6, 13]. В [6] предлагается подход, основанный на методе множе-
ства функций уровней для эллиптических обратных задач с кусочно-постоянными коэффи-
циентами. Геометрия разрыва коэффициента неявно представлена специальными функция-
ми, называемыми функциями набора уровня. Решается обратная задача по восстановлению
как кусочно-постоянных коэффициентов уравнения, так и областей их расположения. В рабо-
те [13] решается обратная задача одновременного определения матрицы диффузии, источника
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и граничного условия, а также состояния в краевой задаче Неймана для эллиптического диф-
ференциального уравнения в частных производных по данным измерений.

Во всех цитируемых работах, посвящённых алгоритмам решения обратной коэффици-
ентной задачи для эллиптических уравнений, используется вариационный метод, основанный
на минимизации того или иного функционала. Процесс минимизации реализуется с помощью
явного итерационного метода, как правило, типа сопряжённых градиентов. При этом число
обусловленности решаемой задачи очень велико, что и приводит к необходимости реализации
большого количества итераций и, как следствие, к существенным затратам времени на реали-
зацию алгоритма. В тоже время для классических обратных задач, возможно, в менее общих,
но достаточно содержательных постановках, могут быть предложены экономичные прямые
методы их решения (см., например, [16, 17]). Время, необходимое на реализацию таких алго-
ритмов, существенно меньше, чем реализация для них итерационных процедур. Полезность
наличия экономичных прямых алгоритмов состоит ещё и в том, что на их основе можно кон-
струировать неявные итерационные методы для решения более общих задач. Эффективность
применения неявных итерационных методов, имеющих гораздо более высокую скорость схо-
димости по сравнению с обычно применяемыми при решении обратных задач явными итера-
ционными методами, показана в [18].

Данная статья посвящена идентификации коэффициентов теплопроводности отдельных
однородных частей составного тела. В качестве дополнительной информации используются
значения (измерения) температуры в точках разрыва коэффициентов. Предполагается, что
точки разрыва коэффициентов известны. Таким образом, в отличие от большинства работ,
в которых требуется достаточно подробная информация о температуре тела (о решении эллип-
тического уравнения), в предлагаемом методе необходимо знать температуру только в неболь-
шом количестве точек, равном числу разрывов. В работе предложен оригинальный прямой
метод решения обратной коэффициентной задачи для эллиптического уравнения с кусочно-
постоянными коэффициентами. Он основан на фундаментальных положениях линейной ал-
гебры в области спектральных задач и возможности построения точных разностных схем для
рассматриваемого класса задач.

Статья имеет следующую структуру. В разд. 1 формулируется постановка задачи.
Разд. 2, 3 содержат информацию, необходимую для построения предлагаемого алгоритма:
приводятся сведения из линейной алгебры, связанные с теорией спектральных задач и необ-
ходимые для построения алгоритма, и краткое описание построения точной разностной схе-
мы для задачи с кусочно-постоянными коэффициентами на неравномерной сетке. Описание
прямого метода решения обратной коэффициентной задачи для эллиптического уравнения
с кусочно-постоянными коэффициентами и его реализация в случае возмущённой дополни-
тельной информации излагаются в разд. 4 и 5. Наконец, в разд. 6 описываются и обсуждаются
результаты проведённых тестовых расчётов.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Задача определения характеристик материала по изменениям состояния системы часто
встречается при обработке технологических процессов, создании и эксплуатации технических
объектов и проведении различных исследований. Такого сорта задачи широко распростране-
ны в процессах, связанных с тепло- и массообменом [1, 19–22]. Например, при закалке стали
задача определения теплофизических характеристик для слитка в процессе его охлаждения
имеет большое практическое значение. Другая важная практическая задача — определение
характеристик теплозащитных материалов.

Следующим примером может служить задача определения поля проницаемости нефтяно-
го пласта по измерениям давлений и расходов жидкости на скважинах. Предполагается, что
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известны давление и расход жидкости на скважинах, т. е. величины, доступные непосредствен-
ным измерениям. Эта задача представляет интерес в связи с разработкой нефтяных и газовых
месторождений, эксплуатацией подземных водоносных горизонтов.

В настоящее время ведётся интенсивное освоение северных территорий. Оно сопряжено
с техногенным загрязнением мёрзлых грунтов. Это усиливает деградацию многолетней мерз-
лоты, приводит к заболачиванию огромных территорий, потере несущей способности грун-
та, миграции экологически опасных загрязнителей в речную систему. В связи с этим восста-
новление теплофизических и массообменных характеристик с учётом процесса промерзания-
протаивания порового раствора является актуальной задачей экологии.

При исследовании описанных процессов в качестве математической модели обычно ис-
пользуют уравнения параболического или эллиптического типа.

Рассмотрим краевую задачу для уравнения

Lu ≡ − d

dx

(
k(x)

du

dx

)
= f(x), x ∈ (a, b),

u(a) = 0, u(b) = 0.

(1)

На коэффициент k(x) наложим обычные для эллиптических уравнений условия 0 < c1 6
k(x) 6 c2 для любого x ∈ (a, b). Кроме того, будем считать k(x) кусочно-постоянной функцией,
точки разрыва которой известны.

Задача. Определить функцию k(x) по информации о решениях задачи (1) для набора
правых частей.

2. НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ СПЕКТРАЛЬНЫХ ЗАДАЧ

Пусть матрица A симметрична: A = AT . Тогда она представима в виде

A = QΛQT . (2)

Здесь Λ — диагональная матрица, на диагонали которой расположены собственные числа λi
матрицы A, а Q — ортогональная матрица, столбцами которой являются ортонормированные
собственные векторы ϕi матрицы A, отвечающие собственным числам λi.

Спектральные задачи Aϕ = λϕ и

UTAUψ = µUTUψ, (3)

где U — произвольная невырожденная матрица той же размерности, что и A, имеют одина-
ковые собственные числа, а их собственные векторы связаны соотношением ϕ = Uψ.

Как правило, программы, решающие обобщённую спектральную задачу (3), вычисляют

её собственные векторы ψi такие, что выполнено условие (UTUψi, ψj) = δij , δij =

{
1, i = j,

0, i 6= j.
Это означает, что соответствующие собственные векторы ϕi = Uψi матрицы A будут ортонор-
мированы.

3. ТОЧНАЯ СХЕМА ДЛЯ ЗАДАЧИ (1) С КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫМ
КОЭФФИЦИЕНТОМ k(x) НА НЕРАВНОМЕРНОЙ СЕТКЕ

В этом разделе мы представим точную разностную схему для дифференциальной зада-
чи (1), т. е. получим разностную схему, решение которой в точности совпадает с решением
задачи (1) в выбранном наборе точек отрезка (узлах сетки). Эта схема является частным
случаем схем, построенных в [23, 24] для одномерных эллиптических уравнений с кусочно-
постоянными коэффициентами.
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Поскольку вид схемы непосредственно участвует в рассуждениях, проводимых далее,
кратко приведём её вывод. Построим на отрезке (a, b) неравномерную сетку:

xi+1 = xi + hi, i = 0, N, x0 = a, xN+1 = b.

Точки разрыва коэффициента k(x) включим в узлы сетки.
Умножим уравнение (1) на функцию

ei(x) =



0, x /∈ (xi−1, xi+1),

x− xi−1

hi−1
, x ∈ (xi−1, xi), i = 1, 2, . . . , N,

xi+1 − x
hi

, x ∈ (xi, xi+1),

и проинтегрируем по отрезку (xi−1, xi+1):

xi+1∫
xi−1

− d

dx

(
k(x)

du

dx

)
ei(x) dx =

xi+1∫
xi−1

f(x)ei(x) dx.

Преобразуем левую часть этого уравнения с помощью интегрирования по частям, учитывая

непрерывность потока k(x)
du

dx
:

I :=

xi+1∫
xi−1

− d

dx

(
k(x)

du

dx

)
ei(x) dx =

xi∫
xi−1

− d

dx

(
k(x)

du

dx

)
ei(x) dx+

xi+1∫
xi

− d

dx

(
k(x)

du

dx

)
ei(x) dx

=

xi∫
xi−1

k(x)
du

dx

d

dx
ei(x) dx+

xi+1∫
xi

k(x)
du

dx

d

dx
ei(x) dx

=

xi∫
xi−1

k(x)
du

dx

1

hi−1
dx+

xi+1∫
xi

k(x)
du

dx

−1

hi
dx.

Поскольку коэффициент k(x) кусочно-постоянен и точки его разрыва включены в узлы сетки,
то на каждом интервале (xi, xi+1) он принимает постоянное значение. Обозначим это значе-
ние ki+1/2 = k(xi+1/2), xi+1/2 = (xi + xi+1)/2. Тогда верхнее равенство можно продолжить
следующим образом:

I = ki−1/2
1

hi−1

xi∫
xi−1

du

dx
dx+ ki+1/2

−1

hi

xi+1∫
xi

du

dx
dx

= −ki+1/2
u(xi+1)− u(xi)

hi
+ ki−1/2

u(xi)− u(xi−1)

hi−1
.

В результате получаем, что значения u(xi) точного решения уравнения (1), вычисленные в уз-
лах сетки, удовлетворяют соотношениям

−ki+1/2
u(xi+1)− u(xi)

hi
+ ki−1/2

u(xi)− u(xi−1)

hi−1
=

xi+1∫
xi−1

f(x)ei(x) dx.
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Следовательно, решение yi разностной схемы

(Lhy)i ≡ −ki+1/2
yi+1 − yi

hi
+ ki−1/2

yi − yi−1

hi−1
= fhi , i = 1, N,

fhi =

xi+1∫
xi−1

f(x)ei(x) dx,

y0 = 0, yN+1 = 0,

(4)

совпадает со значением u(xi) точного решения уравнения (1).

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КУСОЧНО-ПОСТОЯННОГО КОЭФФИЦИЕНТА k(x)
ПО ИНФОРМАЦИИ О РЕШЕНИЯХ ЗАДАЧИ (1) ДЛЯ НАБОРА ПРАВЫХ

ЧАСТЕЙ

Теперь мы имеем все необходимое для описания метода. Для простоты изложения рас-
смотрим случай, когда кусочно-постоянный коэффициент k(x) имеет две точки разрыва c, d:

k(x) =


k1, a < x < c,

k2, c < x < d,

k3, d < x < b.

(5)

Пусть мы знаем решения u(1), u(2) задачи (1), (5) в точках c, d для двух линейно незави-
симых правых частей f (1), f (2) . Рассматривая эти точки как внутренние узлы (x1 = c, x2 = d)
сетки, построенной на этом отрезке для N = 2:

x0 = a, h0 = x1 − a, h1 = x2 − x1, h2 = b− x2, x3 = b,

будем иметь k1/2 = k1, k1+1/2 = k2, k2+1/2 = k3.
Построим на этой сетке точную разностную схему для (1), (5): Lh y = fh.
В матричном виде схема может быть записана в виде

Lhy ≡


k1
h0

+
k2
h1

−k2
h1

−k2
h1

k2
h1

+
k3
h2

[y1y2
]

= f̄h, f̄h =

[
f̄h1

f̄h2

]
≡

[
fh1

fh2

]
.

В силу точности разностной схемы решения u(1), u(2) дифференциальной задачи (1) в точках
x1 = c, x2 = d являются точными решениями разностных задач (при соответствующих правых
частях f (1), f (2)). Следовательно, выполняется матричное равенство,

LhU = F, (6)

где

U =

[
u(1)(x1) u(2)(x1)

u(1)(x2) u(2)(x2)

]
, F =

[
f̄
h(1)
1 f̄

h(2)
1

f̄
h(1)
2 f̄

h(2)
2

]
.

Рассмотрим задачу вида (3) для матрицы L2
h: UTL2

hUψ = µUTUψ. Используя соотно-
шение (6) и симметричность L, нетрудно получить, что UTL2

hU = (LU)TLhU = FTF. Таким
образом, последняя спектральная задача записывается в виде

FTFψ = µUTUψ. (7)
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Заметим, что для конструирования задачи (7) нам не нужна матрица Lh в явном виде. (Мы
её должны вычислить.) Нужны лишь «воздействия и отклик на них», т. е. матрицы F, U.

Решив спектральную задачу (7), мы, в соответствии с разд. 3, найдём ϕ = Uψ — собствен-
ные векторы и собственные числа ν = µ спектральной задачи L2

hϕ = νϕ. После этого, зная
собственные числа λ =

√
ν и собственные векторы ϕ матрицы Lh, по формуле (2) мы можем

построить эту матрицу Lh:

Lh = QΛQT =

[
l11 l12
l12 l22

]
. (8)

Наконец, вычислив матрицу (8), используя выражение матрицы Lh через искомые значения
кусочно-постоянного коэффициента k(x), из уравнения

k1
h0

+
k2
h1

−k2
h1

−k2
h1

k2
h1

+ k3
h2

 =

[
l11 l12
l12 l22

]

легко находятся подлежащие определению k1, k2, k3.

5. ВОССТАНОВЛЕНИЕ КУСОЧНО-ПОСТОЯННОГО КОЭФФИЦИЕНТА k(x)
ПО ВОЗМУЩЁННОЙ ИНФОРМАЦИИ О РЕШЕНИЯХ ЗАДАЧИ

Пусть вместо точного решения u(1), u(2) задачи (1), (5) в точках x1 = c, x2 = d для двух
линейно-независимых правых частей f (1), f (2) в нашем распоряжении имеются возмущённые
(измеренные) данные u(1)δ (x1), u

(1)
δ (x2) и u(2)δ (x1), u

(2)
δ (x2).

Будем считать, что u(i)δ (xj) = u(i)(xj) + δji, где δji — ошибка измерения i-го решения в j-й
точке. Тогда для матрицы U из (6) и матрицы

Uδ =

[
u
(1)
δ (x1) u

(2)
δ (x1)

u
(1)
δ (x2) u

(2)
δ (x2)

]
выполняется

Uδ = U + ∆, ∆ =

[
δ11 δ12
δ21 δ22

]
, (9)

‖U−Uδ‖ < δ, δ = ‖∆‖. (10)

Здесь и далее в качестве нормы матрицы используется норма ‖C‖ =
√

max
i
λi(CTC) =√

max
i
λi(CCT), где обозначение λi(D) означает собственное число матрицы D.

В случае неточной информации о решениях задачи мы вынуждены для восстановления
матрицы Lh вместо (7) использовать спектральную задачу

FTFψδ = µδUδ
TUδψδ. (11)

В соответствии с (9), (10) имеем

Uδ
TUδ = (U + ∆)T (U + ∆) = UTU + W,

W = WT = UT∆ + ∆TU + ∆T∆,

‖W‖ 6 2δ‖U‖+ δ2.
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Таким образом, спектральная задача (11) с симметричными, положительно определёнными
матрицами FTF, Uδ

TUδ является возмущённой по отношению к спектральной задаче (7)
с симметричными, положительно определёнными матрицами FTF, UTU с симметричным воз-
мущением W, норма которого стремится к нулю с уменьшением δ.

Нетрудно установить, что собственные числа задачи (7) (совпадающие с квадратами соб-
ственных чисел матрицы Lh) различны. В этих условиях спектральная задача (7) хорошо
обусловлена [25] и µδ → µ, ψδ → ψ при δ → 0.

6. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Для проверки работоспособности представленного алгоритма были проведены тестовые
расчёты.

6.1. Тест 1

Вычислительные эксперименты проводились для задачи

Lu ≡ − d

dx

(
k(x)

du

dx

)
= f(x), x ∈ (0, 1),

u(0) = 0, u(1) = 0.

Кусочно-постоянный коэффициент k(x) имеет две точки разрыва c = 1/8, d = 1/2:

k(x) =


k1, 0 < x < 1/8,

k2, 1/8 < x < 1/2,

k3, 1/2 < x < 1.

В качестве двух линейно-независимых правых частей f (1), f (2) были взяты функции

f (1)(x) =


x2, 0 < x < 1/8,

0, 1/8 < x < 1/2,

0, 1/2 < x < 1,

f (2)(x) =


0, 0 < x < 1/8,

x2, 1/8 < x < 1/2,

0, 1/2 < x < 1.

Для коэффициентов k1 = 1, k2 = 4, k3 = 8 этим правым частям соответствуют точные реше-
ния:

u(1)(x) =



− 1

12
x4 +

2

9

1

83
x, 0 < x < 1/8,

−2

9

1

84
x+

1

6

1

84
, 1/8 < x < 1/2,

−1

9

1

84
(x− 1), 1/2 < x < 1,

u(2)(x) =



83

12

1

83
x, 0 < x < 1/8,

− 1

48
x4 +

29

2

1

84
x+

41

85
, 1/8 < x < 1/2,

−169

12

1

84
(x− 1), 1/2 < x < 1.

Результаты расчётов представлены в табл. 1. В первом столбце табл. 1 указан уровень
возмущения, вносимый в точное решение. Возмущение вносилось по следующему правилу:

u
(i)
δ (xj) = u(i)(xj)

(
1 +

δ

100
× rand(j)

)
, где δ — процент возмущения, rand(j) — равномерное

случайное распределение на отрезке [−1, 1]. Для получения каждого возмущённого значения
u
(i)
δ (xj), i, j = 1, 2, точного решения u(i)(xj) использовалось своё равномерное случайное рас-

пределение.
С вычисленными таким образом u

(i)
δ (xj), i, j = 1, 2, формировалась и решалась спек-

тральная задача (11). Коэффициенты k1 = 1, k2 = 4, k3 = 8 восстанавливались в соответствии
с изложенным в разд. 4 алгоритмом.
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Таб л и ц а 1

Тест 1

% k1 k2 k3

δ = 0 1,0 4,0 8,0

1,003 4,101 8,013
δ = 1 1,016 3,958 7,925

0,993 4,005 8,022

0,987 4,267 8,283
δ = 3 0,995 3,801 7,885

0,934 4,186 8,397

0,978 4,123 8,292
δ = 5 0,988 4,213 8,034

0,981 3,803 7,885

0,929 3,339 8,753
δ = 10 8,034 3,536 8,326

7,885 5,212 9,115

В столбцах 2–4 размещены вычисленные приближённые значения восстанавливаемых ко-
эффициентов. При δ = 0 коэффициенты определяются точно. При δ > 0 в каждой строчке
таблицы, соответствующей используемому в расчётах возмущению, для каждого из восста-
навливаемых коэффициентов приведены результаты трёх независимых расчётов с разными
случайными распределениями rand(j).

Анализируя полученные в расчётах результаты, можно констатировать, что для данного
теста они достаточно оптимистичны: при δ = 0% коэффициенты определяются точно, а при
δ > 0, вплоть до δ = 5%, восстанавливаются с хорошей точностью.

6.2. Тест 2

Рассматривалась задача

Lu ≡ − d

dx

(
k(x)

du

dx

)
= f(x), x ∈ (a, b),

u(a) = 0, u(b) = 0.

На её основе следующим образом строилась серия тестов для (a, b) = (0, 10):
1. Выбиралось целое число N .
2. Исходный отрезок делился на N + 1 интервалов [xi−1, xi] одинаковой длины:

ω =

{
xi = xi−1 + h, 1 6 i 6 N + 1, x0 = a, xN+1 = b, h =

b− a
N + 1

}
.

3. Кусочно-постоянный коэффициент k(x) на i-м интервале (считая с левого конца (a, b))
задавался равным i, таким образом, число восстанавливаемых коэффициентов равно N + 1.

4. Задаётся N правых частей f (i)(x), i = 1, . . . , N , f (i)(x) = i, на i-м интервале и равно
нулю на всех остальных.

5. С этими правыми частями по точной разностной схеме на сетке ω вычисляются соот-
ветствующие им значения точного решения u(i)(xj), i, j = 1, . . . , N , в узлах сетки.

6. Вычисленное точное решение возмущалось таким же образом, как и в тесте 1.
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7. Наконец, составлялись матрицы

Uδ =


u
(1)
δ (x1) u

(2)
δ (x1) . . . u

(N)
δ (x1)

u
(1)
δ (x2) u

(2)
δ (x2) . . . u

(N)
δ (x2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

u
(1)
δ (xN ) u

(2)
δ (xN ) . . . u

(N)
δ (xN )

 , F =


f̄
h(1)
1 f̄

h(2)
1 . . . f̄

h(N)
1

f̄
h(1)
2 f̄

h(2)
2 . . . f̄

h(N)
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f̄
h(1)
N f̄

h(2)
N . . . f̄

h(N)
N

 ,

с которыми решалась задача (11). Далее, коэффициенты k1 = 1, k2 = 2, . . . , kN+1 = N + 1
восстанавливались в соответствии с изложенным в разд. 4 алгоритмом.

В табл. 2–4 для некоторых N приведены результаты произведённых расчётов. Табл. 2–4
организованы так же, как и табл. 1.

Т а б л и ц а 2

Тест 2 (N = 2)

% k1 k2 k3

δ = 0 1,0 2,0 3,0

0,986 2,010 3,014
δ = 1 0,974 2,047 3,034

1,025 1,974 2,939

1,040 1,876 2,966
δ = 3 1,029 1,808 2,941

1,040 2,020 2,941

0,990 1,924 2,871
δ = 5 0,812 2,203 3,355

0,971 2,034 3,037

1,272 1,082 2,839
δ = 10 0,888 2,069 3,069

1,117 1,918 2,769

Таб л и ц а 3

Тест 2 (N = 5)

% k1 k2 k3 k4 k5 k6

δ = 0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0

0,987 2,019 3,158 4,231 5,079 5,989
δ = 1 0,925 2,100 3,492 4,643 5,259 5,771

0,972 2,078 3,023 3,877 5,333 6,130

0,823 2,309 2,827 3,300 4,072 5,719
δ = 3 1,090 1,922 4,050 7,252 7,684 4,903

1,096 1,933 2,901 3,937 6,060 5,829

0,957 2,022 2,338 1,401 3,443 6,475
δ = 5 1,192 1,652 2,635 3,446 5,508 6,254

0,851 2,123 4,957 8,377 8,014 5,538

В первом столбце табл. 2–4 указан уровень возмущения, вносимый в точное решение.
В остальных столбцах размещены вычисленные приближённые значения восстанавливаемых
коэффициентов. При δ = 0 коэффициенты определяются точно. При δ > 0 в каждой строчке
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Таб л и ц а 4

Тест 2 (N = 8)

% k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9

δ = 0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0

1,022 2,019 2,832 3,659 6,159 8,564 7,889 7,825 9,193
δ = 1 1,010 1,969 2,978 4,048 4,565 6,829 9,594 9,097 7,995

1,059 1,943 2,329 3,558 6,936 8,854 7,555 7,136 8,891

0,885 2,197 3,051 3,901 1,625 5,171 10,594 13,608 8,884
δ = 3 1,089 1,846 3,078 5,012 4,290 6,336 9,194 11,518 8,219

1,081 1,985 1,717 3,334 5,042 3,476 3,329 6,442 10,677

таблицы, соответствующей используемому в расчётах возмущению, для каждого из восста-
навливаемых коэффициентов приведены результаты трёх независимых расчётов с разными
случайными распределениями rand(j). В заголовках табл. 2–4 указаны наименование теста
и значения N , при которых производились расчёты.

Из результатов, представленных в табл. 2–4, можно сделать вывод, что с ростом N чув-
ствительность к возмущению данных возрастает. Если для N = 2 даже для возмущения
в δ = 10 мы получаем хорошие результаты, то для N = 8 восстановление можно считать
удовлетворительным разве что для уровня ошибки в δ = 1.

Вместе с тем, можно заметить, что первые три коэффициента менее чувствительны к воз-
мущению данных. В связи с этим для случая N = 8 были произведены расчёты по восстанов-
лению не всех коэффициентов одновременно. Коэффициенты были разбиты на три группы.
Первая группа: k1 = 1, k2 = 2, k3 = 3; вторая группа: k4 = 4, k5 = 5, k6 = 6; третья груп-
па: k7 = 7, k8 = 8, k9 = 9. Каждая группа коэффициентов восстанавливалась отдельно от
других групп на своей части интервала (a, b). Так, например, вторая группа коэффициентов
восстанавливалась с использованием части точной разностной схемы, соответствующей сетке
с узлами x4, x5, x6, x7.

В табл. 5 приведены результаты расчётов проведённых таким способом. Табл. 5 организо-
вана таким же образом, как и предыдущие. Единственное отличие состоит в том, что тройки
независимо восстанавливаемых коэффициентов разделены в столбцах двойными вертикаль-
ными линиями.

Т а б л и ц а 5

Тест 2 (N = 8 — по тройкам)

% k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9

δ = 0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0

1,046 1,831 2,942 3,948 4,370 6,073 6,698 8,851 9,384
δ = 1 1,032 2,032 2,996 4,188 5,080 5,765 6,988 8,851 9,161

1,012 1,832 2,983 3,988 5,196 5,968 7,331 7,285 8,644

1,025 1,661 2,904 3,924 6,391 5,859 7,156 7,932 9,023
δ = 3 1,020 2,138 2,950 4,003 4,378 6,187 6,470 8,505 10,136

1,122 1,749 2,927 4,567 3,824 5,213 7,390 7,204 8,974

0,869 2,642 3,175 4,239 2,786 5,525 7,048 7,095 11,113
δ = 5 1,101 1,612 2,881 3,823 5,473 5,929 5,484 10,357 10,994

1,140 1,811 2,914 3,050 9,514 7,304 7,871 4,804 10,232

Сравнение табл. 4 и 5 показывает, что применённый приём позволил улучшить резуль-
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таты восстановления коэффициентов. Теперь даже для уровня ошибки в δ = 5 мы получили
приемлемую точность.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлен прямой метод решения обратной коэффициентной задачи для эллиптическо-
го уравнения с кусочно-постоянными коэффициентами.

Метод позволяет значительно быстрее, по сравнению с реализацией для этой задачи ите-
рационных процедур, восстановить неизвестные коэффициенты теплопроводности. В качестве
дополнительной информации используются значения (измерения) решения в точках разрыва
коэффициентов.

Численное исследование алгоритма показало его работоспособность. Для невозмущённой
дополнительной информации кусочно-постоянные коэффициенты восстанавливаются точно
независимо от количества частей, из которых состоит исследуемый объект. Анализ чувстви-
тельности алгоритма к возмущению дополнительной информации показал, что для тел, со-
стоящих из небольшого количества частей, при возмущении до 5% результат восстановления
коэффициентов можно считать удовлетворительным. С ростом числа точек разрыва коэффи-
циентов чувствительность к возмущению данных возрастает.
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