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Рассматривается система дифференциальных уравнений с распределённым запаздывани-
ем следующего вида:

d

dt
y(t) = A(t)y(t) +

t∫
t−τ

B(t, t− s)y(s) ds+ F

(
t, y(t),

t∫
t−τ

y(s) ds

)
, t > 0, (1)

где A(t) — матрица размера n × n с непрерывными T -периодическими элементами, B(t, s) —
матрица размера n×n с непрерывными элементами, T -периодическими по первой переменной:
A(t) ≡ A(t + T ), B(t, s) ≡ B(t + T, s); F (t, v1, v2) — вещественнозначная непрерывная вектор-
функция, удовлетворяющая локальному условию Липшица по (v1, v2) и оценке∥∥∥∥F(t, u(t),

t∫
t−τ

u(s) ds

)∥∥∥∥ 6 q max
s∈[0,τ ]

‖u(t− s)‖1+ω, t > 0, u ∈ C([t− τ, t]), (2)

где q > 0, ω = const > 0.
Цель работы заключается в получении достаточных условий экспоненциального убывания

решений и получении оценок решений системы, которые характеризуют скорость убывания
при t→∞.

Существует большое число работ, посвящённых изучению дифференциальных уравнений
с запаздыванием (см., например, [1–11]). Уравнения с сосредоточенным запаздыванием ис-
следовались в [12–22], в частности, в работах [12, 13, 15, 17, 18, 20–22] исследован нелинейный
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случай. В работе [23] исследован линейный случай системы (1). Приведём данный результат
об устойчивости нулевого решения линейной системы.

Рассмотрим начальную задачу для системы (1) в линейном случае:

d

dt
y(t) = A(t)y(t) +

t∫
t−τ

B(t, t− s)y(s) ds, t > 0,

y(s) = ϕ(s), s ∈ [−τ, 0], ϕ ∈ C([−τ, 0]),
y(+0) = ϕ(0).

(3)

При исследовании устойчивости нулевого решения использован функционал Ляпунова — Кра-
совского из [12, 13]:

v(t, y) = 〈H(t)y(t), y(t)〉+
τ∫

0

t∫
t−η

〈M(t− s)y(s), y(s)〉 dsdη. (4)

В следующей теореме из [23] предполагается, что существуют функции H(t), t ∈ R,
и M(s), s ∈ [0, τ ], которые являются гладкими эрмитовыми положительно определёнными
матрицами; более подробные условия на них будут приведены ниже.

Введём обозначения:
hmin(t) — минимальное собственное значение матрицы H(t),
cmin(t) — минимальное собственное значение матрицы C(t):

C(t) = H−1/2(t)

(
τC11(t)−

t∫
t−τ

C12(t, t− s)C−122 (t− s)C∗12(t, t− s) ds
)
H−1/2(t), (5)

где

C11(t) = −
1

τ

(
d

dt
H(t) +H(t)A(t) +A∗(t)H(t)

)
−M(0),

C12(t, t− s) = −H(t)B(t, t− s), C22(t− s) =M(t− s).

Теорема 1. Пусть существуют T -периодическая матрица H(t) ∈ C1(R) такая, что
H(t) = H∗(t) > 0, t ∈ R, и матрица M(s) = M∗(s) ∈ C1([0, τ ]) такая, что M(s) > 0,
d

ds
M(s)<0, s ∈ [0, τ ]. Выберем κ > 0 так, что

κM(s) +
d

ds
M(s) 6 0. (6)

Пусть также будет выполнено неравенство
T∫
0

δ(s) ds > 0, где

δ(t) = min{cmin(t),κ}. (7)

Тогда для решения начальной задачи (3) справедлива оценка

‖y(t)‖2 6 1

hmin(t)
v(0, ϕ) exp

(
−

t∫
0

δ(s) ds

)
,
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где

v(0, ϕ) = 〈H(0)ϕ(0), ϕ(0)〉+
τ∫

0

0∫
−η

〈M(−s)ϕ(s), ϕ(s)〉 dsdη.

При получении результатов существенно используется результат из [24] об уcтойчивости
нулевого решения линейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений с перио-
дическими коэффициентами.

Рассмотрим систему

dy

dt
= A(t)y, t > 0, (8)

где A(t) — непрерывная T -периодическая матрица.

Теорема 2. Справедливы следующие утверждения.
1. Если нулевое решение системы (8) асимптотически устойчиво, то для любой непре-

рывной на [0, T ] матрицы R(t) существует единственное решение L(t) краевой задачи

d

dt
L+ LA(t) +A∗(t)L = −R(t), 0 < t < T,

L(0) = L(T ).
(9)

При этом если

R(t) = R∗(t) > 0, t ∈ [0, T ], (10)

то L(t) = L∗(t) > 0, t ∈ [0, T ].
2. Пусть правая часть R(t) непрерывна на [0, T ] и удовлетворяет условиям (10). Если

краевая задача (9) имеет эрмитово решение L(t) такое, что L(0) > 0, то нулевое решение
системы (8) асимптотически устойчиво.

Рассмотрим следующее вспомогательное дифференциальное уравнение:

d

dt
z(t) = −δ(t)z(t), (11)

где δ(t) из (7). Отметим, что δ(t) — T -периодическая функция. Если выполняются условия тео-
ремы 1, то в силу (6) нулевое решение системы (11) асимптотически устойчиво, следовательно,
в силу теоремы 2 однозначно разрешима краевая задача

d

dt
l(t)− 2δ(t)l(t) = −1, 0 < t < T,

l(0) = l(T ) > 0,
(12)

при этом l(t) > 0 при t ∈ [0, T ].
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ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Рассмотрим начальную задачу для системы (1) при t > 0:

d

dt
y(t) = A(t)y(t) +

t∫
t−τ

B(t, t− s)y(s) ds+ F

(
t, y(t),

t∫
t−τ

y(s) ds

)
,

y(s) = ϕ(s), s ∈ [−τ, 0], ϕ ∈ C([−τ, 0]),
y(+0) = ϕ(0).

(13)

При доказательстве следующей теоремы также будет использоваться функционал Ляпу-
нова — Красовского (4), более того, будет предполагаться, что условия теоремы 1 выполнены.
Помимо обозначений перед теоремой 1 введём следующие обозначения: α — положительное
число, l(t) — T -периодическое продолжение решения краевой задачи (12),

µ(t) =
l(0)

l(t)h2min(t)
, (14)

r1 = 4αq2 max
s∈[0,T ]

‖H(s)‖2, (15)

r2 = 4q max
s∈[0,T ]

‖H(s)‖max{0, max
s∈[0,T ]

(l(s)− αδ(s))}
(

max
s∈[0,T ]

‖H(s)‖+
τ∫

0

η∫
0

‖M(s)‖ dsdη
)
, (16)

r3 =
καe−κτ

2τ
(1− α max

s∈[0,T ]
δ2(s))

(
καe−κτ

τ
+ (1− α max

s∈[0,T ]
δ2(s))

)−1
. (17)

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Выберем число α > 0 так, что
α < ( max

s∈[0,T ]
|δ(s)|)−2. Тогда для решения начальной задачи (13) с начальными данными из

множества

E =

{
ϕ ∈ C[−τ, 0] : θ

2
(1− αδ2(0))v2(0, ϕ) > r1 max

ξ∈[−τ,0]
‖ϕ(ξ)‖4+2ω + r2 max

ξ∈[−τ,0]
‖ϕ(ξ)‖4+ω,

r1 max
s∈[0,T ]

µω/2(s)vω(0, ϕ) + r2 max
s∈[0,T ]

µω/4(s)vω/2(0, ϕ) < r3 min
ξ∈[0,T ]

h2min(ξ),

r1max
{

max
ξ∈[−τ,0]

‖ϕ(ξ)‖, max
s∈[0,T ]

µ1/4(s)v1/2(0, ϕ)
}4+2ω

+ r2max
{

max
ξ∈[−τ,0]

‖ϕ(ξ)‖, max
s∈[0,T ]

µ1/4(s)v1/2(0, ϕ)
}4+ω

6 θr3v
2(0, ϕ)

}
,

где θ ∈ (0, 1), δ(t) из (7), справедлива следующая оценка:

‖y(t)‖2 6
√
µ(t)v(0, ϕ) exp

(
− 1

4

t∫
0

σ(s) ds

)
, (18)

где

σ(t) = min

{
1− αδ2(t)

l(t)
,κ
}
. (19)

Замечание. Заметим, что оценка (18) характеризует экспоненциальное убывание реше-
ний с начальными данными из E .
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Доказательство. Продифференцируем функционал Ляпунова — Красовского (4) вдоль
решения начальной задачи (13):

d

dt
v(t, y) = −

t∫
t−τ

〈
G(t, t− s)

((
y(t)
y(s)

)
,

(
y(t)
y(s)

))〉
ds

+ 2Re

〈
H(t)y(t), F

(
t, y(t),

t∫
t−τ

y(s) ds

)〉
+

τ∫
0

t∫
t−η

〈
d

dt
M(t− s)y(s), y(s)

〉
dsdη,

где

G(t, t− s) =
(

C11(t) C12(t, t− s)
C∗12(t, t− s) C22(t− s)

)
,

C11(t), C12(t, t− s), C22(t− s) из (5). Имеет место представление

t∫
t−τ

〈
G(t, t− s)

((
y(t)
y(s)

)
,

(
y(t)
y(s)

)〉
ds = 〈C(t)H1/2(t)y(t), H1/2(t)y(t)〉

+

t∫
t−τ

〈((
C12(t, t− s)C−122 (t− s)C∗12(t, t− s) C12(t, t− s)

C∗12(t, t− s) C22(t− s)

)(
y(t)
y(s)

)
,

(
y(t)
y(s)

)〉
ds.

Учитывая то, что следующая квадратичная форма неотрицательно определённая:〈((
C12(t, t− s)C−122 (t− s)C∗12(t, t− s) C12(t, t− s)

C∗12(t, t− s) C22(t− s)

)(
u1
u2

)
,

(
u1
u2

)〉
=
〈
C−122 (t− s)

(
C∗12(t, t− s)u1 + C22(t− s)u2

)
,
(
C∗12(t, t− s)u1 + C22(t− s)u2

)〉
> 0

и для эрмитовой матрицы P = P ∗ справедливо неравенство

pmin‖u‖2 6 〈Pu, u〉, (20)

где pmin – минимальное собственное значение матрицы P , получаем

d

dt
v(t, y) 6 −cmin(t)〈H(t)y(t), y(t)〉+

τ∫
0

t∫
t−η

〈
d

dt
M(t− s)y(s), y(s)

〉
dsdη

+ 2Re

〈
H(t)y(t), F

(
t, y(t),

t∫
t−τ

y(s) ds

)〉
.

В силу (2) имеем

d

dt
v(t, y) 6 −cmin(t)〈H(t)y(t), y(t)〉+

τ∫
0

t∫
t−η

〈
d

dt
M(t− s)y(s), y(s)

〉
dsdη

+ 2q‖H(t)‖‖y(t)‖ max
ξ∈[0,τ ]

‖y(t− ξ)‖1+ω.

Далее,
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d

dt
v(t, y) 6 −cmin(t)〈H(t)y(t), y(t)〉

+

τ∫
0

t∫
t−η

〈
d

dt
M(t− s)y(s), y(s)

〉
dsdη + 2q‖H(t)‖ max

ξ∈[0,τ ]
‖y(t− ξ)‖2+ω.

В силу определения δ(t) и функционала Ляпунова — Красовского (4) справедлива оценка

d

dt
v(t, y) 6 −δ(t)v(t, y) + 2q‖H(t)‖ max

ξ∈[0,τ ]
‖y(t− ξ)‖2+ω. (21)

Введём вспомогательную модификацию функционала Ляпунова – Красовского из [19]:

w(t, v) = l(t)v2(t, y) + α

t∫
0

e−κ(t−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds. (22)

Напомним, что l(t) > 0 для всех t ∈ R. Дифференцируя функционал w(t, v), получим

d

dt
w(t, v) =

d

dt
l(t)v2(t, y) + 2l(t)v(t, y)

d

dt
v(t, y)

+ α

(
d

dt
v(t, y)

)2

− κα
t∫

0

e−κ(t−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds.

С учётом (21) и того, что α, l(t), v(t, y) неотрицательны, имеем следующее неравенство:

d

dt
w(t, v) 6

d

dt
l(t)v2(t, y)− 2l(t)δ(t)v2(t, y) + 4q‖H(t)‖l(t)v(t, y) max

ξ∈[0,τ ]
‖y(t− ξ)‖2+ω

+ α
(
δ2(t)v2(t, y)− 4qδ(t)‖H(t)‖v(t, y) max

ξ∈[0,τ ]
‖y(t− ξ)‖2+ω

+ 4q2‖H(t)‖2 max
ξ∈[0,τ ]

‖y(t− ξ)‖4+2ω
)
− κα

t∫
0

e−κ(t−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds.

Следовательно,

d

dt
w(t, v) 6 −(1− αδ2(t))v2(t, y) + 4αq2‖H(t)‖2 max

ξ∈[0,τ ]
‖y(t− ξ)‖4+2ω

+ 4q‖H(t)‖(l(t)− αδ(t))v(t, y) max
ξ∈[0,τ ]

‖y(t− ξ)‖2+ω − κα
t∫

0

e−κ(t−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds.

С учётом (4), (15) и (16) отсюда следует неравенство

d

dt
w(t, v) 6 −(1− αδ2(t))v2(t, y) + r1 max

ξ∈[0,τ ]
‖y(t− ξ)‖4+2ω

+ r2 max
ξ∈[0,τ ]

‖y(t− ξ)‖4+ω − κα
t∫

0

e−κ(t−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds.

В силу определения σ(t) из (19) имеем
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d

dt
w(t, v) 6 −σ(t)w(t, v)

2
+

[
− 1− αδ2(t)

2
v2(t, y) + r1 max

ξ∈[0,τ ]
‖y(t− ξ)‖4+2ω

+ r2 max
ξ∈[0,τ ]

‖y(t− ξ)‖4+ω − κα
2

t∫
0

e−κ(t−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds

]
. (23)

Из первого неравенства в определении множества E следует, что либо v(0, ϕ) = 0, тогда реше-
ние начальной задачи (13) тождественно равно нулю и оценка (18) справедлива, либо суще-
ствует t0 > 0 такое, что при всех t ∈ (0, t0) выражение в квадратных скобках отрицательно,

следовательно, при t ∈ (0, t0) получим
d

dt
w(t, v) 6 −σ(t)

2
w(t, v). Далее можем написать

w(t, v) 6 w(0, v) exp

(
−

t∫
0

σ(s)

2
ds

)
.

В силу определения w(t, v) из (22) имеем

v(t, y) 6

√
l(0)

l(t)
v(0, ϕ) exp

(
−

t∫
0

σ(s)

4
ds

)
.

Аналогично, из (4) и (14) получаем оценку (18) при t ∈ (0, t0]. Покажем, что эта оценка
справедлива при всех t > 0. Для этого достаточно доказать, что выражение в квадратных
скобках в (23) отрицательно при всех t > 0. Докажем от противного. Мы знаем, что при
t ∈ (0, t0) выражение в квадратных скобках в (23) отрицательно. Предположим, что t1 —
первая точка, где данное выражение равно нулю, а при t < t1 оно отрицательно:

κα
2

t1∫
0

e−κ(t1−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds+
1− αδ2(t1)

2
v2(t1, y)

= r1 max
ξ∈[0,τ ]

‖y(t1 − ξ)‖4+2ω + r2 max
ξ∈[0,τ ]

‖y(t1 − ξ)‖4+ω. (24)

Тогда, повторяя рассуждения после (23), можно показать, что оценка (18) справедлива при
t 6 t1. Оценим выражение, которое стоит в левой части (24):

κα
2

t1∫
0

e−κ(t1−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds+
1− αδ2(t1)

2
v2(t1, y)

>
καe−κτ

2

t1∫
max{0,t1−τ}

(
d

ds
v(s, y)

)2

ds+
1

2

(
1− α max

s∈[0,T ]
δ2(s)

)
v2(t1, y). (25)

Рассмотрим два случая: t1 ∈ (0, τ ] и t1 > τ .
1) Пусть t1 ∈ (0, τ ]. В силу неравенства Гёльдера получим

κα
2

t1∫
0

e−κ(t1−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds+
1− αδ2(t1)

2
v2(t1, y)
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>
καe−κτ

2τ

( t1∫
0

∣∣∣∣ ddsv(s, y)
∣∣∣∣ds)2

+
1

2
(1− α max

s∈[0,T ]
δ2(s))v2(t1, y).

Воспользовавшись обозначением (17) и неравенством

ax21 + bx22 >
ab

a+ b
(x1 + x2)

2, a, b > 0, (26)

получим

κα
2

t1∫
0

e−κ(t1−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds+
1− αδ2(t1)

2
v2(t1, y) > r3

( t1∫
0

∣∣∣∣ ddsv(s, y)
∣∣∣∣ds+ v(t1, y)

)2

.

Следовательно,

κα
2

t1∫
0

e−κ(t1−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds+
1− αδ2(t1)

2
v2(t1, y) > r3v

2(0, ϕ). (27)

С другой стороны, поскольку t1 ∈ (0, τ ], то справедлива оценка

max
ξ∈[0,τ ]

‖y(t1 − ξ)‖ 6 max{ max
ξ∈[−τ,0]

‖ϕ(ξ)‖, max
ξ∈[0,t1]

‖y(ξ)‖},

отсюда в силу (18) имеем

max
ξ∈[0,τ ]

‖y(t1 − ξ)‖ 6 max
{

max
ξ∈[−τ,0]

‖ϕ(ξ)‖, max
s∈[0,T ]

µ1/4(s)v1/2(0, ϕ)
}
.

Используя данное неравенство, оценим выражение, стоящее в правой части (24):

r1 max
ξ∈[0,τ ]

‖y(t1 − ξ)‖4+2ω + r2 max
ξ∈[0,τ ]

‖y(t1 − ξ)‖4+ω

6 r1max
{

max
ξ∈[−τ,0]

‖ϕ(ξ)‖, max
s∈[0,T ]

µ1/4(s)v1/2(0, ϕ)
}4+2ω

+ r2max
{

max
ξ∈[−τ,0]

‖ϕ(ξ)‖, max
s∈[0,T ]

µ1/4(s)v1/2(0, ϕ)
}4+ω

.

В силу данной оценки, формул (24), (27) и последнего неравенства в определении E либо
ϕ(s) ≡ 0, а тогда y(t) = 0 при t > 0 и оценка (18) выполнена, либо получаем противоречие.
Следовательно, выражение в квадратных скобках в (23) отрицательно при всех t > 0. Повторяя
рассуждения после (23), получаем оценку (18).

2) Рассмотрим случай t1 > τ . Из (25) получим

κα
2

t1∫
0

e−κ(t1−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds+
1− αδ2(t1)

2
v2(t1, y)

>
καe−κτ

2

t1∫
t1−τ

(
d

ds
v(s, y)

)2

ds+
1

2

(
1− α max

s∈[0,T ]
δ2(s)

)
v2(t1, y).

Используя неравенство Гёльдера, получим
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κα
2

t1∫
0

e−κ(t1−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds+
1− αδ2(t1)

2
v2(t1, y)

>
καe−κτ

2τ

( t1∫
t1−τ

∣∣∣∣ ddsv(s, y)
∣∣∣∣ds)2

+
1

2
(1− α max

s∈[0,T ]
δ2(s))v2(t1, y).

Воспользовавшись неравенством (26), получим

κα
2

t1∫
0

e−κ(t1−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds+
1− αδ2(t1)

2
v2(t1, y) > r3

( t1∫
t1−τ

∣∣∣∣ ddsv(s, y)
∣∣∣∣ds+ v(t1, y)

)2

,

далее,

κα
2

t1∫
0

e−κ(t1−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds+
1− αδ2(t1)

2
v2(t1, y) > r3 max

ξ∈[0,τ ]
v2(t1 − ξ, y).

В силу (4) имеем

κα
2

t1∫
0

e−κ(t1−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds+
1− αδ2(t1)

2
v2(t1, y) > r3 max

ξ∈[0,τ ]
〈H(t1 − ξ)y(t1 − ξ), y(t1 − ξ)〉2.

Воспользуемся неравенством (20):

κα
2

t1∫
0

e−κ(t1−s)
(
d

ds
v(s, y)

)2

ds+
1− αδ2(t1)

2
v2(t1, y)

> r3 max
ξ∈[0,τ ]

(hmin(t1 − ξ)‖y(t1 − ξ)‖2)2 > r3 min
ξ∈[0,T ]

h2min(ξ) max
ξ∈[0,τ ]

‖y(t1 − ξ)‖4.

Из (24) следует оценка

r1 max
ξ∈[0,τ ]

‖y(t1 − ξ)‖2ω + r2 max
ξ∈[0,τ ]

‖y(t1 − ξ)‖ω > r3 min
ξ∈[0,T ]

h2min(ξ).

Отсюда с учётом (18) и второго неравенства в определении E либо ϕ(s) ≡ 0, тогда y(t) = 0
при t > 0 и оценка (18) выполнена, либо получаем противоречие. Следовательно, выражение
в квадратных скобках в (23) отрицательно при всех t > 0. Повторяя рассуждения после (23),
получаем оценку (18). �

Получены достаточные условия экcпоненциального убывания решений системы (1) и оцен-
ки, характеризующие скорость убывания решений на бесконечности. Параметры в полученных
оценках конструктивны.

Автор выражает глубокую благодарность Г. В. Демиденко, И. И. Матвеевой, М. А. Сквор-
цовой за внимание и ценные советы.
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