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ВВЕДЕНИЕ

В работах [1–3] изучены системы интегральных уравнений типа свёртки со степенной нелиней-
ностью в конусах пространства непрерывных функций C[0,∞). Такие уравнения возникают
при описании процессов инфильтрации жидкости через стенки цилиндрического резервуара
в изотропную однородную пористую среду [4, 5], распространении ударных волн в трубах,
наполненных газом [6], остывании тел при лучеиспускании, отвечающему закону Стефана —
Больцмана [7], возбуждении и торможении нейронов в нейронной сети [8] и других процессах.
Обзор полученных в этом направлении результатов приведён в [9; 10, с. 173]. В данной рабо-
те рассматриваются вопросы, касающиеся существования, единственности, поиска и свойств
решений тесно связанной с ними системы нелинейных интегро-дифференциальных уравнений
типа свёртки вида

uαi (x) =

n∑
j=1

x∫
0

kij(x− t)u′j(t) dt, α > 1, x > 0, i = 1, n, (1)

где ядро k(x) = {kij(x)}ni,j=1 удовлетворяет на [0,∞) следующим условиям:

kij ∈ C2[0,∞), k′ij(x) не убывают на [0,∞), kij(0) = 0, k′ij(0) = pij > 0. (2)

Исследование основано на методе весовых метрик (аналог метода А. Белицкого [11]).

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проект 18-41-200001) и публикуется в рамках реализации государственного задания по проекту «Нелиней-
ные сингулярные интегро-дифференциальные уравнения и краевые задачи» в соответствии с Соглашением
№ 075-03-2021-071 от 29.12.2020 г.
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Поскольку в связи с указанными приложениями особый интерес представляют положи-
тельные при x > 0 решения, систему (1) будем исследовать в конусе

Q1
0,n =

{
u | u = {ui}ni=1, ui ∈ C[0,∞) ∩ C1(0,∞), ui(0) = 0 и ui(x) > 0 при x > 0

}
.

Наряду с системой (1) будем рассматривать тесно связанную с ней систему нелинейных
интегральных уравнений

uαi (x) =
n∑
j=1

x∫
0

k′ij(x− t)uj(t) dt, α > 1, x > 0, i = 1, n, (3)

в конусе

Q0,n =
{
u | u = {ui}ni=1, ui ∈ C[0,∞), ui(0) = 0 и ui(x) > 0 при x > 0

}
.

Получены точные априорные оценки для решений систем (1) и (3), на основе которых
методом весовых метрик доказаны глобальные теоремы о существовании и единственности
нетривиальных решений и показано, как их можно найти. При более общих, чем (2), предпо-
ложениях относительно ядра доказано, что в случае 0 < α < 1 системы (1) и (3) могут иметь
лишь тривиальное решение u = 0.

Следует отметить, что система интегральных уравнений вида (3) методом весовых метрик
ранее исследовалась в работе [1], в которой априорная оценка снизу не отражает в явном виде
зависимость решения от n, вопрос об априорной оценке сверху, необходимой для корректности
введённой метрики, не рассматривается и фактически накладывается жёсткое условие α > n
(см. замечания 4, 5, 7 в [2]). Интегральное уравнение вида (3) впервые было изучено этим
методом в [4] при α = 2. В отличие от данной работы при построении метрики в [4] использо-
валась не нижняя априорная оценка, а разность между верхней и нижней априорными оценка-
ми, причём для корректности введённой метрики пришлось вместо точной априорной оценки
сверху использовать более грубую оценку. Подробное изложение этих результатов приведено
в [3, 5, 10]. Что касается систем интегро-дифференциальных уравнений вида (1), то ранее они
методом весовых метрик не изучались.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим систему интегро-дифференциальных уравнений со степенной нелинейно-
стью (1) в конусе пространства непрерывных функций C[0,∞). Очевидно, что данная система
имеет в C[0,∞) тривиальное решение u = 0, т. е. ui(x) ≡ 0 при i = 1, n, и любое другое решение
удовлетворяет условию u(0) = 0. С теоретической и прикладной (см. введение) точек зрения
интерес представляют нетривиальные положительные при x > 0 решения системы (1).

Задача. Без ограничений на область определения найти условия на показатель степени α
и ядро k(x), при которых система (1) имеет единственное непрерывное решение, положитель-
ное при x > 0. Установить точные нижнюю и верхнюю априорные оценки решения и показать,
что оно может быть найдено методом последовательных приближений.

Решение этой задачи основано на методе весовых метрик, являющемся аналогом метода
Белицкого, заключающегося в следующем. Как известно [11], с помощью теорем о неподвиж-
ной точке можно доказывать по крайней мере локальное существование и единственность
решений нелинейных дифференциальных и интегральных уравнений. Если нелинейность удо-
влетворяет условию Липшица с константой такой, что её произведение на длину промежутка,
в котором ищется решение, достаточно мало, то получается сжимающее отображение. «От-
сюда следуют теоремы локального существования и единственности. Для объединения этих
локальных решений в глобальное требуются уже отдельные рассуждения» (см. [11, с. 218]).
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А. Белицкий предложил более эффективный метод, при котором вводится новое определение
расстояния, зависящее от постоянной Липшица, что даёт возможность доказывать непосред-
ственно глобальные теоремы существования и единственности. Описание этого метода приве-
дено в [11, глава 3, п. 3.1.3]. Применяемый в данной работе метод весовых метрик отличается
от метода Белицкого тем, что вводимая метрика зависит не от постоянной Липшица, а от
точной априорной оценки снизу решения системы (1).

2. СВОЙСТВА И АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЯ

Здесь приводится существенная для получения основных результатов информация о свой-
ствах решений системы (1) в классе Q1

0,n.
Обозначим через M0 множество всех неотрицательных (измеримых по Лебегу) на [0,∞)

функций: M0 = {f | f(x) > 0 для любого x > 0}. В случае необходимости пpодолжения
функции f ∈ M0 на всю ось (−∞,∞) будем считать, что f(x) = 0 пpи x < 0. Далее для
полноты исследования нам понадобится следующая простая лемма, являющаяся аналогом
леммы 1 [4], в которой предполагается, что функция w(x) локально ограничена на [0,∞).

Лемма 1. Пусть функции v(x) и w(x) принадлежат классу M0. Если v(x) не убывает,

а w(x) локально суммируема на [0,∞), то их свеpтка (v ∗ w)(x) =
x∫
0

v(x − t)w(t) dt есть

непpеpывная на [0,∞) функция, т. е. v ∗ w ∈ C[0,∞).

Доказательство. Пусть x0 ∈ [0,∞) — пpоизвольная точка и последовательность поло-
жительных чисел xn сходится к x0, т. е. {xn} → x0. Нужно доказать, что

lim
n→∞

[(v ∗ w)(xn)] = (v ∗ w)(x0).

Так как последовательность {xn} сходится, то она ограничена, т. е. существует A > 0 такое,
что xn < A для любого n ∈ N. Поэтому для достаточно большого x∗ такого, что x∗ > A > xn
и x∗ > x0, имеем (с учётом, что v(x) = 0 пpи x < 0)

(v ∗ w)(xn) =

xn∫
0

v(xn − t)w(t) dt =

x∗∫
0

v(xn − t)w(t) dt, (4)

поскольку

x∗∫
0

v(xn − t)w(t) dt =

xn∫
0

v(xn − t)w(t) dt+

x∗∫
xn

v(xn − t)w(t) dt =

xn∫
0

v(xn − t)w(t) dt.

Аналогично,

(v ∗ w)(x0) =

x0∫
0

v(x0 − t)w(t) dt =

x∗∫
0

v(x0 − t)w(t) dt, (5)

так как

x∗∫
0

v(x0 − t)w(t) dt =

x0∫
0

v(x0 − t)w(t) dt+

x∗∫
x0

v(x0 − t)w(t) dt =

x0∫
0

v(x0 − t)w(t) dt.

Поскольку функция v(x) неубывающая, то она почти всюду непpеpывна на [0, x∗]. Следова-
тельно, lim

n→∞
v(xn − t)w(t) = v(x0 − t)w(t) для почти всех t ∈ [0, x∗]. Далее, так как v(x) —
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неубывающая и w(x) — локально суммируемая функции, то последовательность {fn(t)} =
{v(xn − t)w(t)} сходится почти всюду к f(t) = v(x0 − t)w(t) и fn(t) 6 v(x∗)w(t) ∈ L1[0, x

∗].
В силу теоремы Лебега о пpедельном пеpеходе под знаком интегpала получаем

lim
n→∞

x∗∫
0

v(xn − t)w(t) dt =

x∗∫
0

v(x0 − t)w(t) dt. (6)

Используя последовательно (4), (6) и (5), окончательно получаем

lim
n→∞

(v ∗ w)(xn) = lim
n→∞

x∗∫
0

v(xn − t)w(t) dt =

x∗∫
0

v(x0 − t)w(t) dt = (v ∗ w)(x0).

Лемма 1 доказана. �

Выясним вопрос о гладкости решений системы (3).
Лемма 2. Пусть ядро k(x) удовлетворяет условию (2). Если u ∈ Q0,n является реше-

нием системы (3), то u(x) не убывает на [0,∞) и непрерывно дифференцируема на (0,∞),
т. е. u ∈ C1(0,∞).

Доказательство. Докажем сначала, что ui(x1) 6 ui(x2) при x1 < x2 для любого i = 1, n.
Используя тождество (3) и условие (2), имеем

uαi (x2)− uαi (x1) =
n∑
j=1

[ x1∫
0

(
k′ij(x2 − t)− k′ij(x1 − t)

)
uj(t) dt+

x2∫
x1

k′ij(x2 − t)uj(t) dt

]
> 0.

Следовательно, ui(x1) 6 ui(x2) и, значит, ui(x) не убывает на [0,∞) при любом i = 1, n.
Осталось доказать, что решение системы (3) u(x) = {ui(x)}ni=1 ∈ Q0,n непрерывно диф-

ференцируемо на (0,∞). Так как по условию (2) k ∈ C2[0,∞), то правая часть тождества (3)
дифференцируема и в силу свойства коммутативности свёртки (см., например, [3]) имеем( x∫

0

k′ij(x− t)uj(t) dt

)′
=

x∫
0

k′′ij(x− t)uj(t) dt+ k′ij(0)uj(x) =

x∫
0

k′′ij(t)uj(x− t) dt+ k′ij(0)uj(x).

Поскольку при любых i, j = 1, n функция uj(x) не убывает, а функция k′′ij(x) локально сум-
мируема на [0,∞), то в силу леммы 1 о непрерывности свёртки производная правой части
тождества (3)

n∑
j=1

[ x∫
0

k′′ij(x− t)uj(t) dt+ pijuj(x)

]
непрерывна на [0,∞). Но тогда существует и непрерывна производная левой части тожде-
ства (3) αuα−1i (x)u′i(x), что влечёт за собой существование и непрерывность первой производ-
ной u′i(x) при любых x ∈ (0,∞) и i = 1, n. �

Докажем теперь основные леммы данного пункта. Установим связь между системой
интегро-дифференциальных уравнений (1) и системой интегральных уравнений (3). Справед-
лива

Лемма 3. Пусть ядро k(x) удовлетворяет условию (2). Если u ∈ Q1
0,n и является реше-

нием системы интегро-дифференциальных уравнений (1), то u ∈ Q0,n и является решением
системы интегральных уравнений (3). Обратно, если система (3) имеет решение u ∈ Q0,n,
то u ∈ Q1

0,n и является решением системы (1).



Система интегро-дифференциальных уравнений типа свёртки со степенной нелинейностью 9

Доказательство. Пусть u ∈ Q1
0,n и является решением системы (1). Тогда u ∈ Q0,n, и по-

скольку kij(0) = 0, uj(0) = 0, из тождества (1), интегрируя по частям, в силу коммутативности
свёртки имеем

uαi (x) =
n∑
j=1

x∫
0

kij(x− t) duj(t) =
n∑
j=1

x∫
0

k′ij(x− t)uj(t) dt,

т. е. u(x) является решением системы (3).
Обратно, пусть u(x) ∈ Q0,n и является решением системы (3). Тогда по лемме 2 функция

u(x) непрерывно дифференцируема на (0,∞), т. е. u(x) ∈ Q1
0,n. Поэтому из тождества (3),

используя свойство коммутативности свёртки, формулу интегрирования по частям и равенства
kij(0) = uj(0) = 0, имеем

uαi (x) =
n∑
j=1

x∫
0

k′ij(t)uj(x− t) dt =
n∑
j=1

x∫
0

kij(t)u
′
j(x− t) dt =

n∑
j=1

x∫
0

kij(x− t)u′j(t) dt,

т. е. u(x) является решением системы (1). �

Из леммы 3 вытекает, что для доказательства существования в классе Q1
0,n решения си-

стемы (1) достаточно доказать существование в классе Q0,n решения системы (3).
Обозначим

p = min
16i,j6n

pij . (7)

При доказательстве основных результатов важную роль будет играть следующая

Лемма 4. Пусть ядро k(x) удовлетворяет условию (2). Если u ∈ Q0,n является реше-
нием системы (3), то для любого x ∈ [0,∞) и любого i = 1, n выполняются неравенства

Fn(x) 6 ui(x) 6 Gn(x), (8)

где

Fn(x) ≡
[

(α− 1)n

α
p

]1/(α−1)
x1/(α−1), Gn(x) ≡

[
n

x∫
0

(
n∑

i,j=1

k′ij(t)

)
dt

]1/(α−1)
,

число p > 0 определено в (7).

Доказательство. Обозначим

zn(x) =
n∑
i=1

ui(x), Kn(x) =
n∑

i,j=1

k′ij(x).

Так как в силу условия (2) p 6 k′ij(x− t) при t < x, то из тождества (3) имеем

uαi (x) > p
n∑
j=1

x∫
0

uj(t)dt

или

ui(x) >

(
p

x∫
0

zn(t) dt

)1/α

. (9)
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После суммирования из (9) получаем zn(x) > n

(
p
x∫
0

zn(t) dt

)1/α

, т. е.

pzn(x)

(
p

x∫
0

zn(t) dt

)−1/α
> np для всех x > 0

или

pzn(t)

(
p

t∫
0

zn(s) ds

)−1/α
> np для всех t > 0.

Интегрируя последнее неравенство в пределах от 0 до x, получаем(
p

x∫
0

zn(t) dt

)(α−1)/α

>
α− 1

α
npx.

Следовательно, (
p

x∫
0

zn(t) dt

)1/α

>

[
(α− 1)np

α
x

]1/(α−1)
≡ Fn(x).

Таким образом, доказываемая оценка снизу ui(x) > Fn(x) является следствием неравен-
ства (9).

Докажем теперь оценку сверху. Так как для любого x > 0 можем написать равенство

uαi (x) ≡
n∑
j=1

x∫
0

k′ij(x− t)uj(t) dt, α > 1, i = 1, n,

то в силу леммы 2

uαi (x) 6
n∑
j=1

uj(x)

x∫
0

k′ij(t) dt 6

( x∫
0

Kn(t) dt

) n∑
j=1

uj(x).

Значит,

ui(x) 6

( x∫
0

Kn(t) dt

)1/α
(

n∑
j=1

uj(x)

)1/α

. (10)

Из (10), суммируя по i, получаем

n∑
i=1

ui(x) 6 n

( x∫
0

Kn(t) dt

)1/α( n∑
i=1

ui(x)

)1/α

,

таким образом, [
n∑
i=1

ui(x)

](α−1)/α
6 n

( x∫
0

Kn(t) dt

)1/α

.

Следовательно, [
n∑
i=1

ui(x)

]1/α
6 n1/(α−1)

( x∫
0

Kn(t) dt

)1/[α(α−1)]

. (11)
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Используя (11), из неравенства (10) получаем

ui(x) 6

( x∫
0

Kn(t) dt

)1/α

n1/(α−1)

( x∫
0

Kn(t) dt

)1/[α(α−1)]

≡ Gn(x),

что доказывает оценку ui(x) 6 Gn(x) для всех i = 1, n. �

Пример. Если kij(x) = x (а тогда p = 1), то u(x) = {ui(x)}ni=1, где

ui(x) = Fn(x) ≡
[
α− 1

α
n

]1/(α−1)
x1/(α−1)

является решением как системы (1), так и системы (3), т. е. априорная оценка снизу из (8)
в определённом смысле неулучшаема.

Пример показывает (при α > 2), что решение системы (1) может быть не дифференциру-
емо в точке x = 0. Этот факт учтён в определении конуса Q1

0,n и в лемме 2.

3. ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ

Запишем систему (3) в операторном виде:

u = Tu, T = {Ti}ni=1,(
Tiu
)
(x) =

(
n∑
j=1

x∫
0

k′ij(x− t)uj(t) dt

)1/α

, α > 1, x > 0, i = 1, n.

Из леммы 4 следует, что решение уравнения u = Tu естественно разыскивать в конусном
отрезке

Pn =
{
u | u = {ui}ni=1, ui(x) ∈ C[0,∞); Fn(x) 6 ui(x) 6 Gn(x) для всех i = 1, n

}
,

где функции Fn(x) и Gn(x) определены в лемме 4.
Лемма 5. Пусть ядро k(x) удовлетворяет условию (2). Тогда класс Pn инвариантен

относительно оператора T .

Доказательство. Пусть u ∈ Pn. Очевидно, что свёртка (Tiu)(x) в силу леммы 1 есть
функция, непрерывная на [0,∞). Далее, поскольку ui(x) > Fn(x) и k′ij(x − t) > p, при t < x
имеем

[(Tiu)(x)]α > p

[
(α− 1) p n

α

]1/(α−1)
n

x∫
0

t1/(α−1) dt ≡
[
Fn(x)

]α
.

С другой стороны, так как ui(t) 6 Gn(t) 6 Gn(x) при t < x и n > 1, имеем

[
(Tiu(x)

]α
6

[
n

x∫
0

Kn(s) ds

]1/(α−1) x∫
0

n∑
j=1

k′ij(s) ds 6 [Gn(x)]α,

где Kn(x) =
n∑

i,j=1
k′ij(x).

Таким образом, Fn(x) 6 (Tiu)(x) 6 Gn(x) для всех i = 1, n. Следовательно, Tu ∈ Pn. �
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Далее к системе (3) мы будем применять принцип сжимающих отображений. Для этого
нам понадобится, в частности, построить полное метрическое пространство. Введём в связи
с этим следующий класс функций:

Pb,n =
{
u | u = {ui}ni=1, ui(x) ∈ C[0, b]; Fn(x) 6 ui(x) 6 Gn(x) для всех i = 1, n

}
,

где b > 0 — произвольное число, а функции Fn(x) и Gn(x) определены в лемме 4.
Из леммы 5, как прямое следствие, получаем, что оператор T действует из Pb,n в Pb,n.

Найдём условия, при которых он является сжимающим. Для этого предположим, что ядро
системы (3) удовлетворяет дополнительному условию: существует ηij ∈ (0, b) такое, что

max
16i6n

n∑
j=1

k′ij(ηij) < αpn. (12)

Замечание. В случае kij(x) = x условие (12) означает, что α > 1.
Следующая лемма доказывается аналогично лемме 7 из [4].
Лемма 6. Пусть ядро k(x) удовлетворяет условиям (2) и (12). Тогда для любого x ∈ [0, b]

и любых i, j = 1, n справедливо неравенство k′ij(x)e−βij x 6 k′ij(ηij), где βij =
1

p
sup

ηij6x6b

k′ij(x)−p
x .

Доказательство. Рассмотpим отдельно два случая.
1. Пусть 0 6 x 6 ηij . Тогда, учитывая, что k′ij(x) не убывает и βij > 0, имеем k′ij(x)e−βijx 6

k′ij(x) 6 k′ij(ηij). Что и тpебовалось доказать.
2. Пусть, наконец, ηij 6 x 6 b. В этом случае

k′ij(x) = p+ px
1

p

k′ij(x)− p
x

6 p[1 + xβij ] 6 pe
βijx.

Следовательно, k′ij(x) 6 peβijx 6 k′ij(ηij)e
βijx, откуда получаем, что k′ij(x)e−βijx 6 k′ij(ηij) и для

любого x ∈ [ηij , b].
Обозначим

β = max
16i,j6n

βij . (13)

Тогда из леммы 6 вытекает
Следствие 1. Пусть ядро k(x) =

{
kij(x)

}n
i,j=1

удовлетворяет условиям (2) и (12). Тогда
для любого x ∈ [0, b] и любых i, j = 1, n справедливо неравенство

k′ij(x)e−β x 6 k′ij(ηij). (14)

Введём теперь в классе Pb,n метрику %b, положив

%b(u, v) = max
16i6n

sup
0<x6b

|ui(x)− vi(x)|
x1/(α−1)eβx

, (15)

где u(x) = {ui(x)}ni=1, v(x) = {vi(x)}ni=1, а число β определено равенством (13).
Выполнимость аксиом метpики очевидна. Докажем полноту метpического пpостpан-

ства Pb,n. Пусть {u[n]} есть пpоизвольная фундаментальная последовательность из Pb,n. Тогда
по определению

∀ε > 0 ∃N = N(ε) > 0 : ∀m,n > N %b(u
[m], u[n]) < ε,
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т. е.
|u[m]
i (x)− u[n]i (x)|
x1/(α−1)eβx

< ε для любых m,n > N, x ∈ (0, b], i = 1, n. (16)

Так как x1/(α−1)eβx 6 b1/(α−1)eβb ≡M , то

∣∣u[m]
i (x)− u[n]i (x)

∣∣x1/(α−1)eβx > 1

M

∣∣u[m]
i (x)− u[n]i (x)

∣∣.
Поэтому из (16) имеем∣∣u[m]

i (x)− u[n]i (x)
∣∣ 6Mε для любых m,n > N, x ∈ [0, b], i = 1, n.

Здесь учитываем, что u[m]
i (0) = u

[n]
i (0) = 0, т. е. {u[n]} является фундаментальной последова-

тельностью в C[0, b]. В силу полноты метрического пространства C[0, b] существует функция
u = {ui}ni=1, ui ∈ C[0, b], такая, что

lim
n→∞

u
[n]
i (x) = ui(x). (17)

Покажем, что u ∈ Pb,n. Так как {u[n]i } ∈ Pb,n, то для любых n и всех x ∈ [0, b], i = 1, n, имеем
Fn(x) 6 u

[n]
i (x) 6 Gn(x). Пеpеходя в последнем неpавенстве к пpеделу пpи n → ∞, с учётом

pавенства (17) получаем Fn(x) 6 ui(x) 6 Gn(x), т. е. u ∈ Pb,n.
Осталось доказать сходимость последовательности {u[n]} к u по метрике ρb,n. Переходя

в неравенстве (16) к пределу при m→∞, с учётом pавенства (17) имеем

|ui(x)− u[n]i (x)|
x1/(α−1)eβx

< ε для всех n > N и для любых x ∈ (0, b], i = 1, n,

т. е. ρb(u[n], u) < ε для любого n > N , что и требовалось доказать. �

Теорема 1. Если ядро k(x) удовлетворяет условиям (2) и (12), то система нелиней-
ных интегральных уравнений типа свёртки (3) имеет в Q0,n (и в Pb,n при любом b > 0)
единственное решение. Это решение может быть найдено методом последовательных при-
ближений, которые сходятся к точному решению по метрике %b при любом b > 0.

Доказательство. Запишем систему (3) в операторном виде: u = Tu.
Покажем сначала, что система (3) имеет единственное решение в Pb,n при любом b > 0

и что это решение может быть найдено методом последовательных приближений. Для этого
достаточно, в силу леммы 5, показать, что T — сжимающий оператор. Докажем это.

По теореме Лагранжа для любых z1, z2 > 0 имеем z
1/α
1 − z

1/α
2 =

1

α
Θ1/(α−1)(z1 − z2),

где Θ лежит между z1 и z2. Поэтому если z1 > z0 и z2 > z0, где z0 > 0, то Θ > z0 и имеет

место неравенство
∣∣z1/α1 − z1/α2

∣∣ 6 1

α

|z1 − z2|
{z0}(α−1)/α

.

Пусть u, v ∈ Pb,n — произвольные функции. Для любого i = 1, n, применяя последнее
неравенство и используя леммы 4 и 5, имеем

sup
0<x6b

∣∣(Tiu)(x)− (Tiv)(x)
∣∣

x1/(α−1)eβ x
6

1

(α− 1) p n
sup

0<x6b

n∑
j=1

x∫
0

k′ij(x− t)|uj(t)− vj(t)| dt

xα/(α−1)eβ x
. (18)
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Поскольку в силу следствия 1

n∑
j=1

x∫
0

k′ij(x− t)|uj(t)− vj(t)| dt 6 %(u, v)

n∑
j=1

x∫
0

k′ij(x− t)eβ tt1/(α−1) dt

= %(u, v)eβ x
n∑
j=1

x∫
0

k′ij(x− t)e−β (x−t)t1/(α−1) dt 6 %(u, v)
α− 1

α
eβ xxα/(α−1)

n∑
j=1

k′ij(ηij),

то из (18) вытекает, что %b(Tu, Tv) 6 µ%b(u, v), где µ = (αpn)−1 max
16i6n

[
n∑
j=1

k′ij(ηij)

]
< 1 в силу

условия (12), т. е. оператор T является сжимающим.
Существование и единственность решения системы (1) во всём классе Q0,n устанавлива-

ется по той же схеме, что и в доказательстве теоремы 3 из [12]. Теорема 1 доказана. �

Таким образом, на основании теоремы 1, используя связь между решениями си-
стем (1) и (3), установленную в лемме 3, мы можем сформулировать основной результат данной
работы.

Теорема 2. Если ядро k(x) удовлетворяет условиям (2) и (12), то система нелинейных
интегро-дифференциальных уравнений типа свёртки (1) имеет в Q1

0,n (и в Pb,n при любом
b > 0) единственное решение. Это решение удовлетворяет неравенствам (8) и может быть
найдено в полном метрическом пространстве Pb,n методом последовательных приближений,
которые сходятся к точному решению по метрике %b при любом b > 0.

4. СЛУЧАЙ 0 < α < 1

Цель этого пункта — показать, что при 0 < α < 1 и произвольном ядре k(x), не обяза-
тельно удовлетворяющим условиям (2) и (12), подобно линейному случаю (α = 1) система (3)
имеет в классе неотрицательных непрерывных функций лишь тривиальное решение u(x) = 0.

Лемма 7. Пусть k′ij(x), i, j = 1, n, непрерывны и неотрицательны на [0,∞). Тогда при
0 < α < 1 система (3) не имеет нетривиальных решений в классе C+[0,∞) неотрицательных
непрерывных на [0,∞) функций.

Доказательство. Допустим противное, что система (3) имеет два различных решения
u = {ui}ni=1 и v = {vi}ni=1. Так как u ≡ Tu и v ≡ Tv, то ui(0) = vi(0) = 0.

Покажем, что ui(x) = vi(x) при x ∈ [0, b], где b > 0 достаточно малое число. Введём
обозначения:

Rn(b) = max
06x6b

n∑
i=1

ui(x), Qn(b) = max
06x6b

n∑
i=1

vi(x), Kn(x) =

n∑
i,j=1

k′ij(x),

Dn,b = max

[(
Rn(b)

b∫
0

Kn(t) dt

)(1−α)/α

,

(
Qn(b)

b∫
0

Kn(t) dt

)(1−α)/α]
.

Как и при доказательстве теоремы 1, используя теорему Лагранжа и учитывая, что 0 < α < 1,
для любого x ∈ [0, b] имеем

|ui(x)− vi(x)| 6

(
Dn,b

α

b∫
0

Kn(t) dt

)
n∑
i=1

sup
06t6b

|ui(t)− vi(t)|.
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Переходя к супремуму в левой части и затем суммируя, получаем

n∑
i=1

sup
06x6b

|ui(x)− vi(x)| 6

(
nDn,b

α

b∫
0

Kn(t) dt

)
n∑
i=1

sup
06x6b

|ui(x)− vi(x)|.

Выбрав теперь b достаточно малым так, чтобы выражение в круглых скобках было меньше
единицы, имеем, что ui(x) = vi(x) при любом x ∈ [0, b].

Положим b = sup{b | ui(x) ≡ vi(x), x ∈ [0, b]}. Если b = ∞, то лемма доказана. Если
b <∞, то ui(x) и vi(x) различны в интервале (b, b+ ε).

Осталось показать, что это невозможно. В самом деле, оценивая, как и выше, для любого
x ∈ [b, b+ ε] имеем

n∑
i=1

sup
b6x6b+ε

|ui(x)− vi(x)| 6

(
nDn,b+ε

α

ε∫
0

Kn(t) dt

)
n∑
i=1

sup
b6x6b+ε

|ui(x)− vi(x)|.

Выбрав ε достаточно малым, чтобы выражение в скобках стало меньше единицы, получаем,
что ui(x) ≡ vi(x) при любом x ∈ [b, b+ ε], что противоречит различию ui(x) и vi(x) на отрезке
[b, b+ ε].

В силу леммы 3 утверждение леммы 7 справедливо и для системы (1). �

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При α > 1 без ограничений на область определения получена глобальная теорема о суще-
ствовании, единственности и способе нахождения нетривиального решения системы интегро-
дифференциальных уравнений со степенной нелинейностью (1). На основе полученных нижней
и верхней априорных оценок найден конусный отрезок, которому принадлежит это решение,
и показано, что его можно найти методом последовательных приближений. При 0 < α < 1
доказано, что системы (1) и (3) могут иметь в классе C+[0,∞) неотрицательных непрерывных
на [0,∞) функций лишь тривиальное решение (как и в линейном случае).

Таким образом, установлено, что системы нелинейных однородных уравнений ви-
да (1) и (3) при α > 1 кроме тривиального решения могут иметь и нетривиальные решения.
В этом состоит принципиальное отличие теории таких систем уравнений (как по методам ис-
следования, так и по характеру получаемых результатов) от теории соответствующих систем
линейных уравнений.

Отметим, что системы дискретных уравнений типа свёртки со степенной нелинейностью
в различных пространствах числовых последовательностей, как вещественных, так и ком-
плексных, были изучены в [13–15].
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approximations of the Picard type and exact a priori estimates are obtained for it.
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