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ВВЕДЕНИЕ

Мы рассматриваем математическую модель пятикомпонентной кольцевой генной сети
с целью описания периодических режимов её функционирования с помощью построений, про-
деланных в [1]. Обзор свойств моделей ряда аналогичных двух- и трёхкомпонентных генных
сетей был представлен недавно в [2], см. также [3–5].

Будем описывать взаимодействие компонент рассматриваемой сети с помощью системы
дифференциальных уравнений кинетического типа:

dx1
dt

= f1(x5)− k1x1;
dx2
dt

= f2(x1)− k2x2;

dx3
dt

= f3(x2)− k3x3;
dx4
dt

= f4(x3)− k4x4;
dx5
dt

= f5(x4)− k5x5,
(1)

в которой коэффициенты kj постоянны и положительны, а функции fj представляют собой
простейшие монотонно убывающие ступеньки:

fj(xj−1) = Aj > 0 при 0 6 xj−1 < 1; fj(xj−1) = 0 при 1 6 xj .

Здесь и далее j = 1, 2, . . . , 5 и j − 1 := 5 при j = 1.
Во всех уравнениях системы (1) неотрицательные переменные x1, x2, . . . , x5 обозначают

концентрации пяти веществ, участвующих в реакциях, положительные параметры Aj характе-
ризуют максимальные скорости реакций синтеза этих веществ. Монотонное убывание функ-
ций fj соответствует отрицательности обратных связей в генной сети. Вычитаемые во всех
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этих уравнениях описывают процессы деградации биологических компонент, коэффициенты kj
обозначают скорости этих деградаций; положительное слагаемое f1(x5) в первом уравнении
системы (1) описывает зависимость скорости синтеза вещества с концентрацией x1 от кон-
центрации x5 «предыдущего» вещества в моделируемой генной сети; точно таким же образом
интерпретируются и все остальные уравнения этой системы, [5, 6].

Подобные динамические системы (1) биохимической кинетики изучались и при моделиро-
вании других генных сетей, [7–9], биологические интерпретации соответствующих уравнений
излагаются в [10–12]. Отметим, что кусочно-линейные динамические системы вида (1) есте-
ственным образом появляются и в других приложениях качественной теории дифференциаль-
ных уравнений, [13].

Пусть aj := Aj/kj ; рассмотрим область Q5 = [0, a1]× [0, a2]× [0, a3]× [0, a4]× [0, a5] в по-
ложительном октанте R5

+, где определена система (1). В работах [5, 6] для гладких и кусочно-
линейных систем вида (1) установлено, что область Q5 является положительно инвариантной:
при t→∞ траектории всех её точек остаются в её внутренности. В дальнейшем для краткости
изложения такие области обычно будем называть инвариантными.

Ранее мы установили достаточные условия существования по крайней мере одного цикла
у системы (1), а также и у всех её нечётномерных аналогов, [1]. В рассматриваемом здесь
пятимерном случае этот цикл содержится в инвариантной области Ω1 ⊂ Q5, описанной в сле-
дующем разделе.

В настоящей работе доказаны теоремы о единственности и об устойчивости такого цикла.
Теорема 1. Если Aj > kj при всех j = 1, . . . , 5, то динамическая система (1) имеет

единственный цикл в инвариантной области Ω1.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 этот цикл устойчив.

1. ДИСКРЕТИЗАЦИЯ ОБЛАСТИ Q5

Следуя [6, 14, 15], разобьём инвариантный параллелепипед Q5 гиперплоскостями xj = 1,
которые проходят через точки разрывов функций fj , на более мелкие параллелепипеды; будем
называть их блоками и обозначать бинарными мультииндексами: {ε1ε2ε3ε4ε5}. Здесь εj = 0,
если для всех точек рассматриваемого блока выполнено неравенство xj < 1, и εj = 1, если
для всех точек блока выполняется противоположное неравенство xj > 1. Обозначим через E
точку пересечения всех этих гиперплоскостей. В условиях теоремы 1 точка E содержится во
внутренности области Q5.

Перечислим описанные в [6, 16] свойства этого разбиения параллелепипеда Q5.
1. Траектории всех точек общей четырёхмерной грани B1 ∩ B2 любой пары B1, B2 со-

седних блоков этой дискретизации проходят через B1 ∩ B2 либо из блока B1 в блок B2, либо
в противоположном направлении — из блока B2 в B1.

2. Траектории всех точек блока {10101} проходят по области Q5 только согласно стрелкам
диаграммы

{10101} −−−−→ {00101} −−−−→ {01101} −−−−→ {01001} −−−−→ {01011}x y
{101000} ←−−−− {10110} ←−−−− {10010} ←−−−− {11010} ←−−−− {01010}

(2)

Траектории точек всех других блоков этой диаграммы также следуют её стрелкам: из каждого
такого блока траектории системы (1) могут перейти только в тот соседний блок, в который
показывает соответствующая стрелка диаграммы.

В работах [6, 10, 17], где изучались аналогичные разбиения фазовых портретов других мо-
делей кольцевых генных сетей, такие блоки были названы одновалентными, так как из каж-
дого из них траектории динамической системы (1) могут переходить только в один соседний
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блок. Подобным же образом определяется валентность произвольного блока B, это количество
всех соседних с ним блоков, в которые из него могут переходить траектории системы (1).

Так же, как и в работах [5, 6], проверяется, что в инвариантном параллелепипеде Q5 со-
держатся десять одновалентных блоков, два пятивалентных и двадцать трёхвалентных. Обо-
значим через Ω1 внутренность объединения перечисленных в диаграмме (2) одновалентных
блоков. Нетрудно убедиться в том, что никакой цикл системы (1) не может проходить через
блоки валентности 5 — он не сможет туда вернуться. В работе [6] были получены условия, при
которых в фазовом портрете пятимерной системы вида (1) содержится по крайней мере два
цикла, один в Ω1, а другой — в объединении трёхвалентных блоков, описываемом диаграммой,
аналогичной (2).

Область Ω1 является положительно инвариантной для динамической системы (1). В усло-
виях теоремы 1 траектории всех внутренних точек этой области переходят из блока в блок
только через внутренние точки разделяющих их четырёхмерных граней и не проходят через
их грани меньших размерностей, что следует из приведённых ниже аналитических описаний
таких траекторий.

2. ОТОБРАЖЕНИЕ ПУАНКАРЕ В ОБЛАСТИ Ω1

Для каждой пары соседних блоков диаграммы (2) обозначим их общую грань следующим
образом [1]:

F0 = {10101} ∩ {00101}, где x1 = 1; F1 = {00101} ∩ {01101}, где x2 = 1;

F2 = {01101} ∩ {01001}, где x3 = 1; F3 = {01001} ∩ {01011}, где x4 = 1;

F4 = {01011} ∩ {01010}, где x5 = 1; F5 = {01010} ∩ {11010}, где x1 = 1;

F6 = {11010} ∩ {10010}, где x2 = 1; F7 = {10010} ∩ {10110}, где x3 = 1;

F8 = {10110} ∩ {10100}, где x4 = 1; F9 = {10100} ∩ {10101}, где x5 = 1.

Для точек всех этих граней их сдвиги вдоль траекторий системы (1) внутри блоков, образую-
щих область Ω1, обозначим

p0 : F0 → F1, p1 : F1 → F2, p2 : F2 → F3, p3 : F3 → F4, p4 : F4 → F5,

p5 : F5 → F6, p6 : F6 → F7, p7 : F7 → F8, p8 : F8 → F9, p9 : F9 → F10 = F0.

Композиция перечисленных десяти сдвигов P : F0 → F0 является отображением Пуанкаре для
цикла, который мы описали в [1].

В каждом из блоков области Ω1 динамическая система (1) и её многомерные аналоги име-
ют очень простой вид, например, в первом блоке {00101} диаграммы (2) уравнения системы (1)
принимают вид

ẋ1 = −k1x1, ẋ2 = k2(a2 − x2), ẋ3 = k3(a3 − x3), ẋ4 = −k4x4, ẋ5 = k5(a5 − x5).

Рассматривая эти уравнения в замыкании блока {00101}, выберем в качестве начальной точ-
ки траектории C (цикла, который мы будем конструировать) произвольную внутреннюю точ-
ку X(0) на грани F0 с координатами x(0)1 = 1, x(0)2 < 1, x(0)3 > 1, x(0)4 < 1, x(0)5 > 1. Согласно
диаграмме (2), следующая точка X(1) пересечения C с границей блока {00101} лежит в гра-
ни F1. В этом блоке решение системы (1) имеет вид

x1(t) = x
(0)
1 e−k1t, x2(t) = a2 + (x

(0)
2 − a2)e

−k2t, x3(t) = a3 + (x
(0)
3 − a3)e

−k3t,

x4(t) = x
(0)
4 e−k4t, x5(t) = a5 + (x

(0)
5 − a5)e

−k5t.
(3)
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При t = 0 рассматриваемая нами траектория C не касается грани F0, а при t = t1 > 0,
определяемом из условия e−k2t1 = (a2−1)

(
a2−x(0)2

)−1, эта траектория попадает на грань F1, где
x2 = 1. Нетрудно проверить, что и к грани F1 траектория C в рассматриваемом блоке подходит
под ненулевым углом. Из формул (3) и диаграммы (2) следует, что на другие грани блока
{00101} траектория точки X(0) попасть не сможет никак. Для гладких монотонно убывающих
функций fj в частном случае k1 = k2 = · · · = k5 аналогичные рассуждения были проведены
в [5].

Таким образом, точка пересечения X(1) = F1 ∩ C имеет координаты

x
(1)
1 = x

(0)
1

(
a2 − 1

a2 − x(0)2

)k1/k2

; x
(1)
2 = 1; x

(1)
3 = a3 +

(
x
(0)
3 − a3

)( a2 − 1

a2 − x(0)2

)k3/k2

;

x
(1)
4 = x

(0)
4

(
a2 − 1

a2 − x(0)2

)k4/k2

; x
(1)
5 = a5 +

(
x
(0)
5 − a5

)( a2 − 1

a2 − x(0)2

)k5/k2

.

(4)

В следующем за {00101} блоке {01101} диаграммы (2) динамическая система (1) прини-
мает вид

ẋ1 = −k1x1; ẋ2 = k2(a2 − x2); ẋ3 = −k3x3; ẋ4 = −k4x4; ẋ5 = k5(a5 − x5).

При t = t2 > t1, которое определяется из условия перехода C в следующий за {01101}
блок {01001} диаграммы (2): x3(t2) = x

(1)
3 e−k3(t2−t1) = 1, траектория C под ненулевым углом

попадает на грань F2, где x3 = 1, в точку с координатами

x
(2)
1 = x

(1)
1

(
x
(1)
3

)−k1/k3 ; x
(2)
2 = a2 + (x

(1)
2 − a2)

(
x
(1)
3

)−k2/k3 ; x
(2)
3 = 1;

x
(2)
4 = x

(1)
4

(
x
(1)
3

)−k4/k3 ; x
(2)
5 = a5 + (x

(1)
5 − a5)

(
x
(1)
3

)−k2/k3 .
(5)

Аналогичными соотношениями, отличающимися от (4) и (5) только индексами, описываются
и все остальные переходы pj траекторий динамической системы (1) с грани на грань вдоль
стрелок диаграммы (2).

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 И 2

Доказательство теоремы 1. Зададим на грани F0 координатную систему Ou1u2u3u4,
для которой F0 является единичным кубом K4 в положительном октанте R4

+ и начало коор-
динат расположено в точке E.

Пусть ν : F0 → K4 — нормирующий линейный диффеоморфизм и U := (u1, u2, u3, u4)
∈ K4. Рассмотрим отображение Π = ν ◦ P ◦ ν−1 : K4 → K4, и пусть в системе координат
Ou1u2u3u4 оно имеет вид Π(U) = (ψ1(U), ψ2(U), ψ3(U), ψ4(U)).

Зададим в K4 частичный порядок: будем говорить, что точка U = (u1, u2, u3, u4) ∈ K4

меньше или равна точке W = (w1, w2, w3, w4) ∈ K4, если ui 6 wi. Здесь и далее i = 1, 2, 3, 4.
Обозначим этот порядок U �W или U ≺W , если хотя бы одно из неравенств ui 6 wi является
строгим.

Так же, как и в [1], устанавливается, что отображение Π монотонно относительно такого
порядка: если U ≺W , то Π(U) ≺ Π(W ) и при этом все неравенства между координатами точек
Π(U) и Π(W ) строгие.

С помощью формул (3)–(5) переходов с грани на грань и их аналогов, как и в [1, 7, 18],
несложными вычислениями проверяется следующая
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Лемма 1. Отображение Π инъективно, ψi(0, 0, 0, 0) = 0. Для всех точек u ∈ K4, от-
личных от начала координат O, выполнены неравенства 0 < ψi(u) < 1. Первые производ-
ные функций ψi строго положительны. Все вторые производные функций ψi строго отрца-
тельны.

В дальнейшем из свойств координатных функций ψi мы будем использовать только оче-
видные неравенства 0 6 ψi(u) < 1, а также положительность их первых производных и от-
рицательность вторых. Общий ход доказательства теоремы 1 был предложен В.В.Ивановым
в [18] при исследовании трёхмерной динамической системы, подобной (1), где был доказан
аналог следующего утверждения.

Лемма 2. Существует единственное число u01 ∈ (0, 1) такое, что ψ1

(
u01, 0, 0, 0

)
= u01.

Вся разница в формулировках и доказательствах этих двух аналогов состоит в количестве
нулевых координат в последнем равенстве.

Зафиксируем теперь точку (u2, u3, u4) в единичном трёхмерном кубе и рассмотрим функ-
цию

∆1(u1, u2, u3, u4) = ψ1(u1, u2, u3, u4)− u1. (6)

Из леммы 1 следует, что график этой функции одной переменной u1 является выпуклым вверх.
Лемма 3. Для каждой точки (u2, u3, u4) существует единственное u1 = χ1(u2, u3, u4)

в интервале (0, 1) такое, что

ψ1(χ1(u2, u3, u4), u2, u3, u4)− χ1(u2, u3, u4) = 0. (7)

Доказательство. Ввиду очевидных неравенств ∆1(0, u2, u3, u4) = ψ1(0, u2, u3, u4)− 0 > 0
и ∆1(1, u2, u3, u4) = ψ1(1, u2, u3, u4)− 1 < 0 такое u1 = χ1(u2, u3, u4) существует и единственно,
поскольку график функции ∆1(u1, u2, u3, u4) выпукл. Значит, первая производная этой функ-
ции в точке u1 = χ1(u2, u3, u4) строго отрицательна. Из теоремы о неявной функции следует
гладкость функции u1 = χ1(u2, u3, u4).

Продифференцировав (6) по u1, а (7) по ui, мы видим, что если u1 = χ1(u2, u3, u4), то

0 <
∂ψ1

∂u1
< 1,

∂χ1

∂ui
> 0,

∂2

∂ui∂us
(ψ1(χ1(u2, u3, u4), u2, u3, u4)− χ1(u2, u3, u4)) < 0

и все вторые производные функции u1 = χ1(u2, u3, u4) отрицательны. Здесь i, s = 2, 3, 4.
Зафиксируем в единичном квадрате точку (u3, u4), и рассмотрим функцию

∆2(χ1(u2, u3, u4), u2, u3, u4) = ψ2(χ1(u2, u3, u4), u2, u3, u4)− u2

одной переменной u2. Как и в предыдущей лемме, график этой функции является выпуклым
поскольку

∂

∂u2
∆2(χ1(u2, u3, u4), u2, u3, u4) =

∂ψ2

∂u1

∂χ1

∂u2
+
∂ψ2

∂u2
− 1

и каждое слагаемое в
∂2

∂u22
∆2(χ1(u2, u3, u4), u2, u3, u4) представлено в виде произведения первых

производных функций ψ2 и χ1 на вторую производную одной из этих функций. Из леммы 1,

как и выше, следует неравенство
∂2

∂u22
∆2(χ1(u2, u3, u4), u2, u3, u4) < 0, значит, график этой

функции выпукл. �

Лемма 4. Для каждой точки (u3, u4) существует единственное u2 = χ2(u3, u4) ∈ (0, 1)
такое, что

ψ2(χ1(u2, u3, u4), χ2(u3, u4), u3, u4) = χ2(u3, u4). (8)
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Доказательство. Так как

∆2(χ1(u2, u3, u4), 0, u3, u4) = ψ2(χ1(u2, u3, u4), 0, u3, u4)− 0 > 0,

∆2(χ1(u2, u3, u4), 1, u3, u4) = ψ2(χ1(u2, u3, u4), 1, u3, u4)− 1 < 0,

а график функции ∆2(χ1(u2, u3, u4), u2, u3, u4) выпуклый, то такое u2 = χ2(u3, u4)
существует и единственно. Из этой выпуклости следует, что производная функции
∆2(χ1(u2, u3, u4), u2, u3, u4) по переменной u2 в точке u2 = χ2(u3, u4) строго отрицательна,

значит, u2 = χ2(u3, u4) является гладкой функцией и
∂ψ2

∂u1

∂χ1

∂u2
< 1 − ∂ψ2

∂u2
. Левая часть этого

неравенства положительна, значит, правая часть положительна тоже. Продифференцируем (8)
по переменным us, где s = 3, 4. Тогда

∂ψ2

∂u1

∂χ1

∂u2

∂χ2

∂us
+
∂ψ2

∂u1

∂χ1

∂us
+
∂ψ2

∂u2

∂χ2

∂us
+
∂ψ2

∂us
=
∂χ2

∂us
или

∂ψ2

∂us
+
∂ψ2

∂u1

∂χ1

∂us
=

[
1− ∂ψ2

∂u2
− ∂ψ2

∂u1

∂χ1

∂u2

]
∂χ2

∂us
.

Как показано в предыдущей лемме, в последнем равенстве выражение в квадратных скобках
положительно, левая его часть также положительна, значит, все первые производные функ-
ции χ2(u3, u4) положительны; таким же образом проверяется отрицательность всех её вторых
производных.

Зафиксируем в единичном интервале точку u4 и рассмотрим функцию переменной u3:
∆3(χ1(u2, u3, u4), χ2(u3, u4), u3, u4) = ψ3(χ1(u2, u3, u4), χ2(u3, u4), u3, u4)−u3. Здесь, конечно же,
u2 = χ2(u3, u4), но с целью упрощения формул мы эту подстановку не произвели. Как и выше,
функция ∆3 выпукла, поскольку
∂

∂u3
ψ3(χ1(u2, u3, u4), χ2(u3, u4), u3, u4)− 1 =

∂ψ3

∂u1

∂χ1

∂u2

∂χ2

∂u3
+
∂ψ3

∂u1

∂χ1

∂u3
+
∂ψ3

∂u2

∂χ2

∂u3
+
∂ψ3

∂u3
− 1 (9)

и каждое слагаемые в
∂2

∂u23
∆3(χ1(u2, u3, u4), χ2(u3, u4), u3, u4) представлено в виде произведения

первых производных функций ψ3, χ1 и χ2 на вторую производную одной из этих функций. �

Из лемм 1–4 вытекает, что
∂2

∂u23
∆3(χ1(u2, u3, u4), χ2(u3, u4), u3, u4) < 0, потому у этой функ-

ции график выпуклый.
Лемма 5. Для каждого u4 существует единственное u3 = χ3(u4) ∈ (0, 1) такое, что

ψ3(χ1(u2, u3, u4), χ2(u3, u4), χ3(u4), u4) = χ3(u4).

Доказательство. Из очевидных неравенств

∆3(χ1(u2, u3, u4), χ2(u3, u4), 0, u4) > 0,

∆3(χ1(u2, u3, u4), χ2(u3, u4), 1, u4) = ψ3(χ1(u2, u3, u4), χ2(u3, u4), 1, u4)− 1 < 0

следует, что такое u3 = χ3(u4) существует и единственно. Поскольку у функции
∆3(χ1(u2, u3, u4), χ2(u3, u4), u3, u4) график выпукл, при u3 = χ3(u4) производная этой функ-
ции строго отрицательна, и поэтому u3 = χ3(u4) — гладкая функция. Как и в предыдущих
леммах, устанавливается, что первые производные этой функции положительны, а вторые
производные отрицательны.

Из (9) вытекает, что при u3 = χ3(u4) выполнено неравенство

∂ψ3

∂u1

∂χ1

∂u2

∂χ2

∂u3
+
∂ψ3

∂u1

∂χ1

∂u3
+
∂ψ3

∂u2

∂χ2

∂u3
< 1− ∂ψ3

∂u3
;

левая часть положительна, значит, и правая положительна. �
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Лемма 6. На интервале (0, 1) существует единственное число u04 такое, что

ψ4

[
χ1

(
χ2

(
χ3

(
u04
)
, u04
)
, χ3

(
u04
)
, u04
)
, χ2

(
χ3

(
u04
)
, u04
)
, χ3

(
u04
)
, u04
]

= u04.

Доказательство проводится по схеме доказательств предыдущих утверждений.
Из доказанных лемм вытекает, что во внутренности куба K4 отображение Π имеет в точ-

ности одну неподвижную точку U0, координаты которой определяются последовательно по
определению функций χ1, χ2, χ3:

u04 из леммы 6; u03 = χ3

(
u04
)
; u02 = χ2

(
u03, u

0
4

)
; u01 = χ1

(
u02, u

0
3, u

0
4

)
.

Матрица Якоби отображения Π в его неподвижной точке U0 строго положительна, и её

диагональные элементы
∂ψi

∂ui
строго меньше единицы.

Рассмотрим в грани F0 точку P 0 = ν−1(U0). Мы установили, что Π(U0) = U0, значит,
точка P 0 является неподвижной для отображения Пуанкаре P = ν−1 ◦ Π ◦ ν системы (1),
траектория C этой точки U0 возвращается в неё после обхода по стрелкам диаграммы (2),
и потому является единственным циклом системы (1), проходящим по блокам этой диаграммы.
Теорема 1 доказана. �

Доказательство теоремы 2. Обозначим через V вершину куба K4, противоположную
началу координат. Относительно частичного порядка ≺ в этом кубе точка V максимальна,
все её координаты единичные. Из формул (3)–(5) и их аналогов, описывающих переходы тра-
екторий с грани на грань, согласно диаграмме (2) следует, что Π(V ) ≺ V ; Π(Π(V )) ≺ Π(V );
Π(Π(Π(V ))) ≺ Π(Π(V )); с ростом номера итерации все координаты точек этой последователь-
ности монотонно убывают, [1, 7].

Как было показано в лемме 7 [1], в окрестности начала координат O куба K4 найдётся
такая точка P , что P ≺ Π(P ) ≺ Π(V ) ≺ V . Значит, монотонно убывающая последовательности
точек Π(Π(Π . . . (V ))) не может иметь своим пределом начало координат в кубеK4. Монотонно
возрастающая последовательность итераций Π(Π(Π . . . (P ))) также ограничена, и поэтому пре-
делы обеих последовательностей очевидным образом совпадают с единственной неподвижной
точкой U0 отображения Π.

Множество точек W ∈ K4 таких, что P ≺ W ≺ V , образуют окрестность GP (U0) этой
неподвижной точки, и потому для всех W ∈ GP (U0) выполняются соотношения

Π(Π(P )) ≺ Π(Π(W )) ≺ Π(Π(V )); Π(Π . . . (P )) ≺ Π(Π . . . (W )) ≺ Π(Π . . . (V )); . . . .

Следовательно, последовательность итераций Π(W ), Π(Π(W )), Π(Π(Π(W ))) . . . также сходит-
ся к неподвижной точке U0 (вообще говоря, не монотонно), и потому начинающаяся в точкеW
траектория системы (1) притягивается к траектории точки U0, т. е. к циклу C.

Как и в доказательстве леммы 7 [1], можно проверить, что итерации отображения Π всех
точек куба K4, кроме начала координат O, со временем попадают в подходящую окрестность
GP (U0), поэтому построенный в инвариантной области Ω1 цикл C устойчив, и теорема 2 дока-
зана. �

В случае размерности 3 для блочно-линейной динамической системы вида (1) подобное до-
казательство устойчивости цикла C было проведено в [18]. Несколько иными методами условия
устойчивости такого цикла для гладких аналогов трёхмерной и пятимерной системы вида (1)
получены в [5, 19]. Однако в таких системах старших размерностей вне инвариантных обла-
стей, составленных из одновалентных блоков, могут содержаться и другие циклы, а также
инвариантные поверхности (см. [6, 10, 17]), и поведение траекторий в таких неинвариантных
областях, и в целом в фазовых портретах, может оказаться намного более сложным [20–22].
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