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Представлен подход к построению компартментных моделей живых систем на основе ли-
нейных неавтономных дифференциальных уравнений с переменным запаздыванием. Диф-
ференциальные уравнения описывают динамику численности элементов живых систем,
находящихся в компартментах, и дополняются набором линейных интегральных уравне-
ний, отражающих динамику численности элементов, находящихся в процессе перемещения
между компартментами. Уравнения модели содержат неотрицательные начальные дан-
ные, учитывающие предысторию динамики численности элементов живых систем. Уста-
новлены существование, единственность и неотрицательность решений модели на полуоси.
Получены двусторонние оценки на сумму всех компонент решения. Показана экспоненци-
альная устойчивость тривиального решения системы дифференциальных уравнений при
отсутствии внешнего источника поступления элементов живых систем. Рассмотрена ком-
партментная модель динамики ВИЧ-1 инфекции в организме инфицированного человека.
Для исследования модели использованы свойства невырожденных M -матриц. Получены
условия экспоненциальной и асимптотической устойчивости тривиального решения моде-
ли, интерпретируемые как условия искоренения ВИЧ-1 инфекции за счёт неспецифиче-
ских факторов защиты организма человека.
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ВВЕДЕНИЕ

Дифференциальные уравнения активно используются для разработки математических
моделей живых систем. Важным аспектом применения дифференциальных уравнений являет-
ся построение высокоразмерных моделей, учитывающих пространственную организацию той
или иной живой системы. В частности, при исследовании процессов, протекающих в орга-
низме человека, необходимо учитывать потоки и перемещения различных веществ, клеток
нескольких типов, вирусных частиц, лимфы, крови и т. д. между отдельными органами. При
разработке математических моделей совокупность отдельных органов обычно называют ком-
партментами, а сами модели — компартментными моделями.

Возникающие компартментные модели обычно опираются на системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, включая дифференциальные уравнения с запаздыванием, а также
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уравнения в частных производных. Примеры компартментных моделей в задачах фармамо-
кинетики, токсикологии, физиологии и иммунологиии приведены в работах [1–6]. Использо-
вание запаздывающих переменных в обыкновенных дифференциальных уравнениях обуслов-
лено необходимостью учёта так называемого транспортного запаздывания [7]. Транспортное
запаздывание описывает время, необходимое для перемещения тех или иных объектов между
различными компартментами. Схема построения и результаты исследования некоторых ком-
партментных моделей на основе дифференциальных уравнений с запаздыванием представле-
ны в работах [8, 9].

В настоящей работе рассматривается компартментная модель, учитывающая явное опи-
сание переменных не только в отдельных компартментах, но и в трубках, их соединяющих.
Транспортные запаздывания представлены в виде некоторых функций, зависящих от време-
ни. Построенная модель применяется для изучения динамики ВИЧ-1 инфекции в начальном
периоде после инфицирования здорового человека.

В задачи работы входит: 1) вывод уравнений компартментной модели и исследование
свойств её решений, 2) вывод уравнений компартментной модели динамики ВИЧ-1 инфек-
ции и изучение условий искоренения инфекции за счёт неспецифических факторов защиты
организма.

1. УРАВНЕНИЯ КОМПАРТМЕНТНОЙ МОДЕЛИ
И СВОЙСТВА ЕЁ РЕШЕНИЙ

1.1. Обозначения и уравнения модели

Будем изучать популяцию частиц A, среди которых выделим частицы популяции Ai, на-
ходящиеся в компартменте Ni, и частицы популяции Aij , перемещающиеся между компарт-
ментами Ni, Nj , 1 6 i, j 6 m, i 6= j. Параметр m задаёт количество компартментов. Полагаем,
что компартменты Ni, Nj связаны не более чем одной трубкой Pij , по которой перемещение
частиц популяции Aij является однонаправленным и, кроме того, перемещение частиц попу-
ляции Ai из компартмента Ni снова в компартмент Ni по некоторой трубке Pii невозможно,
1 6 i, j 6 m, i 6= j.

Введём параметры модели. Зафиксируем 1 6 i, j 6 m, i 6= j. Положим, что константа
ri > 0 означает скорость притока частиц популяции Ai в компартмент Ni из некоторого внеш-
него источника; константа µi > 0 — интенсивность гибели частиц популяции Ai; константа
γij > 0 — интенсивность поступления частиц популяции Ai из компартмента Ni в трубку Pij ;
константа µij > 0 — интенсивность гибели частиц популяции Aij , 1 6 i, j 6 m, i 6= j. При-
мем, что переменная величина hij(t) задаёт момент начала перемещения частиц популяции Aij
изNi вNj по Pij при условии, что они завершили перемещение в момент времени t. Выражение
t − hij(t) интерпретируется как длительность перемещения частиц популяции Aij из Ni в Nj

по Pij . Здесь и далее hij(t) рассматриваем как непрерывно-дифференцируемую функцию t,
удовлетворяющую следующим условиям:

t− ω(1)
ij 6 hij(t) 6 t− ω(2)

ij , 0 < ḣij(t) =
dhij(t)

dt
6 νij ,

где ω(1)
ij > ω

(2)
ij > 0, νij > 0, — некоторые константы.

Приведём два примера функции hij(t). В первом из них hij(t) = t − ωij , где
ωij > 0 — константа, задающая длительность перемещения частиц популяции Aij по труб-
ке Pij , не зависящую от времени t. Во втором примере положим, что hij(t) = t − ωij(t), где
ωij(t) = ωij + cij cos(ϕijt), константы cij > 0, ϕij > 0 таковы, что cij < ωij , cijϕij < 1. Здесь
функция ωij(t) описывает периодические изменения длительности перемещения частиц попу-
ляции Aij по трубке Pij .
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Обозначим через xi(t) численность популяции частиц Ai; xij(t) — численность популяции
частиц Aij в момент времени t, 1 6 i, j 6 m, i 6= j.

Для вывода уравнений модели рассмотрим компартменты N1, N2, соединённые трубка-
ми P12, P21. Примем, что переменные x1(t), x2(t) описываются системой дифференциальных
уравнений

dx1(t)

dt
= r1 − (µ1 + γ12)x1(t) + f21(t), (1.1)

dx2(t)

dt
= r2 − (µ2 + γ21)x2(t) + f12(t), (1.2)

где γ12 > 0, γ21 > 0, функция fji(t) > 0 — скорость притока частиц популяции Ai за счёт
поступления в Ni частиц популяции Aji, перемещающихся по Pji, i, j = 1, 2, i 6= j.

Запишем уравнения для x12(t), x21(t) в интегральной форме:

x12(t) =

t∫
h12(t)

e−µ12(t−a)γ12x1(a) da, (1.3)

x21(t) =

t∫
h21(t)

e−µ21(t−a)γ21x2(a) da. (1.4)

Пусть i, j = 1, 2, i 6= j. В уравнениях (1.3), (1.4) выражение γijxi(a)da описывает количество
частиц популяции Ai, начавших переход из Ni в Nj по Pij за промежуток времени (a; a+ da).
Множитель exp(−µij(t−a)) учитывает долю погибающих частиц в процессе их перехода по Pij .

Выполняя формальное дифференцирование соотношений (1.3), (1.4), приходим к диффе-
ренциальным уравнениям для x12(t), x21(t):

dx12(t)

dt
= −µ12x12(t) + γ12x1(t)− e−µ12(t−h12(t))γ12x1(h12(t))ḣ12(t), (1.5)

dx21(t)

dt
= −µ21x21(t) + γ21x2(t)− e−µ21(t−h21(t))γ21x2(h21(t))ḣ21(t). (1.6)

Исходя из структуры слагаемых в уравнениях (1.1)–(1.6), принимаем, что

f21(t) = e−µ21(t−h21(t))γ21x2(h21(t))ḣ21(t),

f12(t) = e−µ12(t−h12(t))γ12x1(h12(t))ḣ12(t).

Дополняя соотношения (1.1)–(1.6) начальными данными для переменных x1(t), x2(t) при
t = 0, приходим к уравнениям двухкомпартментной модели:

dx1(t)

dt
= r1 − (µ1 + γ12)x1(t) + e−µ21(t−h21(t))γ21x2(h21(t))ḣ21(t), (1.7)

dx2(t)

dt
= r2 − (µ2 + γ21)x2(t) + e−µ12(t−h12(t))γ12x1(h12(t))ḣ12(t), (1.8)

x12(t) =

t∫
h12(t)

e−µ12(t−a)γ12x1(a) da, (1.9)

x21(t) =

t∫
h21(t)

e−µ21(t−a)γ21x2(a) da, t > 0, (1.10)

x1(t) = x01(t), t ∈ [h12(0); 0], x2(t) = x02(t), t ∈ [h21(0); 0], (1.11)
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где начальные функции x01(t), x02(t) неотрицательны и непрерывны, под производными пе-
ременных x1(t), x2(t) при t = 0 понимаются их правосторонние производные. Заметим, что
уравнения (1.9), (1.10) носят вспомогательный характер, поскольку переменные x12(t), x21(t)
не входят в уравнения (1.7), (1.8) и в начальные данные (1.11). Вместе с тем, переменные
x12(t), x21(t) отражают динамику численности популяций частиц A12, A21 в общем балансе
численности частиц популяции A.

Опираясь на приведённый выше подход, перейдём к компартментной модели общего вида

dxi(t)

dt
= ri −

(
µi +

m∑
j=1,
j 6=i

γij

)
xi(t) +

m∑
k=1
k 6=i

e−µki(t−hki(t))γkixk(hki(t))ḣki(t), 1 6 i 6 m, (1.12)

xij(t) =

t∫
hij(t)

e−µij(t−a)γijxi(a)da, 1 6 i, j 6 m, i 6= j, t > 0, (1.13)

xi(t) = x0i (t), t ∈ [τi; 0], 1 6 i 6 m, (1.14)

где начальные функции x0i (t) неотрицательны и непрерывны,

τi = min
16j6m
j 6=i
γij 6=0

hij(0) < 0,

под производными переменных xi(t) при t = 0 понимаются их правосторонние производные,
1 6 i 6 m.

Отметим, что параметры, используемые в уравнениях (1.12), (1.13), являются неотрица-
тельными, а производные ḣki(t) в (1.12) положительны. Это, в частности, означает, что си-
стема уравнений (1.12) имеет специальную структуру и её можно отнести к так называемым
системам уравнений Важевского или позитивным системам с запаздыванием (см., например,
работы [10–12] и приведённые в них ссылки).

1.2. Некоторые свойства решений модели

Исходя из структуры уравнений компартментной модели (1.12)–(1.14), получаем, что для
её исследования достаточно рассмотреть задачу Коши для системы дифференциальных урав-
нений (1.12) с начальными данными (1.14). Решением задачи Коши (1.12), (1.14) на проме-
жутке [0;∞) назовём функцию x(t) = (x1(t), . . . , xm(t))

T , непрерывную (покомпонентно) на
промежутках [τi; 0] ∪ [0;∞), 1 6 i 6 m, непрерывно дифференцируемую (покомпонентно) на
промежутке [0;∞), удовлетворяющую начальным условиям (1.14) и уравнениям (1.12) для
всех t ∈ [0;∞) (с учётом правосторонних производных компонент x(t) при t = 0) [7, 13].

Заметим, что система уравнений (1.12) с начальными данными (1.14) представляет со-
бой один из примеров математических моделей живых систем, исследованных в работе [14].
Учитывая структуру правых частей системы (1.12), включая их линейность по переменным
xi(t), xk(hki(t)), 1 6 i, k 6 m, i 6= k, положительность параметров µi, 1 6 i 6 m, непрерыв-
ность и неотрицательность начальных функций в (1.14), получаем, что выполнены предполо-
жения (H0) и (H3) работы [14]. Используя теорему 1 работы [14], устанавливаем, что задача
Коши (1.12), (1.14) имеет на промежутке [0;∞) единственное решение x(t) и это решение
является неотрицательным (покомпонентно). Кроме того, решение x(t) на каждом конечном
промежутке [0; τ ], τ > 0, непрерывным образом зависит от начальных функций.

Исходя из свойств решения x(t), непосредственно получаем, что каждая из переменных
модели xij(t), заданная соотношением (1.13), определена, непрерывна и неотрицательна на
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промежутке [0;∞). Более того, соотношение (1.13) можно продифференцировать по t и перей-
ти к дифференциальному уравнению

dxij(t)

dt
= −µijxij(t) + γijxi(t)− e−µij(t−hij(t))γijxi(hij(t))ḣij(t),

1 6 i, j 6 m, i 6= j, t > 0, (1.15)

дополненному начальными данными

xij(0) = x0ij =

0∫
hij(0)

eµijaγijx
0
i (a) da, 1 6 i, j 6 m, i 6= j. (1.16)

При t = 0 в (1.15) под
dxij
dt

(t) понимается правосторонняя производная.
В уравнениях (1.12)–(1.14) заменим (1.13) на соотношения (1.15), (1.16). Это позволяет

записать оценки на общую численность популяции частиц A. Введём обозначения:

xS(t) =
m∑
i=1

xi(t) +
m∑

i,j=1
i 6=j

xij(t), t > 0,

x0S =

m∑
i=1

x0i (0) +

m∑
i,j=1
i 6=j

x0ij > 0, rS =

m∑
i=1

ri > 0,

µ
(1)
S = min

16i
j6m
i 6=j

{µi, µij} > 0, µ
(2)
S = max

16i
j6m
i 6=j

{µi, µij} > 0.

Складывая уравнения (1.12), (1.15) и начальные данные (1.14), (1.16), приходим к соот-
ношениям

dxS(t)

dt
= rS −

m∑
i=1

µixi(t)−
m∑

i,j=1
j 6=i

µijxij(t), t > 0, (1.17)

xS(0) = x0S . (1.18)

Учитывая неотрицательность функций xi(t), xij(t), от (1.17) приходим к дифференциальным
неравенствам

dxS(t)

dt
6 rS − µ(1)S xS(t),

dxS(t)

dt
> rS − µ(2)S xS(t), t > 0, (1.19)

дополненным соотношением (1.18). Интегрируя (1.19) с помощью введения вспомогательных
экспонент exp

(
µ
(1)
S t
)
, exp

(
µ
(2)
S t
)
и используя (1.18), приходим к следующему результату.

Утверждение 1. Для решения задачи Коши (1.12), (1.14), (1.15), (1.16) имеет место
двусторонняя оценка(

x0S −
rS

µ
(2)
S

)
e−µ

(2)
S t +

rS

µ
(2)
S

6 xS(t) 6

(
x0S −

rS

µ
(1)
S

)
e−µ

(1)
S t +

rS

µ
(1)
S

, t > 0. (1.20)

Предположим, что в модели (1.12)–(1.14) отсутствует внешний источник поступления ча-
стиц популяции A, т. е. константа rS , входящая в оценки (1.20), такова, что rS = 0. Обратимся
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к решению x(t) задачи Коши (1.12), (1.14). Замечаем, что эта задача имеет тривиальное реше-

ние x(t) ≡ 0 при нулевых начальных функциях (1.14). Обозначим ‖x(t)‖Rm =
m∑
i=1

xi(t), t > 0.

Из (1.20) следует, что при x0S > 0 имеет место оценка

‖x(t)‖Rm 6 x0Se
−µ(1)S t, t > 0. (1.21)

Константа x0S , используемая в (1.21), выражается только через начальные функции x0i (t) для
переменных xi(t), 1 6 i 6 m. Из неравенства (1.21) вытекает следующий результат.

Утверждение 2. Пусть в системе (1.12) ri = 0, 1 6 i 6 m. Тогда система (1.12) имеет
тривиальное решение x(t) ≡ 0, и это решение является экспоненциально устойчивым.

2. ИССЛЕДОВАНИЕ КОМПАРТМЕНТНОЙ МОДЕЛИ ДИНАМИКИ
ВИЧ-1 ИНФЕКЦИИ

2.1. Обозначения и предположения
Для исследования динамики ВИЧ-1 инфекции в организме человека используются раз-

личные математические модели, опирающиеся на известные закономерности относительно ме-
ханизмов протекания этого заболевания (см. работы [4–6, 15, 16] и приведённые в них ссылки).
Если рассматривать процесс развития ВИЧ-1 инфекции в течение относительно короткого
периода времени после инфицирования здорового человека (от нескольких дней до трёх–
четырёх недель), то основными компонентами процесса выступают зрелые вирусные части-
цы (вирионы) и продуктивно-инфицированные клетки. Вирионы контактируют с клетками-
мишенями (CD4+Т-лимфоцитами, макрофагами, дендритными клетками), проникают в эти
клетки и запускают процесс превращения клеток-мишеней в продуктивно-инфицированные
клетки. Продуктивно-инфицированные клетки производят новые вирусные частицы, которые
в свою очередь инфицируют новые клетки-мишени.

Продуктивно-инфицированные клетки и вирионы могут находиться в лимфоузлах и пере-
мещаться между ними по лимфатическим сосудам вместе с потоком лимфы, а также могут по-
гибать вследствие воздействия различных факторов, в том числе факторов неспецифической
защиты организма от микробов, бактерий, вирусов и т. д. Поток лимфы по лимфатическому
сосуду, соединяющему два лимфоузла, является однонаправленным. Структура лимфатиче-
ской системы человека, используемая в математических моделях динамики ВИЧ-1 инфекции,
приведена, например, в работах [4, 6]. Особенностью и новизной приведённой ниже модели
является учёт производства вирусных частиц продуктивно-инфицированными клетками не
только в отдельных лимфоузлах, но и в процессе перемещения этих клеток по лимфатиче-
ским сосудам.

2.2. Вывод уравнений модели
Зафиксируем 1 6 i, j 6 m, i 6= j. Примем далее, что лимфоузлы представляют собой

компартменты Ni, а лимфатические сосуды — трубки Pij . Введём обозначения: Ai, Aij — попу-
ляции продуктивно-инфицированных клеток, находящихся соответственно в компартменте Ni

и в трубке Pij ; Vi, Vij — популяции вирионов, находящихся соответственно в компартмен-
те Ni и в трубке Pij . Численность популяций Ai, Aij , Vi, Vij в момент времени t обозначим
соответственно через xi(t), xij(t), yi(t), yij(t).

Запишем уравнения для xi(t), yi(t) без учёта перемещений клеток и вирионов между
компартментами. Эти уравнения имеют вид

dxi(t)

dt
= −(µ(A)i + σiρi)xi(t) + βiyi(t), (2.1)

dyi(t)

dt
= −(µ(V )

i + βi)yi(t) + ρixi(t), (2.2)
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где константы µ
(A)
i > 0, µ(V )

i > 0 — интенсивности гибели клеток популяции Ai и вирионов
популяции Vi за счёт процессов естественного старения и воздействия на них неспецифиче-
ских факторов защиты организма человека, константа ρi > 0 — интенсивность производства
вирионов популяции Vi клетками популяции Ai, константа 0 < σi < 1 — доля клеток популя-
ции Ai, погибающих в результате производства вирионов популяции Vi, константа βi > 0 —
интенсивность производства клеток популяции Ai в процессе контактов вирионов популяции Vi
с клетками-мишенями. Предполагается, что численность популяции клеток-мишеней для ви-
рионов поддерживается на постоянном и достаточно высоком уровне.

Дополним систему (2.1), (2.2) уравнениями и слагаемыми, описывающими перемещения
клеток и вирионов между компартментами, без учёта производства вирионов в трубках, со-
единяющих компартменты. Для описания связей между компартментами введём m×m неот-
рицательные матрицы

γ(A) =
(
γ
(A)
ij

)
, γ(V ) =

(
γ
(V )
ij

)
,

элементы которых γ(A)ij , γ(V )
ij означают интенсивности поступления клеток популяции Ai и ви-

рионов популяции Vi из Ni в Pij для i 6= j. Принимаем, что для каждого 1 6 i 6 m существует
1 6 j 6 m, j 6= i, такой, что γ(A)ij > 0, γ(V )

ij > 0 и, кроме того, для указанного j верно γ(A)ji = 0,

γ
(V )
ji = 0. Положим

γ̂
(A)
i =

m∑
j=1
j 6=i

γ
(A)
ij > 0, γ̂

(V )
i =

m∑
j=1
j 6=i

γ
(V )
ij > 0.

Обозначим через µ(A)ij > 0, µ(V )
ij > 0 интенсивности гибели клеток популяции Aij и вирионов

популяции Vij в процессе перемещения по Pij , 1 6 i, j 6 m, j 6= i.
Следуя уравнениям модели (1.12), (1.13), получаем систему уравнений для xi(t), xij(t),

yi(t), yij(t), а именно:

dxi(t)

dt
= −

(
µ
(A)
i + σiρi + γ̂

(A)
i

)
xi(t) + βiyi(t) +

m∑
k=1
k 6=i

e−µ
(A)
ki (t−hki(t))γ

(A)
ki xk(hki(t))ḣki(t), (2.3)

xij(t) =

t∫
hij(t)

e−µ
(A)
ij (t−a)γ

(A)
ij xi(a) da, (2.4)

dyi(t)

dt
= −

(
µ
(V )
i + βi + γ̂

(V )
i

)
yi(t) + ρixi(t) +

m∑
k=1
k 6=i

e−µ
(V )
ki (t−hki(t))γ

(V )
ki yk(hki(t))ḣki(t), (2.5)

yij(t) =

t∫
hij(t)

e−µ
(V )
ij (t−a)γ

(V )
ij yi(a) da, 1 6 i, j 6 m, j 6= i, t > 0. (2.6)

Систему уравнений (2.3)–(2.6) дополним начальными данными:

xi(t) = x0i (t), yi(t) = y0i (t), t ∈ [τi; 0],

τi = min
16j6m
j 6=i

γ
(A)
ij 6=0

{
hij(0)

}
< 0, 1 6 i 6 m. (2.7)

Под производными переменных xi(t), yi(t) при t = 0 понимаются их правосторонние про-
изводные, 1 6 i 6 m. Функции x0i (t), y

0
i (t), входящие в (2.7), неотрицательны и непрерывны,
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1 6 i 6 m. Учитывая, что рассматриваемая модель описывает динамику ВИЧ-1 инфекции
в начальном периоде после инфицирования здорового человека, то в частном случае можно
принять, что в (2.7) только одна из функций, например y01(t), отлична от нуля, тогда как
остальные x0i (t), y

0
i (t) тождественно равны нулю.

Перейдём к уравнениям модели, учитывающим производство вирионов в трубках, со-
единяющих компартменты. Рассмотрим группу клеток Uij , состоящую из клеток популя-
ции Aij , начавшую в момент времени s0 перемещение из Ni в Nj по Pij , где индекс j

таков, что γ
(A)
ij > 0. Момент завершения перемещения обозначим через s0 + Tij , где

Tij > 0 — длительность перемещения. В процессе перемещения каждая из существующих
клеток группы Uij с интенсивностью ρij > 0 производит вирионы, популяцию которых обо-
значим через Wij . Принимаем, что каждый возникший вирион популяции Wij перемещается
«рядом» (в одном потоке) с клетками группы Uij и завершает перемещение в тот же самый
момент времени s0 + Tij . В процессе перемещения возникшие вирионы популяции Wij поги-
бают с интенсивностью µ

(V )
ij , клетки группы Uij погибают с интенсивностью µ

(A)
ij + σijρij , где

0 < σij < 1. Численность группы клеток Uij и численность вирионов популяции Wij в момент
времени s > s0 обозначим соответственно через uij(s), wij(s), полагая, что uij(s0) = u0ij > 0.
Уравнения для uij(s), wij(s) имеют вид

duij(s)

ds
= −

(
µ
(A)
ij + σijρij

)
uij(s), (2.8)

dwij(s)

ds
= −µ(V )

ij wij(s) + ρijuij(s), s > s0, (2.9)

uij(s0) = u0ij , wij(s0) = 0. (2.10)

Полагая s = s0 + Tij , из (2.8)–(2.10) находим, что

uij(s0 + Tij) = u0ij e
−(µ(A)

ij +σijρij)Tij , (2.11)

wij(s0 + Tij) = u0ijρijTij e
−µ(V )

ij Tij , если µ
(V )
ij = µ

(A)
ij + σijρij , (2.12)

wij(s0 + Tij) =
u0ijρij

µ
(V )
ij − µ

(A)
ij − σijρij

(
e−(µ

(A)
ij +σijρij)Tij − e−µ

(V )
ij Tij

)
,

если µ
(V )
ij 6= µ

(A)
ij + σijρij ,

(2.13)

Используя (2.12), (2.13), находим длительность перемещения T ∗ij между Ni и Nj по Pij ,
при которой достигается максимальное значение wij(s0+Tij) = w∗ij . Опуская детали, получаем,
что w∗ij = u0ijϕ

∗
ij , где

ϕ∗ij =
ρij

µ
(V )
ij

e−1, T ∗ij =
1

µ
(V )
ij

, если µ
(V )
ij = µ

(A)
ij + σijρij , (2.14)

ϕ∗ij =
ρij

µ
(V )
ij

(qij)
qij

1−qij , qij =
µ
(A)
ij + σijρij

µ
(V )
ij

,

T ∗ij =
1

µ
(V )
ij − µ

(A)
ij − σijρij

ln
µ
(V )
ij

µ
(A)
ij + σijρij

, если µ
(V )
ij 6= µ

(A)
ij + σijρij . (2.15)

Введём в уравнения (2.5) слагаемые вида (2.12), (2.13), учитывающие дополнительный
приток вирионов популяции Vi за счёт вирионов популяций Wki, поступающих в Ni одновре-
менно с потоком клеток популяции Aki. В уравнениях (2.3), (2.4) учтём гибель клеток попу-
ляции Aij с интенсивностью µ

(A)
ij + σijρij вследствие производства вирионов популяции Wij .
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В итоге приходим к окончательной форме уравнений модели:

dxi(t)

dt
= −

(
µ
(A)
i + σiρi + γ̂

(A)
i

)
xi(t) + βiyi(t)

+
m∑
k=1
k 6=i

e−(µ
(A)
ki +σkiρki)(t−hki(t))γ

(A)
ki xk(hki(t))ḣki(t), (2.16)

xij(t) =

t∫
hij(t)

e−(µ
(A)
ij +σijρij)(t−a)γ

(A)
ij xi(a) da, (2.17)

dyi(t)

dt
= −

(
µ
(V )
i + βi + γ̂

(V )
i

)
yi(t) + ρixi(t)

+
m∑
k=1
k 6=i

e−µ
(V )
ki (t−hki(t))γ

(V )
ki yk(hki(t))ḣki(t) +

m∑
k=1
k 6=i

ηki(t− hki(t))γ
(A)
ki xk(hki(t))ḣki(t), (2.18)

yij(t) =

t∫
hij(t)

e−µ
(V )
ij (t−a)γ

(V )
ij yi(a) da, 1 6 i, j 6 m, j 6= i, t > 0, (2.19)

где функция ηki(t− hki(t)) в уравнении (2.18) имеет вид

ηki(t− hki(t)) = ρki (t− hki(t)) e−µ
(V )
ki (t−hki(t)), если µ

(V )
ki = µ

(A)
ki + σkiρki, (2.20)

ηki(t− hki(t)) =
ρki

µ
(V )
ki − µ

(A)
ki − σkiρki

(
e−(µ

(A)
ki +σkiρki)(t−hki(t)) − e−µ

(V )
ki (t−hki(t))

)
,

если µ
(V )
ki 6= µ

(A)
ki + σkiρki, 1 6 k, i 6 m, k 6= i.

(2.21)

Функция ηki(t−hki(t)), заданная формулами (2.20), (2.21), является неотрицательной и непре-
рывной, и отражает численность произведённых вирионов популяций Wki в расчёте на одну
клетку популяции Aki с учётом гибели вирионов и клеток при их перемещении по трубке Pki.

Отметим, что соотношения (2.17), (2.19) имеют нетривиальную форму для переменных
xij(t), yij(t) в случае γ(A)ij > 0, γ(V )

ij > 0, 1 6 i, j 6 m, j 6= i. Если при некоторых 1 6 i, j 6 m,

j 6= i, верно γ(A)ij = 0, γ(V )
ij = 0, то полагаем, что xij(t) ≡ 0, yij(t) ≡ 0 для всех t ∈ [0;∞).

Систему уравнений (2.16)–(2.19) будем рассматривать совместно с начальными данны-
ми (2.7). Под производными переменных xi(t), yi(t) при t = 0, как и ранее, понимаются их
правосторонние производные, 1 6 i 6 m.

2.3. Некоторые свойства решений модели

Исходя из структуры уравнений модели (2.16)–(2.19), (2.7), получаем, что для её ис-
следования достаточно рассмотреть задачу Коши для системы дифференциальных уравне-
ний (2.16), (2.18) с начальными данными (2.7). Решением задачи Коши (2.16), (2.18), (2.7) на
промежутке [0;∞) назовём функции x(t) = (x1(t), . . . , xm(t))

T , y(t) = (y1(t), . . . , ym(t))
T , непре-

рывные (покомпонентно) на промежутках [τi; 0] ∪ [0;∞), 1 6 i 6 m, непрерывно дифференци-
руемые (покомпонентно) на промежутке [0;∞), удовлетворяющие начальным условиям (2.7)
и уравнениям (2.16), (2.18) для всех t ∈ [0;∞) (с учётом правосторонних производных компо-
нент x(t), y(t) при t = 0). По аналогии с разд. 1 получаем, что задача Коши (2.16), (2.18), (2.7)
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имеет на промежутке [0;∞) единственное решение x(t), y(t) и это решение является неотри-
цательным (покомпонентно). Кроме того, решение x(t), y(t) на каждом конечном промежутке
[0; τ ], τ > 0, непрерывным образом зависит от начальных функций. Исходя из свойств ре-
шения x(t), y(t), устанавливаем, что каждая из переменных модели xij(t), yij(t), заданная
соответственно соотношением (2.17), (2.19) (при γ(A)ij > 0, γ(V )

ij > 0), определена, непрерывна
и неотрицательна на промежутке [0;∞).

Система уравнений (2.16), (2.18) имеет тривиальное решение x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0 при усло-
вии, что все начальные функции в (2.7) тождественно равны нулю. Из (2.17), (2.19) следует,
что xij(t) ≡ 0, yij(t) ≡ 0 для всех 1 6 i, j 6 m, j 6= i. Тривиальное решение интерпретируется
как отсутствие ВИЧ-1 инфекции в организме человека. Получим условия асимптотической
устойчивости (неустойчивости) решения x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0.

Перепишем задачу Коши (2.16), (2.18), (2.7) в векторной форме. Введём диагональные
матрицы

B1 = diag
(
µ
(A)
1 + σ1ρ1 + γ̂

(A)
1 , . . . , µ(A)m + σmρm + γ̂(A)m

)
,

B2 = diag
(
µ
(V )
1 + β1 + γ̂

(V )
1 , . . . , µ(V )

m + βm + γ̂(V )
m

)
,

B3 = diag
(
β1, . . . , βm

)
, B4 = diag

(
ρ1, . . . , ρm

)
,

B =

(
B1 0
0 B2

)
.

Положим

z(t) = (z1(t), . . . , z2m(t)) = (x1(t), . . . , xm(t), y1(t), . . . ,mm(t))
T

и запишем (2.16), (2.18), (2.7) в виде

dz(t)

dt
= −Bz(t) +

N∑
n=0

Pn(t)z(t− ωn(t)), t > 0, (2.22)

z(t) = ψ(t), t ∈ [−ω; 0]. (2.23)

В уравнениях (2.22) выражения для матриц Pn(t) и запаздываний ωn(t) вытекают из урав-
нений системы (2.16), (2.18). Начальная функция ψ(t) и запаздывание ω в (2.23) находятся
из соотношений (2.7). Отметим, что P0(t) = P0 — постоянная матрица, состоящая из эле-
ментов матриц B3 и B4, запаздывание ω0(t) ≡ 0. Элементы матриц Pn(t) и запаздывания
ωn(t) представляют собой неотрицательные и непрерывные функции, 1 6 n 6 N . Кроме то-
го, для каждого 1 6 n 6 N и всех t > 0 верно 0 < ω

(2)
n 6 ωn(t) 6 ω

(1)
n , где ω(2)

n , ω(1)
n —

некоторые константы. Компоненты начальной функции ψ(t) неотрицательны и непрерывны.
Решение z(t) задачи Коши (2.22), (2.23) понимается в том же смысле, что и решение задачи
Коши (2.16), (2.18), (2.7).

2.3.1. Частный случай. Зафиксируем 1 6 i 6 m и запишем уравнения для xi(t), yi(t) без
учёта притока клеток и вирионов в компартмент Ni. По аналогии с уравнениями (2.1), (2.22)
получаем

dxi(t)

dt
= −

(
µ
(A)
i + σiρi + γ̂

(A)
i

)
xi(t) + βiyi(t), (2.24)

dyi(t)

dt
= −

(
µ
(V )
i + βi + γ̂

(V )
i

)
yi(t) + ρixi(t). (2.25)

Система (2.24), (2.25) относится к системам уравнений Важевского (позитивным системам)
без запаздывания. Матрица(

−µ(A)i − σiρi − γ̂(A)i βi

ρi −µ(V )
i − βi − γ̂(V )

i

)
,
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задающая правые части уравнения (2.24), (2.25), является квазинеотрицательной и имеет ве-
щественное собственное число λ∗i , определяющее асимптотику поведения решения этой систе-
мы при t→ +∞ (перронов корень). Положим

R
(0)
i =

ρiβi(
µ
(A)
i + σiρi + γ̂

(A)
i

)(
µ
(V )
i + βi + γ̂

(V )
i

) . (2.26)

Нетрудно показать, что при R
(0)
i < 1 перронов корень λ∗i < 0 и если R

(0)
i > 1, то

λ∗i > 0. Система уравнений (2.24), (2.25) имеет тривиальное решение xi(t) ≡ 0, yi(t) ≡ 0. Для
асимптотической устойчивости тривиального решения необходимо и достаточно выполнения
неравенства R(0)

i < 1. В случае R(0)
i > 1 и неотрицательных начальных данных (тождественно

не равных нулю) решение задачи Коши xi(t), yi(t) для системы (2.24), (2.25) таково, что

xi(t) ∼ ci eλ
∗
i t, yi(t) ∼ di eλ

∗
i t, λ∗i > 0, ci > 0, di > 0, t→ +∞.

Учтём в уравнениях (2.24), (2.25) притоки из других компартментов, которые в силу
непрерывности и неотрицательности всех компонент решения задачи Коши (2.16), (2.18), (2.7)
также представляют собой непрерывные и неотрицательные функции. Используя результаты
работы [17], устанавливаем, что при R(0)

i > 1 сохраняется экспоненциальный рост компонент
решения xi(t), yi(t) задачи Коши для системы (2.24), (2.25) при t → +∞. Отсюда получаем
следующее утверждение: 1) неравенство R(0)

i > 1 при некотором 1 6 i 6 m является доста-
точным для неустойчивости решения x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0 системы (2.16), (2.18); 2) неравенства
R

(0)
i < 1 для всех 1 6 i 6 m необходимы для асимптотической устойчивости решения x(t) ≡ 0,

y(t) ≡ 0 системы (2.16), (2.18).
2.3.2. Вариант модели с постоянным запаздыванием. Примем, что для каждого

1 6 i, j 6 m, j 6= i, функция hij(t) такова: hij(t) = t − ωij , где ωij > 0 — фиксированная кон-
станта, причём ω

(2)
ij 6 ωij 6 ω

(1)
ij (см. п. 1.1). Тогда задача Коши (2.16), (2.18), (2.7) принимает

вид

dxi(t)

dt
= −

(
µ
(A)
i + σiρi + γ̂

(A)
i

)
xi(t) + βiyi(t) +

m∑
k=1
k 6=i

e−
(
µ
(A)
ki +σkiρki

)
ωkiγ

(A)
ki xk(t− ωki), (2.27)

dyi(t)

dt
= −

(
µ
(V )
i + βi + γ̂

(V )
i

)
yi(t) + ρixi(t)

+
m∑

k=1,k 6=i
e−µ

(V )
ki ωkiγ

(V )
ki yk(t− ωki) +

m∑
k=1
k 6=i

αkiγ
(A)
ki xk(t− ωki), 1 6 i 6 m, t > 0, (2.28)

xi(t) = x0i (t), yi(t) = y0i (t), t ∈ [τi; 0], τi = min
16j6m
j 6=i

γ
(A)
ij 6=0

{−ωij} < 0, 1 6 i 6 m, (2.29)

где константы αki заданы соотношениями

αki = ρki ωki e
−µ(V )

ki ωki , если µ
(V )
ki = µ

(A)
ki + σkiρki, (2.30)

αki =
ρki

µ
(V )
ki − µ

(A)
ki − σkiρki

(e−(µ
(A)
ki +σkiρki)ωki − e−µ

(V )
ki ωki),

если µ
(V )
ki 6= µ

(A)
ki + σkiρki, 1 6 k, i 6 m, k 6= i.

(2.31)
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Представим (2.27)–(2.29) в виде задачи Коши

dz(t)

dt
= −Bz(t) +

N∑
n=0

Pnz(t− ωn), t > 0, (2.32)

z(t) = ψ(t), t ∈ [−ω; 0], (2.33)

где в отличие от (2.22) все матрицы Pn и запаздывания ωn не зависят от t и ω0 = 0. Кон-
кретный вид Pn и ωn, 0 6 n 6 N , вытекает из структуры уравнений (2.27), (2.29) и соотноше-
ний (2.31), (2.32).

Для изучения асимптотической устойчивости решения x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0 систе-
мы (2.27), (2.28), т. е. решения z(t) ≡ 0 системы (2.32) применим результаты ра-
бот [10, 11, 18, 19], опирающиеся на свойства матриц специального вида. Здесь и далее усло-
вимся, что для векторов ξ(1), ξ(2) ∈ R2m неравенства вида ξ(1) 6 ξ(2), ξ(2) > ξ(1), ξ(1) > 0
понимаются покомпонентно.

Введём неотрицательные матрицы:

C1 =


0 p

(A)
21 γ

(A)
21 . . . p

(A)
m1 γ

(A)
m1

p
(A)
12 γ

(A)
12 0 . . . p

(A)
m2 γ

(A)
m2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p
(A)
1m γ

(A)
1m p

(A)
2m γ

(A)
2m . . . 0

 , C2 =


0 α

(A)
21 γ

(A)
21 . . . α

(A)
m1 γ

(A)
m1

α
(A)
12 γ

(A)
12 0 . . . α

(A)
m2 γ

(A)
m2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α
(A)
1m γ

(A)
1m α

(A)
2m γ

(A)
2m . . . 0

 ,

C3 =


0 p

(V )
21 γ

(V )
21 . . . p

(V )
m1 γ

(V )
m1

p
(V )
12 γ

(V )
12 0 . . . p

(V )
m2 γ

(V )
m2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p
(V )
1m γ

(V )
1m p

(V )
2m γ

(V )
2m . . . 0

 , C =

(
C1 B3

C2 +B4 C3

)
,

где

p
(A)
ki = e−

(
µ
(A)
ki +σkiρki

)
ωki , p

(V )
ki = e−µ

(V )
ki ωki , 1 6 k, i 6 m, k 6= i.

Отметим, что матрицы C1, C2, C2 являются разрежёнными, поскольку каждая стро-
ка этих матриц содержит всего лишь несколько отличных от нуля элементов и для всех
1 6 i, j 6 m, i 6= j, верно γ

(A)
ij · γ

(A)
ji = 0, γ(V )

ij · γ(V )
ji = 0. Определим 2m × 2m матрицу

G = (gij) по формуле

G = B −
N∑
n=0

Pn = B − C. (2.34)

Из (2.34) следует, что все внедиагональные элементы матрицы G неположительны. Матри-
цу G назовём невырожденной M -матрицей, если она не вырождена и матрица G−1 неотрица-
тельна [20, 21]. Следующие утверждения эквивалентны [20, 21]: 1) G является невырожденной
M -матрицей; 2) все собственные числа G имеют положительные вещественные части; 3) все
угловые миноры G положительны; 4) существует ξ ∈ R2m, ξ > 0, такой, что Gξ > 0; 5) матри-
ца (−G) удовлетворяет критерию Севастьянова — Котелянского.

Привлекая п. 2.3.1 и используя теоремы 1, 2 работы [19] для системы (2.32), приходим
к следующим результатам.

Утверждение 3. Для асимптотической устойчивости тривиального решения x(t) ≡ 0,
y(t) ≡ 0 системы (2.27), (2.28) необходимо и достаточно, чтобы G была невырожденной M -
матрицей.
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Утверждение 4. Пусть выполнено хотя бы одно из неравенств

R
(0)
1 > 1, . . . , R(0)

m > 1, detG < 0,

где R
(0)
i заданы формулами (2.26). Тогда тривиальное решение x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0 систе-

мы (2.27), (2.28) является неустойчивым.
Заметим, что система дифференциальных уравнений (2.27), (2.28) является автономной.

Тогда из асимптотической устойчивости решения x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0 следует его экспоненци-
альная устойчивость [7]. Используя работу [18], можно построить покомпонентные экспонен-
циальные оценки для решения x(t), y(t) задачи Коши (2.27)–(2.29), опирающиеся на свойства
невырожденных M -матриц. Параметры, входящие в экспоненциальные оценки оценки, нахо-
дятся как решения нелинейных систем неравенств специального вида, включающих элементы
матрицыG и начальные функции из (2.29). Существование и алгоритм поиска решений указан-
ных неравенств вытекает из свойств матрицы G при условии, что она является невырожденной
M -матрицей.

2.3.3. Общий случай. Вернёмся к модели общего вида и рассмотрим задачу Ко-
ши (2.16), (2.18), (2.7) в форме задачи (2.22), (2.23). Применим к задаче (2.22), (2.23) тео-
рию монотонных операторов [22–24], построив верхние оценки на компоненты решения z(t).
Для построения верхних оценок компонент решения z(t) учтём структуру уравнений (2.22)
и используем результаты работ [14, 25].

Опираясь на предположения п. 1.1, имеем соотношения

ω
(2)
ki 6 t− hki(t) 6 ω

(1)
ki , 0 < ḣki(t) 6 νki, 1 6 k, i 6 m, k 6= i, t > 0,

откуда получаем, что

e−
(
µ
(A)
ki +σkiρki

)
(t−hki(t))ḣki(t) 6 p̃

(A)
ki = e−

(
µ
(A)
ki +σkiρki

)
ω
(2)
ki νki,

e−µ
(V )
ki (t−hki(t))ḣki(t) 6 p̃

(V )
ki = e−µ

(V )
ki ω

(2)
ki νki, 1 6 k, i 6 m, k 6= i, t > 0.

(2.35)

Зафиксируем 1 6 k, i 6 m, k 6= i, и рассмотрим функцию ηki(t − hki(t)), заданную формула-
ми (2.20), (2.21). Привлекая (2.14), (2.15), имеем, что

max
ω
(2)
ki 6s6ω(1)

ki

{ηki(s)} = α̃ki, где α̃ki = ϕ∗ki, если T ∗ki ∈
(
ω
(2)
ki ;ω

(1)
ki

)
,

α̃ki = max
{
ηki
(
ω
(2)
ki

)
, ηki

(
ω
(1)
ki

)}
, если T ∗ki 6∈

(
ω
(2)
ki ;ω

(1)
ki

)
,

ηki(t− hki(t)) 6 α̃ki, t > 0.
(2.36)

Обращаясь к (2.22), введём для матриц Pn(t) верхние оценки P̃n, где P̃n — постоянные
матрицы, содержащие элементы, указанные в (2.35), (2.36):

Pn(t) 6 P̃n, 1 6 n 6 N, t > 0. (2.37)

Неравенства (2.37) понимаются как неравенства между соответствующими элементами мат-
риц. По аналогии с (2.34) рассмотрим матрицу

G̃ = B −
N∑
n=0

P̃n = B − C̃, (2.38)
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где

C̃ =

(
C̃1 B3

C̃2 +B4 C̃3

)
,

матрицы C̃1, C̃2, C̃3 получены из матриц C1, C2, C3 (см. п. 2.3.2), в которых констан-
ты p

(A)
ki , p(V )

ki , αki заменены соответственно на p̃(A)ki , p̃(V )
ki , α̃ki (см. 2.35), (2.36)). Внедиагональные

элементы матрицы G̃ неположительны.
Используя формулу вариации постоянной, запишем задачу (2.22), (2.23) в эквивалентной

интегральной форме:

z(t) = e−Btψ(0) +

t∫
0

e−B(t−a)
N∑
n=0

Pn(a)z(a− ωn(a)) da, t > 0, (2.39)

z(t) = ψ(t), t ∈ [−ω; 0], (2.40)

где e−B(t−a) — диагональная матрица, t > a > 0, построенная на основе диагональной матри-
цы B. Решением задачи (2.39), (2.40) на промежутке [0;∞) будем называть непрерывную на
промежутке [−ω;∞) функцию z(t), удовлетворяющую начальному условию (2.40) и уравне-
нию (2.39) для всех t ∈ [0;∞).

Обозначим через Z+ множество всех непрерывных функций z = z(t) с неотрицательными
компонентами, t ∈ [−ω;∞). Если z(1), z(2) ∈ Z+, то для фиксированного t ∈ [−ω;∞) неравен-
ство z(1)(t) 6 z(2)(t) понимается покомпонентно. Положим

f(t, zt) =
N∑
n=0

Pn(t)z(t− ωn(t)), f̃(zt) =
N∑
n=0

P̃nz(t− ωn(t)), t > 0, z ∈ Z+. (2.41)

Исходя из (2.37), (2.41), имеем, что для каждого фиксированного t > 0 и каждой функции
z ∈ Z+ имеет место неравенство

0 6 f(t, zt) 6 f̃(zt). (2.42)

Предположим, что матрица G̃, заданная формулой (2.38), является невырожденной M -
матрицей. Тогда существует ξ(0) ∈ R2m, ξ(0) > 0, такой, что G̃ξ(0) > 0. Для каждой фикси-
рованной начальной функции ψ(t) из (2.40) можно подобрать такую константу γ0 > 0, что
вектор w(0) = γ0ξ

(0) > 0 удовлетворяет неравенствам

C̃w(0) 6 Bw(0), w(0) > ψ(t), t ∈ [−ω; 0]. (2.43)

Пусть функция z ∈ Z+ такова, что z(t) = ψ(t), t ∈ [−ω; 0], 0 6 z(t) 6 w(0), t ∈ [0;∞).
Используя (2.42), (2.43), имеем оценку

0 6 e−Btψ(0) +

t∫
0

e−B(t−a)f(a, za) da 6 e−Btψ(0) +

t∫
0

e−B(t−a)f̃(za) da

6 e−Btψ(0) +

t∫
0

e−B(t−a)f̃(w(0)) da = e−Btψ(0) +

t∫
0

e−B(t−a)C̃w(0) da

= e−Btψ(0) + (E − e−Bt)B−1C̃w(0) 6 w(0), 0 6 t <∞. (2.44)

Применяя лемму 3 и теорему 2 работы [14], получаем, что решение z(t) задачи (2.39), (2.40)
существует и единственно на промежутке [0;∞) и, кроме того, для всех t ∈ [−ω;∞) верно
0 6 z(t) 6 w(0).
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Следуя [25], определим набор функций {w(k)(t)} по правилу

w(0)(t) = w(0), −ω 6 t <∞, w(k)(t) = ψ(t), −ω 6 t 6 0,

w(k)(t) = e−Btψ(0) +

t∫
0

e−B(t−a)f̃(w(k−1)
a ) da, 0 6 t <∞, k = 1, 2, 3, . . . .

(2.45)

Для решения z(t) и функций w(k)(t) из набора (2.45) выполнены неравенства

0 6 z(t) 6 · · · 6 w(k)(t) 6 w(k−1)(t) 6 · · · 6 w(1)(t) 6 w(0), 0 6 t <∞. (2.46)

В самом деле, 0 6 z(t) 6 w(0), 0 6 t <∞. Из (2.44), (2.42), (2.39) следует, что

0 6 w(1)(t) = e−Btψ(0) +

t∫
0

e−B(t−a)f̃(w(0)
a ) da = e−Btψ(0) + (E − e−Bt)B−1C̃w(0) 6 w(0),

0 6 z(t) = e−Btψ(0) +

t∫
0

e−B(t−a)f(a, za)da 6 w(1)(t), 0 6 t <∞. (2.47)

Опираясь на (2.39), (2.42), (2.44), (2.45), (2.47), получаем, что

0 6 w(2)(t) = e−Btψ(0) +

t∫
0

e−B(t−a)f̃(w(1)
a ) da 6 e−Btψ(0) +

t∫
0

e−B(t−a)f̃(w(0)
a ) da = w(1)(t),

z(t) 6 e−Btψ(0) +

t∫
0

e−B(t−a)f(a,w(1)
a ) da

6 e−Btψ(0) +

t∫
0

e−B(t−a)f̃(w(1)
a ) da = w(2)(t), 0 6 t <∞. (2.48)

Применяя метод математической индукции, убеждаемся в справедливости цепочки нера-
венств (2.46).

Покажем, что для каждого k = 1, 2, 3, . . . существует lim
t→+∞

w(k)(t) = w̃(k), 0 6 w̃(k) 6 w(0)

и, кроме того,
w̃(k) = B−1C̃w̃(k−1), k = 1, 2, 3, . . . . (2.49)

Имеем, что 0 6 lim
t→+∞

w(1)(t) = w̃(1) = B−1C̃w(0) 6 w(0). Учтём, что в уравнениях (2.22)

запаздывания ωn(t) ограничены. Следовательно, если t → +∞, то t − ωn(t) → +∞,
1 6 n 6 N . Повторяя выкладки, приведённые при доказательстве леммы 2 работы [25] (в част-
ности, используя правило Лопиталя в форме Штольца [17]), находим, что существует

0 6 lim
t→+∞

w(2)(t) = w̃(2) = B−1C̃w(1) 6 w(0).

Далее по индукции устанавливаем существование lim
t→+∞

w(k)(t) = w̃(k) и справедливость соот-

ношений (2.49).
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Перейдём в (2.46) к пределу при t→ +∞, откуда получим цепочку неравенств

0 6 lim inf
t→+∞

z(t) 6 lim sup
t→+∞

z(t) 6 · · · 6 w̃(k) 6 w̃(k−1) 6 · · · 6 w̃(1) 6 w(0). (2.50)

Полагая в (2.50) k →∞, приходим к неравенству

0 6 lim inf
t→+∞

z(t) 6 lim sup
t→+∞

x(t) 6 w(∗), (2.51)

где w(∗) = lim
k→∞

w̃(k). Переходя в (2.49) к пределу при k →∞, находим, что w(∗) удовлетворяет

уравнению w(∗) = B−1C̃w(∗). Используя (2.38), приходим к уравнению G̃w(∗) = 0. По пред-
положению, матрица G̃ не вырождена. Тогда w(∗) = 0, и из (2.51) следует, что существует
lim

t→+∞
z(t) = 0.

Утверждение 5. Пусть матрица G̃, заданная формулой (2.38), является невырожден-
ной M-матрицей. Тогда: 1) решение z(t) задачи Коши (2.22), (2.23) таково, что 0 6 z(t) 6
w(0), t ∈ [−ω;∞), где w(0) зависит от G̃ и начальной функции ψ(t); 2) z(t)→ 0 при t→ +∞;
3) тривиальное решение x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0 системы (2.16), (2.18) является асимптотически
устойчивым.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе описан подход к построению компартментных моделей живых систем на осно-
ве линейных дифференциальных уравнений с переменным запаздыванием, дополненных ли-
нейными интегральными уравнениями. Важным аспектом представленных моделей является
параметризация процесса перемещения частиц различных популяций между компартмента-
ми Ni, Nj в виде функций t − hij(t), отражающих длительность перемещения по трубке Pij ,
1 6 i, j 6 m, i 6= j. Для компартментной модели динамики ВИЧ-1 инфекции такая парамет-
ризация позволяет отказаться от явного использования уравнений гидродинамики, описываю-
щих течение лимфы между лимфоузлами. Вместе с тем, применение уравнений гидродинами-
ки даёт возможность оценить длительности перемещений клеток и вирионов между соседними
лимфоузлами [5, 26].

Система уравнений модели (1.12)–(1.14) и утверждения 1, 2 естественным образом обоб-
щаются на случай, когда скорости притоков частиц различных популяций из внешнего источ-
ника являются переменными, т. е. ri = ri(t), где ri(t) представляют собой неотрицательные,
непрерывные и ограниченные сверху на промежутке [0;∞) функции, 1 6 i 6 m.

Утверждения 3–5 устанавливают условия на параметры математической модели дина-
мики ВИЧ-1 инфекции, при которых с течением времени происходит полное искоренение
этой инфекции в организме человека. Проверка указанных условий сводится к изучению
матриц G и G̃, заданных формулами (2.34) и (2.38). Полученные результаты могут быть ис-
пользованы для разработки и исследования модели динамики ВИЧ-1 инфекции, сочетающей
нелинейные уравнения с запаздыванием в отдельно взятом лимфоузле [16] и уравнения ком-
партментной модели, описывающие перемещения вирионов и клеток различных типов между
лимфоузлами.
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