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ниями операторов интерполирования функций, построенных по решениям задач Коши
с линейным дифференциальным выражением второго порядка внутри интервала. Такие
операторы представляют собой обобщение классических синк-аппроксимаций, используе-
мых в теореме отсчётов Уиттекера — Котельникова — Шеннона. Показано также, что это
условие является достаточным для равномерной сходимости на всём отрезке одной мо-
дификации оператора интерполирования функций, позволяющей избавиться от явления
Гиббса вблизи концов отрезка.
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В [1] предложено выделить класс в пространстве непрерывных периодических функций,
описываемый в терминах классических модулей непрерывности и изменения, каждый пред-
ставитель которого допускает возможность равномерной аппроксимации частичными сумма-
ми тригонометрических рядов Фурье. Этот класс более широкий, чем множество функций
ограниченной вариации и множество функций, удовлетворяющих условию Дини — Липшица
lim
n→∞

ω(f, 1/n) lnn = 0.
Доказательство равномерной сходимости для более широкого, чем в [1], функционального

класса, описываемого с помощью одностороннего модуля непрерывности и классического мо-
дуля изменения и последовательности интерполяционных многочленов Лагранжа по матрице
узлов Чебышёва можно найти в [2, 3].

В работе [4] впервые были предложены операторы (5), представляющие собой обоб-
щение классических синк-аппроксимаций (7), операторов Лагранжа — Штурма — Лиувил-
ля [5, 6] и классических многочленов Лагранжа по матрице узлов ортогональных многочленов
Якоби [7].

Если не оговорено иное, то далее будем считать, что ρλ > 0, ρλ = o

(√
λ

lnλ

)
при λ→ +∞,

h(λ) ∈ R, и при каждом неотрицательном λ потенциал qλ(x) есть произвольный элемент из
шара Vρλ [0, π] радиуса ρλ в пространстве функций с ограниченным изменением, исчезающих
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в нуле. Тогда для любого qλ ∈ Vρλ [0, π] рассмотрим задачи Коши вида

y′′ + (λ− qλ(x))y = 0, y(0, λ) = 1, y′(0, λ) = h(λ), (1)

или при дополнительном условии h(λ) 6= 0 задачи Коши

y′′ + (λ− qλ(x))y = 0, y(0, λ) = 0, y′(0, λ) = h(λ). (2)

Заметим, что даже в случае ρλ > 0 имеем ρλ = o(λ) при λ→ +∞, h(λ) ∈ R и

V π
0 [qλ] 6 ρλ, qλ(0) = 0, ρλ = o(λ). (3)

Теорема осцилляции или метод контурного интегрирования при условии (3) обеспечивают
неограниченное возрастание количества нулей решений задач (1), (2) при λ → +∞. Для лю-
бого потенциала qλ ∈ Vρλ [0, π] при λ→ +∞ нули решения задачи Коши (1) или при дополни-
тельном условии h(λ) 6= 0 задачи Коши (2), попадающие в [0, π] и перенумерованные в порядке
возрастания, обозначим

0 6 x0,λ < x1,λ < · · · < xn(λ),λ 6 π, x−1,λ < 0, xn(λ)+1,λ > π. (4)

Здесь x−1,λ < 0, xn(λ)+1,λ > π обозначают нули продолжения решения задачи Коши (1) или (2)
после доопределения каким-либо образом функции qλ вне отрезка [0, π] с сохранением огра-
ниченности вариации. В дальнейшем для краткости будем обозначать n = n(λ).

Исследования настоящей работы посвящены изучению аппроксимативных свойств опера-
торов вида

Sλ(f, x) =
n∑
k=0

y(x, λ)

y′(xk,λ, λ)(x− xk,λ)
f(xk,λ) =

n∑
k=0

sk,λ(x)f(xk,λ), (5)

Tλ(f, x) =
n∑
k=0

y(x, λ)

y′(xk,λ)(x− xk,λ)

[
f(xk,λ)− f(π)− f(0)

π
xk,λ − f(0)

]
+
f(π)− f(0)

π
x+ f(0), (6)

построенных по решениям задачи Коши (1) или (2). Они обладают интерполяционным свой-
ством Лагранжа, т. е. Sλ(f, xk,λ) = Tλ(f, xk,λ) = f(xk,λ) для любых 0 6 k 6 n, n ∈ N.

Свойства операторов интерполирования функций (5) и (6) тесно связаны с поведением
синк-приближений

Ln(f, x) =

n∑
k=0

sin (nx− kπ)

nx− kπ
f

(
kπ

n

)
=

n∑
k=0

lk,n(x)f

(
kπ

n

)
, (7)

представляющих собой частный случай операторов (5) в случае задачи Коши (2). Чтобы убе-
диться в этом, достаточно положить qλn ≡ 0, λn = n2, h(λn) = n в (2). Синк-приближения (7)
активно используются при построении различных численных методов математической физи-
ки и теории приближения функций как одной, так и нескольких переменных [7–27] в тео-
рии вейвлет-преобразований или всплесков, теории вероятностей и математической статисти-
ке [17, 21].

В данной работе приводятся полученные с помощью концепций работ [29–40] достаточ-
ные условия равномерной внутри интервала (0, π) и равномерной на отрезке [0, π] сходимо-
стей интерполяционных процессов (5), (6) в терминах односторонних модулей непрерывности
и изменения аппроксимируемой функции на компактном связанном подмножестве области
определения.
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1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Договоримся обозначать снабжённое чебышёвской нормой пространство непрерывных,
исчезающих на концах отрезка [0, π] функций следующим образом:

C0[0, π] = {f | f ∈ C[0, π], f(0) = f(π) = 0}.

Пусть Ω — множество всех действительнозначных, неубывающих, вогнутых на [0, b − a], ис-
чезающих в нуле функций ω. Обозначим через C(ωl, [a, b]) и C(ωr, [a, b]) множества элементов
пространства C[a, b] таких, что для произвольных x и x + h, a 6 x < x + h 6 b, имеют место
неравенства

f(x+ h)− f(x) > −Kfω(h) или f(x+ h)− f(x) 6 Kfω(h), ω ∈ Ω, (8)

соответственно. В этом случае функцию ω(h) называют лево- или правосторонним модулем
непрерывности. Классический модуль непрерывности функции f ∈ C[a, b] будем обозначать,
как обычно:

ω(f, δ) = sup
|h|<δ;x,x+h∈[a,b]

|f(x+ h)− f(x)|.

Модуль непрерывности f ∈ C[0, π] в случае a = 0, b = π обозначим

ω1(f, δ) = sup
|h|<δ;x,x+h∈[0,π]

|f(x+ h)− f(x)|.

По аналогии с положительным (отрицательным) изменением функции будем называть по-
ложительным (отрицательным) модулем изменения функции f на отрезке [a, b] соответственно
функции натурального аргумента:

v+(n, f) = sup
Tn

n−1∑
k=0

(f(tk+1)− f(tk))+, v−(n, f) = inf
Tn

n−1∑
k=0

(
f(tk+1)− f(tk)

)
−,

где

z+ =
z + |z|

2
, z− =

z − |z|
2

, Tn = {a 6 t0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn 6 b}, n ∈ N.

Будем говорить, что f принадлежит классу V +(v) или V −(v), если существует констан-
та Mf такая, что для любого натурального n справедливо неравенство v+(n, f) 6 Mfv(n)
или v−(n, f) > −Mfv(n) соответственно.

Теорема 1. Пусть 0 6 a < b 6 π, 0 < ε < (b − a)/2. Если неубывающая вогнутая
функция натурального аргумента v(n) и функция ω ∈ Ω такие, что

lim
λ→∞

min
16m6n

(
ω

(
3π

2
√
λ

) m∑
k=1

1

k
+

n−1∑
k=m+1

v(k)

k2

)
= 0, (9)

то для любой функции f ∈ C(ωl[a, b]) ∩ V −(v), f ∈ C(ωr[a, b]) ∩ V +(v), выполняется соотно-
шение

lim
λ→∞

‖f − Sλ(f, ·)‖C[a+ε,b−ε] = 0, (10)

где оператор Sλ(f, ·) определён в (5).
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Замечание 1. На множестве [0, π] \ [a, b] соотношение lim
λ→∞

|f(x) − Sλ(f, x)| = 0 может
вовсе не выполняться.

Легко реализуемая модификация оператора (5) вида (6) позволяет избавиться от явления
Гиббса вблизи концов отрезка при приближении функций f ∈ C[0, π] \ C0[0, π].

Теорема 2. Пусть функция f ∈ C[0, π], a = 0, b = π. Если неубывающая вогнутая
функция натурального аргумента v(n) и функция ω ∈ Ω такие, что выполняется соотно-
шение (9), то для любой функции f ∈ C(ωl[0, π])∩ V −(v), f ∈ C(ωr[0, π])∩ V +(v), равномерно
на всём отрезке [0, π], h(λ) ∈ R и шарах Vρλ [0, π] справедливо соотношение

lim
λ→∞

|Tλ(f, x)− f(x)| = 0. (11)

Здесь оператор Tλ(f, ·) определён в (6).

Утверждение 1. Пусть функция f ∈ C0[0, π], a = 0, b = π. Если неубывающая вогнутая
функция натурального аргумента v(n) и функция ω ∈ Ω такие, что выполняется условие (9),
то для любой функции f ∈ C(ωl[0, π]) ∩ V −(v), f ∈ C(ωr[0, π]) ∩ V +(v), равномерно на всём
отрезке [0, π], h(λ) ∈ R и шарах Vρλ [0, π] справедливо соотношение

lim
λ→∞

|Sλ(f, x)− f(x)| = 0. (12)

Утверждение 2. Пусть функция f ∈ C[0, π], a = 0, b = π. Если неубывающая вогнутая
функция натурального аргумента v(n) и функция ω ∈ Ω такие, что выполняется условие (9),
то для любой функции f ∈ C(ωl[0, π]) ∩ V −(v), f ∈ C(ωr[0, π]) ∩ V +(v), равномерно внутри
отрезка [0, π], а также по h(λ) ∈ R и qλ в шарах Vρλ [0, π] справедливо соотношение (12).

Утверждение 3. Если функция f ∈ C[0, π] \ C0[0, π] имеет ограниченную вариацию,
то существует задача Коши вида (2) такая, что сходимость в соотношении (12) на всём
отрезке [0, π], оставаясь квазиравномерной, равномерной не будет. Существуют функция
f ∈ C[0, π] \ C0[0, π] ограниченной вариации на отрезке [0, π] и задача Коши вида (1) та-
кие, что сходимость в соотношении (12) на интервале (0, π), оставаясь квазиравномерной,
равномерной не будет. А на концах отрезка будет наблюдаться ограниченная расходимость
lim
λ→∞

|Sλ(f, x)− f(x)| > 0, x = 0, x = π.

Утверждение 4. Ограниченная вариация непрерывной функции или абсолютная непре-
рывность функции f на отрезке [0, π] так же, как и выполнение более общего условия (9),
гарантирует возможность приближения значениями оператора синк-аппроксимаций (7) на
всём отрезке [0, π], a = 0, b = π, тогда и только тогда, когда f ∈ C0[0, π].

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Приведём результаты исследований работ [4, 37, 26], которыми будем пользоваться в даль-
нейшем. Нам потребуются некоторые асимптотические формулы для решений задачи Ко-
ши (2). Аналогичную асимптотику для задачи Коши (1) можно найти в [4, 37].

Утверждение 5 [37]. Пусть ρλ > 0, ρλ = o(
√
λ) при λ→∞ и Vρλ [0, π] — шар радиуса ρλ

в пространстве функций с ограниченным изменением, исчезающих в нуле. Тогда существует
такое λ1 > 4π2ρ2λ, что для всех λ > λ1, любого потенциала qλ ∈ Vρλ [0, π] и произвольного
x ∈ [0, π] решение задачи Коши (2) удовлетворяет следующим неравенствам:∣∣∣∣y(x, λ)− h(λ) sin

√
λx√

λ
+ δ(x, λ, h) cos

√
λx

∣∣∣∣ 6 ρλ(1 + πρλ)|h(λ)|
2λ
√
λ

, (13)
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где

δ(x, λ, h) =
h(λ)

2λ

x∫
0

qλ(τ) dτ.

Утверждение 6 [37]. Для перенумерованных согласно (4) нулей решений задачи Ко-
ши (2) с h(λ) 6= 0 и qλ, удовлетворяющими соотношению

V π
0 [qλ] 6 ρλ, ρλ = o

(√
λ

lnλ

)
при λ→∞, qλ(0) = 0, h(λ) 6= 0,

справедливы асимптотические формулы вида

xk,λ =
k√
λ
π + o

(
λ−1/2

lnλ

)
при λ→∞, (14)

y′(xk,λ, λ) = h(λ)

(
(−1)k + o

(
1

lnλ

))
, при λ→∞. (15)

Стремление к нулю в 0 равномерно по qλ ∈ Vρλ [0, π] и k, 0 6 k 6 n.
Далее, в предположении ρλ > 0 при каждом неотрицательном λ считаем, что функция qλ

есть произвольный элемент из шара Vρλ [0, π] радиуса ρλ = o

(√
λ

lnλ

)
в пространстве функций

с ограниченным изменением, исчезающих в нуле, т. е. такая, что

V π
0 [qλ] 6 ρλ, ρλ = o

(√
λ

lnλ

)
при λ→∞, qλ(0) = 0. (16)

В случае задачи Коши (2) дополнительно потребуем отличие от нуля функции h(λ), т. е.

V π
0 [qλ] 6 ρλ, ρλ = o

(√
λ

lnλ

)
при λ→∞, qλ(0) = 0, h(λ) 6= 0. (17)

Утверждение 7 [4]. Пусть y(x, λ) — решения задачи Коши (1) или (2). Пусть для задачи
Коши (1) выполняются соотношения (16), а в случае задачи Коши (2) — соотношения (17).
Если функция f ∈ C0[0, π], то

lim
λ→∞

(
f(x)− Sλ(f, x)− 1

2

n−1∑
k=0

{f(xk+1,λ)− f(xk,λ)}sk,λ(x)

)
= 0 (18)

равномерно по x ∈ [0, π] и по всем qλ ∈ Vρλ [0, π].
При каждом λ > 0 доопределим функцию

qλ(x) =


qλ(x) при x ∈ [0, π],

qλ(π) при x > π,

0 при x < 0.

(19)

Через xk,λ, k ∈ Z, будем обозначать нули решения y(x, λ) задачи Коши (1) или (2), рас-
сматриваемой на всей действительной оси, перенумерованные в порядке возрастания таким
образом, чтобы выполнялись неравенства (4).

Исключив из рассмотрения тривиальный случай f ≡ 0, возьмём фиксированную положи-
тельную функцию ϑ(λ), удовлетворяющую условиям

ϑ(λ) = o(1), lim
λ→∞

ϑ(λ)

ω(f, π/
√
λ)

=∞, ε(λ) = exp

{
− ϑ(λ)

ω(f, π/
√
λ)

}
. (20)
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Для любого положительного λ и x ∈ [0, π] обозначим через k1, k2, m1 и m2 такие целые
числа, что

m1 = [k1/2] + 1, m2 = [k2/2], (21)

где номера нулей k1 и k2 определяются из неравенств

xk1−1,λ < x− ε(λ) 6 xk1,λ, xk2,λ 6 x+ ε(λ) < xk2+1,λ.

Утверждение 8 [4]. Пусть y(x, λ) — решения задачи Коши (1) или (2). Положим, что
для задачи Коши (1) выполняются соотношения (16), а в случае задачи Коши (2) — соот-
ношения (17). Считаем, что функция f ∈ C0[0, π] и функции ϑ(λ) и ε(λ) определяются из
условий (20). Доопределим функции qλ и f с помощью определений (19) и условия

f(x) =

{
f(x) при x ∈ [0, π],

0 при x 6∈ [0, π].

Тогда равномерно по x ∈ [0, π] и по всём qλ ∈ Vρλ [0, π] имеет место соотношение

lim
λ→∞

(
f(x)− Sλ(f, x)− 1

2

k2∑
k=k1

{f(xk+1,λ)− f(xk,λ)}sk,λ(x)

)
= 0. (22)

Здесь целые числа k1 и k2, являющиеся номерами нулей продолженного на R решения соот-
ветствующей задачи Коши согласно (4), удовлетворяют соотношениям

xk1−1,λ < x− ε(λ) 6 xk1,λ, xk2,λ 6 x+ ε(λ) < xk2+1,λ.

Если окажется k2 < k1, то сумма в (22) отсутствует.
Утверждение 9 [4]. Найдётся такое значение λ0, выбор которого зависит только

от скорости изменения радиусов шаров ρλ в (16) или в (17), что для любых потенциала
qλ ∈ Vρλ [0, π] и функции h(λ), а также для всех λ > λ0 константы Лебега оператора (5),
построенного по решениям задач Коши (1) или (2), оцениваются следующим образом:

Sλ = max
x∈[0,π]

n∑
k=0

∣∣sk,λ(x)
∣∣ 6 3

π
lnλ+ 11. (23)

Лемма 1 [4]. Найдётся такое положительное число λ0, зависящее только от скорости
изменения радиусов шаров ρλ в (16) или в (17), что для любого потенциала qλ ∈ Vρλ [0, π]
и произвольного k, 0 6 k 6 n, функции sk,λ(x), построенные по решениям задачи Коши (1)
или (2), могут быть оценены таким образом:

max
x∈[0,π]

∣∣sk,λ(x)
∣∣ = max

x∈[0,π]

∣∣∣∣ y(x, λ)

y′(xk,λ, λ)(x− xk,λ)

∣∣∣∣ 6 3

при λ > λ0.
Утверждение 10 [26, следствие 1]. Система {lk,n}n, ∞

k=0,n=1 полна в C0[0, π], а система
функций {1, x} ∪ {lk,n}n, ∞

k=0,n=1 полна в C[0, π].
Утверждение 11 [26, теорема 1]. Линейные оболочки систем функций {lk,n}nk=0, n ∈ N,

не плотны в C[0, π].
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3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ
И СЛЕДСТВИЙ ИЗ НИХ

Доказательство теоремы. После продолжения по непрерывности функции f(x)

f̃(x) =


f(x) при x ∈ [a+ ε/2, b− ε/2],

0 при x ∈ R \ [a, b],

линейная на отрезках [a, a+ ε/2], [b− ε/2, b]
(24)

функция f̃ стала равномерно непрерывной на всём множестве действительных чисел с моду-
лем непрерывности ω(f̃ , δ). Кроме того, легко видеть, что f̃ ∈ C0[0, π]. Сначала рассмотрим
случай, когда оператор (5) строится с помощью решений задачи Коши (2). Покажем, что из
асимптотических формул (13)–(15) следует равномерная сходимость значений операторов (5)
для функций f и f̃ на [a + ε, b − ε] и шарах (17). В силу инвариантности оператора (5) от-
носительно умножения функции y(x, λ) на отличную от нуля константу без потери общности
считаем h ≡ 1.

Обозначим через k̂1 и k̂2 индексы узлов интерполирования, удовлетворяющих соотноше-
ниям

xk̂1−1 < a+ ε/2 6 xk̂1 xk̂2 6 b− ε/2 < x̂k2+1.

Учитывая, что x ∈ [a + ε, b − ε], воспользуемся асимптотическими формулами (13), (14).

Считаем также, что λ настолько большие, что выполняются соотношения
a+ ε/2

π

√
λ > k̂1

и |x− x2m+1,λ| > ε/4 одновременно. Получаем соотношение∣∣∣∣∣
k̂1∑
k=0

y(x, λ)

y′(xk,λ, λ)(x− xk,λ)
(f(xk,λ)− f̃(xk,λ))

∣∣∣∣∣ = ‖f − f̃‖C[0,π]O(λ−1/2) + ω

(
f − f̃ , 2π√

λ

)
O(1).

Сумма ∣∣∣∣∣
n∑

k=k̂2

y(x, λ)

y′(xk,λ, λ)(x− xk,λ)
(f(xk,λ)− f̃(xk,λ))

∣∣∣∣∣
оценивается аналогично или с помощью замены переменных t = π− x. Таким образом, имеем
равномерную по x ∈ [a+ ε, b− ε] и qλ ∈ Vρλ [0, π] формулу равномерной сходимости

|Sλ(f − f̃ , x)| = ω

(
f − f̃ , 2π√

λ

)
O(1) + ‖f − f̃‖C[0,π]o(1). (25)

Обозначим
ψk,λ = f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ), k ∈ Z. (26)

Тогда существует такое λ1, что при каждом λ > λ1 в силу (14)

max
k∈Z
|ψk,λ| 6 ω

(
f̃ ,

2π√
λ

)
и max

16k6n
(xk,λ − xk−1,λ) < ε/2. (27)

Отсюда и из леммы 1 для достаточно больших λ следует равномерная по x ∈ [0, π],
qλ ∈ Vρλ [0, π] и k ∈ Z оценка

|(f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ))sk,λ(x)| 6 3ω

(
f̃ ,

2π√
λ

)
.
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Отсюда и из (13), (27), (22) следует равенство

lim
n→∞

(
f(x)− Sλ(f, x)−

√
λy(x, λ)

2π

k2∑
k=k1

′ (−1)kψk,λ
p− k

)
= 0, (28)

где штрих у сумм означает отсутствие слагаемого, знаменатель которого обращается в нуль.
Это соотношение выполняется равномерно на отрезке [a + ε, b − ε] и шарах (17). Оценим по-
следнее слагаемое в (28) с помощью соотношений (21), (27) и неравенства треугольника:∣∣∣∣∣

√
λy(x, λ)

2π

k2∑
k=k1

′ (−1)kψk,λ
p− k

∣∣∣∣∣ = O

(
ω

(
f̃ ,

2π√
λ

)) l(λ)∑
k=1

1

k
+O(1)‖f‖C[a,b]

∞∑
k=l(λ)

1

k(k + 1)
= o(1).

Отсюда и из(25), (28) и неравенства треугольника получаем оценку

|f(x)− Sλ(f, x)| 6 2

∣∣∣∣
√
λy(x, λ)

2π

m2∑
m=m1

′ ψ2m,λ

p− 2m

∣∣∣∣+ o(1)

= O(1) max
p:xp,λ∈[a+ε,b−ε]

m2∑
m=m1

′
∣∣∣∣ ψ2m,λ

p− 2m

∣∣∣∣+ o(1) (29)

в случае, когда оператор (5) строится с помощью решения задачи Коши (2).
В случае, когда оператор (5) строится с помощью решения задачи Коши (1), используя

соответствующую асимптотику, которую можно найти в [4, 37], получаем аналогичную (29)
оценку:

|f(x)− Sλ(f, x)| 6 2

∣∣∣∣∣
√
λy(x, λ)

2π
√
λ+ h2(λ)

m2∑
m=m1

′ ψ2m,λ

p− 2m

∣∣∣∣∣+ o(1)

= O(1) max
p:xp,λ∈[a+ε,b−ε]

m2∑
m=m1

′
∣∣∣∣ ψ2m,λ

p− 2m

∣∣∣∣+ o(1). (30)

Пусть функции v и ω удовлетворяют условию (9) и f̃ ∈ C(ωl[a, b]) ∩ V −(v). Покажем,
что выполняется соотношение (10). В силу равномерной непрерывности функции f̃ на отрезке
[0, π] для любого положительного ε̃ существуют числа ν ∈ N и λ1 > 0 такие, что для всех
λ > λ1, λ ∈ R, одновременно справедливы неравенства

ω

(
f̃ ,

2π√
λ

) ν∑
k=1

1

k
6 ω1

(
f̃ ,

2π√
λ

) ν∑
k=1

1

k
< ε̃/6 (31)

24‖f‖C[a,b] < ε̃ν. (32)

Пусть λ > λ1. Найдём индекс p0, зависящий от λ, a, b, ε и f̃ , на котором достигается
максимум в соотношении

m2∑
m=m1

′
∣∣∣∣ ψ2m,λ

p0 − 2m

∣∣∣∣ = max
p:xp,λ∈[a+ε,b−ε]

m2∑
m=m1

′
∣∣∣∣ ψ2m,λ

p− 2m

∣∣∣∣.
После добавления к этой сумме неотрицательных слагаемых получим оценку

m2∑
m=m1

′
∣∣∣∣ ψ2m,λ

p0 − 2m

∣∣∣∣ 6 k2∑
k=k1

′
∣∣∣∣ f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ)

p0 − k

∣∣∣∣. (33)



130 А. Ю. Трынин

Разобьём получившуюся сумму на два слагаемых:

k2∑
k=k1

′
∣∣∣∣ f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ)

p0 − k

∣∣∣∣ =

k2∑
k=k1

′ f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ)

|p0 − k|

− 2

k2∑
k=k1

′′ f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ)

|p0 − k|
= S1(p0) + S2(p0). (34)

Здесь и далее два штриха означают отсутствие в сумме неотрицательных слагаемых и слага-
емого с индексом k = p0.

Сначала оценим первую сумму. Для этого представим её в виде

S1(p0) =
∑

k:k∈[k1,k2]
0<|p0−k|<ν

f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ)

|p0 − k|
+

∑
k:k∈[k1,k2]
0<|p0−k|>ν

f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ)

|p0 − k|
= S1,1(p0)+S1,2(p0). (35)

В случае {k | k ∈ [k1, k2], 0 < |p0 − k| > ν} = ∅ считаем второе слагаемое равным нулю.
Из неравенства (31) для всех λ > λ1 имеем соотношение

|S1,1(p0)| 6 2ω

(
f̃ ,

2π√
λ

) ν∑
k=1

1

k
< ε̃/3. (36)

Теперь оценим S1,2(p0). Если p0 удовлетворяет соотношению k1 6 p0−ν < p0 < p0+ν 6 k2,
то имеют место неравенства p0−k1 > ν и k2−p0 > ν. Используем (32) и после преобразования
Абеля получим оценку

|S1,2(p0)| 6

∣∣∣∣∣
p0−ν∑
k=k1

f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ)

p0 − k

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
k2∑

k=p0+ν

f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ)

k − p0

∣∣∣∣∣
6 4‖f‖C[a,b]

∞∑
i=ν

1

i(i+ 1)
+

4‖f‖C[a,b]

ν
6

8‖f‖C[a,b]

ν
< ε̃/3. (37)

Точно так же доказывается (37) в ситуации, когда индекс p0 удовлетворяет одному из соот-
ношений p0 − ν < k1 6 p0 < p0 + ν 6 k2 или k1 6 p0 − ν < p1 6 k2 < p0 + ν. Из возможных
вариантов остался случай, когда p0− ν < k1 6 p1 6 k2 < p0 + ν. В этой ситуации |S1,2(p0)| = 0.
Из (35)–(37) для всех λ > λ1 имеем оценку

|S1(p0)| 6 2ε̃/3. (38)

Перейдём к изучению свойств суммы S2(p0). Возьмём произвольное целое m, 1 6 m 6
k2 − k1 − 2, и представим S2(p0) в виде

0 6 S2(p0) = −2
∑

k:k∈[k1,k2]
|p0−k|6m

′′ f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ)

|p0 − k|

− 2
∑

k:k∈[k1,k2]
|p0−k|>m

′′ f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ)

|p0 − k|
= S2,1(p0) + S2,2(p0). (39)
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Выберем достаточно большое λ2 > λ1, зависящее только от параметров задач (1), (2),
начиная с которого в силу (14) будут выполняться неравенства

max
06k6n−1

|xk+1,λ − xk,λ| 6
3π

2
√
λ
.

Функция f̃ ∈ C(ωl[a, b]), следовательно, согласно определению (8), начиная с λ2 будем иметь
соотношение

f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ) > −10Kfω

(
3π

2
√
λ

)
. (40)

Поэтому

0 6 S2,1(p0) = −2
∑

k:k∈[k1,k2]
|p0−k|6m

′′ f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ)

|p0 − k|
6 10Kfω

(
3π

2
√
λ

) m∑
k=1

1

k
. (41)

Далее оценим сумму S2,2(p0):

0 6 S2,2(p0) = −2
∑

k:k∈[k1,k2]
|p0−k|>m

′′ f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ)

|p0 − k|

6 2

p0−m−1∑
k=k1

−(f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ))−
p0 − k

+ 2

k2∑
k=p0+m+1

−(f̃(xk+1,λ)− f̃(xk,λ))−
k − p0

. (42)

Если p0 −m 6 k1 или p0 + m > k2, то в (42) исчезает первое или второе слагаемое. В случае
p0 −m < k1 < k2 < p0 + m суммы S2,2(p0) в (39) вообще нет. Принимая во внимание то, что
f̃ ∈ V −(v), с помощью преобразования Абеля и (40) оценим (42):

0 6 S2,2(p0) 6 2Mf

(
p0−k1−1∑
k=m+1

v(k −m)

k(k + 1)
+

k2−p0−1∑
k=m+1

v(k −m)

k(k + 1)

)
+ 10Kfω

( 3π

2
√
λ

)

6 4Mf

k2−k1−1∑
k=m+1

v(k)

k2
+ 10Kfω

(
3π

2
√
λ

)
.

Отсюда и из (39), (41), (42) имеем

0 6 S2(p0) 6 10Kfω

(
3π

2
√
λ

) m∑
k=1

1

k
+ 4Mf

k2−k1−1∑
k=m+1

v(k)

k2
+ 10Kfω

(
3π

2
√
λ

)
. (43)

В силу (43) условие (9) гарантирует существование такого λ4 ∈ R, λ4 > λ3, что для произволь-
ного λ > λ4 имеет место оценка

0 6 S2(p0) 6 ε̃/3. (44)

Выбирая наибольшую константу равномерности в o-символике O(1) соотношений (30) и (29),
из (30), (29), (33), (34), (35), (38) и (44) получаем, что для произвольного ε̃ > 0 существует
λ4 ∈ R такое, что для всех λ > λ4 одновременно в случае задач Коши (1) и (2) имеет место
оценка ‖f − Sλ(f, ·)‖C[a+ε,b−ε] < ε̃. Теперь для f ∈ C(ωl[a, b]) ∩ V −(v) утверждение теоремы 1
доказано одновременно в случае задач Коши (1) и (2).

Для доказательства теоремы 1 в случае f ∈ C(ωr[a, b]) ∩ V +(v) достаточно заметить, что
если f ∈ C(ωr[a, b]) ∩ V +(v), то −f ∈ C(ωl[a, b]) ∩ V −(v) и оператор Sλ(f, ·) — линейный.
Теорема 1 доказана. �
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Замечание 2. Из теоремы 1 следует, что если f1 ∈ C
(
ωr1[a, b]

)
∩V +(v1) и f2 ∈ C

(
ωl2[a, b]

)
∩

V −(v2), а пары функций (vi, ωi), где i = 1, 2, удовлетворяют соотношению (9), то несмотря
на то, что линейная комбинация f = αf1 + βf2 может не принадлежать ни одному из этих
классов, интерполяционный процесс (5) будет приближать функцию f из (10).

Замечание 3. Если f ∈ C[0, π], то для классического модуля изменения v(n, f) имеют
место двусторонние оценки

v+(n, f) 6 v(n, f) 6 2(v+(n, f) + ‖f‖C[0,π]),

−v−(n, f) 6 v(n, f) 6 2(−v−(n, f) + ‖f‖C[0,π]).

Следствие 1. Каждый из классов функций Дини — Липшица lim
λ→∞

ω(f, 1/
√
λ) ln

√
λ = 0

и Крылова (непрерывные функции ограниченной вариации) являются собственным подмно-
жеством функционального класса, определяемым соотношением (9).

Следствие 2. Из теоремы следует, что любое из условий lim
λ→∞

ωl(f, 1/
√
λ) ln

√
λ = 0 или

lim
λ→∞

ωr(f, 1/
√
λ) ln

√
λ = 0 гарантирует справедливость соотношения (10).

Доказательство утверждений 1–4. Равномерная аппроксимация (12) на всём отрезке
[0, π], a = 0, b = π, непрерывной функции ограниченной вариации, исчезающей на концах от-
резка [0, π] с помощью операторов (5), следует из доказательства теоремы 1, в котором вместо
утверждения 8 используется утверждение 7. В этом случае переопределение функции (24) не
требуется, т. е. f ≡ f̃ на [0, π]. Так как в этом случае все оценки (27)–(43), в формулах которых
суммирование будет осуществляться не в пределах от k1 до k2, а по всему набору узлов с ин-
дексами от 0 до n − 1, будут равномерными на всём отрезке [0, π], h(λ) ∈ R и шарах Vρλ [0, π]
из (16), (17). Утверждение 1 доказано.

Чтобы убедиться в справедливости утверждений 2 и 4, достаточно положить qλn ≡ 0,
λn = n2, h(λn) = n в (2). Утверждение 4 следует при таких обозначениях из утвержде-
ний 1 и 11.

Положив qλn ≡ 0, λn = n2, h(λn) = n в (2), из теоремы 1, утверждений 10 и 11 устанав-
ливаем справедливость утверждения 3 в случае задачи Коши (2). Положив f ≡ 1 и qλn ≡ 0,
λn = n2, h(λn) = 0 в (1), из теоремы 1 и соотношений

lim
λ→∞

|Sλn(f, x)− f(x)| = 0,5 при x = 0, x = π

устанавливаем справедливость утверждения 3 в случае задачи Коши (1).

Доказательство теоремы 2. Если заметить, что f(·)− f(π)− f(0)

π
+ f(0) ∈ C0[0, π], то

утверждение теоремы 2 следует из утверждения 1.
Из следствия 1 получаем результаты работы [7, теоремы 1 и 2].
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