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Рассматривается обратная кинематическая задача сейсмики с внутренними источниками,
состоящая в определении скоростей продольных и поперечных волн по временам пробега
от очагов землетрясений, происходящих в фокальной зоне, до группы сейсмических приём-
ников. Предложен алгоритм численного решения задачи, основанный на уравнении эйко-
нала и технологии сглаживающих многомерных сплайнов, которые дают аппроксимацию
скоростного строения фокальной зоны. Приведены теоретические результаты, обосновыва-
ющие алгоритм решения задачи методами аппроксимации сглаживающими многомерными
сплайнами по данным на нерегулярных сетках. Описаны результаты численного решения
задачи, расчёты с реальными данными о землетрясениях в фокальной зоне, приведены
оценки скоростных и упругих параметров среды.
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ВВЕДЕНИЕ

Обратная кинематическая задача сейсмики (ОКЗС), начало исследований которой поло-
жили Г. Герглотц [1] и Е. Вихерт [2], сыграла важную роль как в теории обратных задач
математической физики [3, 4], так и в практической геофизике [5, 6].

Уравнения движения в анизотропной упругой среде [5, 7] выглядят следующим образом:

ρ
∂2ui
∂t2

= cijkl
∂2ul

∂xj∂xk
, i = 1, 2, 3,

где ρ — плотность среды, u = (ui) — векторное поле смещения, cijkl — тензор модулей упру-
гости с симметриями cijkl = cjikl, cijkl = cijlk. Здесь и далее под разновысоким одноимённым
индексом в одном мономе подразумевается суммирование от одного до трёх.

В изотропной среде модули упругости выражаются через параметры Ламе λ, µ:

cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk),
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δjk — символ Кронекера. Оставляя в стороне механизмы распространения поверхностных волн
Рэлея и Лява, ограничимся следующими уравнениями движения в изотропной упругой среде:

∂2upi
∂t2

= v2p∆u
p
i ,

∂2usi
∂t2

= v2s∆u
s
i , i = 1, 2, 3,

где ∆ — оператор Лапласа, up, us — векторы смещений в продольном и поперечном направ-
лениях, vp — скорость распространения продольной волны (волны сжатия), vs — скорость
распространения поперечной (сдвиговой) волны:

v2p =
λ+ 2µ

ρ
, v2s =

µ

ρ
. (1)

В упругой среде распространяются обе эти волны. Волна сжатия приводит к относительному
изменению объёма, равному div up. Сдвиговая волна характеризуется соотношением div us = 0.
Иными словами, векторное поле us смещений в поперечном направлении соленоидально.

Приведём выражения для таких параметров упругой среды, как модуль Юнга (коэффи-
циент упругости) E и коэффициент Пуассона (деформации) σ (см. [8]):

E =
µ(3λ+ 2µ)

λ+ µ
= ρ

v2s(3κ − 1)

κ − 1
, σ =

λ

2(λ+ µ)
=

κ − 2

2(κ − 1)
, (2)

где κ =

(
vp
vs

)2

. Например, для горных пород
√
κ ≈

√
3 ≈ 1,73.

Рассмотрим математическую модель [9], в рамках которой возникает уравнение эйконала,
играющее значительную роль в ОКЗС. Пусть в среде распространяется монохроматическая
волна, описываемая уравнением Гельмгольца

∆u(x) + k20n
2(x)u(x) = 0, (3)

где x ∈ R3, k0 = ω/c — волновое число, ω — частота, c — характерное значение скорости
распространения волны в среде, n(x) — коэффициент преломления. В неоднородной среде,
свойства которой незначительно изменяются по сравнению с длиной волны, фронт волны так-
же мало меняется с расстоянием, оставаясь «почти плоским». Решение уравнения (3) ищется
в виде плоской волны

u(x) = a(x) eik0ψ(x), (4)

в которой амплитуда a(x) и волновой вектор k(x) = k0∇ψ(x), k = (k1, k2, k3), также слабо
меняются по сравнению с длиной волны.

Представляя поле u(x) в виде ряда

u(x) =
∞∑
j=0

aj(x)

(ik0)j
eik0ψ(x) (5)

и подставляя (5) в (3), получаем бесконечную систему уравнений

〈∇ψ,∇ψ〉 = n2, 2〈∇a0,∇ψ〉+ a0∆ψ = 0,

2〈∇aj ,∇ψ〉+ aj∆ψ = −∆aj−1, j = 1, 2, . . . .
(6)

Функция ψ носит название эйконала, первое уравнение системы (6) — уравнение эйконала.
Уравнения, связывающие амплитуды a0, a1, . . ., — уравнения переноса нулевого, первого, вто-
рого и т. д. порядков аппроксимации.
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Сформулируем ОКЗС [4]. Пусть D — полупространство x3 > 0 пространства R3 с грани-
цей ∂D — координатной плоскостью OXY . Область D заполнена упругой средой, в которой
распространяются волны со скоростью v(x) = 1/n(x), x = (x1, x2, x3). В качестве v выступают
скорости vp продольных или vs поперечных волн. Пусть τ(x0, x) — время, за которое волна
из точки x0 приходит в точку x. Функция τ(x, x0) (равная τ(x0, x)) удовлетворяет уравнению
эйконала и условию на бесконечности:

|∇xτ(x, x0)| =
1

v(x)
≡ n(x), τ(x, x0) = O(|x− x0|) x→∞. (7)

Ставится задача определения скорости v(x) при x ∈ D, если известна функция τ(x, x0), удо-
влетворяющая (7) для x ∈ ∂D, x0 ∈ B для некоторого множества B, B ⊂ D.

Замечание. Обычно в обратной кинематической задаче сейсмики предполагается, что
подмножество B принадлежит границе ∂D, B ⊂ ∂D. Если же B есть область, B ⊂ D, то
говорят об обратной кинематической задаче сейсмики с внутренними источниками.

В рамках представлений аналитической механики интерпретация задачи описана в [10].

Рассмотрим лагранжиан L(x, ẋ) = n2(x)|ẋ|2/2. Тогда pi ≡
∂L
∂ẋi

= n2(x)ẋi, гамильтониан совпа-
дает с лагранжианом

H(x, p) = piẋ
i − L(x, ẋ) = n2(x)|ẋ|2/2,

и каноническая система уравнений Гамильтона запишется в виде

ẋi =
∂H
∂pi

=
pi

n2(x)
ṗi = −∂H

∂xi
=
|p|2

n2(x)

∂ lnn

∂xi
. (8)

Пусть не зависящая от времени функция f(x, p) является первым интегралом системы (8),
тогда уравнение Лиувилля для данного гамильтониана и функции f таково, что

0 =
∂f

∂xi
∂H
∂pi
− ∂f

∂pi

∂H
∂xi

=
pi
n2

∂f

∂xi
+
|p|2

n2
∂ lnn

∂xi
∂f

∂pi
. (9)

Путь распространения возмущения рассматривается как экстремаль вариационного функцио-
нала Ферма и интерпретируется как геодезическая римановой метрики конформного вида [11],
заданной в области D:

ds2 = n2(x)|dx|2, (10)

где n(x) = 1/v(x) и v — скорость либо продольных vp, либо поперечных vs волн; |dx|2 — элемент
длины евклидовой метрики. Следует отметить, что использование лагранжиана более общего
вида L(x, ẋ) = gij(x)ẋiẋj/2 приводит к римановой метрике

ds2 = gijdx
idxj . (11)

Система уравнений, задающая геодезическую метрики (11) такова, что

ẍi + Γijkẋ
j ẋk − ẋis̈/ṡ = 0, i = 1, 2, 3. (12)

Здесь геодезическая параметризована произвольным параметром t, а через s обозначен кано-
нический параметр, пропорциональный длине дуги. Ясно, что если s = at + b, то последний
член слева в (12) обращается в нуль и система приобретает канонический вид с параметром s,
пропорциональным длине дуги. Через Γkij , как обычно, обозначены символы Кристоффеля
метрики (11):

Γkij =
1

2
gkp
(
∂gjp
∂xi

+
∂gpi
∂xj
− ∂gij
∂xp

)
, (13)
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которые для метрики (10) существенно упрощаются:

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ3
13 = −Γ1

22 = −Γ1
33 =

∂ ln n(x)

∂x1
,

Γ1
12 = Γ2

22 = Γ3
23 = −Γ2

11 = −Γ2
33 =

∂ ln n(x)

∂x2
,

Γ1
13 = Γ2

23 = Γ3
33 = −Γ3

11 = −Γ3
22 =

∂ ln n(x)

∂x3
.

(14)

ОКЗС может быть сформулирована следующим образом. Требуется по известным вре-
менам пробега (расстояниям в смысле римановой метрики (10)) между точками x0, x1 ∈ ∂D,
которые соединяются геодезической γ(x0, x1), x ∈ γ(x0, x1), параметризованной естественным
параметром s:

τ(x0, x1) =

∫
γ(x0,x1)

n(x(s))
√

(ẋ1)2 + (ẋ2)2 + (ẋ3)2 ds, (15)

найти функцию n(x) = 1/v(x), определяющую конформную метрику (10). В (15) дифферен-
цирование переменных xj , x ∈ γ(x0, x1), производится по s. Величину (15) часто называют
годографом. Обратим внимание на то, что «источник» x0, как и «приёмник» x1, расположе-
ны на поверхности ∂D. Если же источники располагаются в некоторой ограниченной обла-
сти B (фокальной зоне) полупространства D, то это — ОКЗС с внутренними источниками.
Именно в рамках такой постановки и предлагается её решение в настоящей работе. Счита-
ются известными координаты очагов и времена начала землетрясений, которые достаточно
густо располагаются в фокальной зоне. Предполагаются выполненными условия, при кото-
рых возможно использование уравнения эйконала (7). На первом этапе решения задачи по
имеющемуся набору значений зафиксированных времён пробега путём многомерной сплайн
аппроксимации строится функция времён пробега (15) в фокальной зоне B. Затем на осно-
ве уравнения эйконала определяются скорости vp и vs. Наконец, с привлечением априорной
информации проводится оценивание упругих параметров среды в фокальной зоне.

Разд. 1 посвящен обсуждению более общих постановок ОКЗС с внутренними источни-
ками и некоторых подходов к её решению. В разд. 2 содержатся основные сведения об ис-
пользуемой технологии аппроксимации сплайнами по многомерным хаотическим данным на
основе радиальных базисных функций. Последний раздел работы содержит описание и визу-
альное представление результатов обработки реальных данных о землетрясениях, полученных
на группе сейсмологических станций Камчатки. Анализ, выводы из результатов и дальнейшие
перспективы развития содержатся в заключении.

1. ОКЗС С ВНУТРЕННИМИ ИСТОЧНИКАМИ

Постановкам многомерных ОКЗС с внутренними источниками предшествовали постанов-
ки одномерной задачи, продолжающие и обобщающие работы [1, 2]. Наряду с исследованием
годографов от поверхностных и глубинных источников одномерная модель задачи с внутрен-
ними источниками рассматривалась в [12, 13]. Показано, что для шара Ω радиуса R, источника
в точке x0, |x0| = r0 < R и функции m(r) =

r

v(r)
такой, что на отрезке [r0, R] она строго

монотонна, по годографу (15) однозначно определяются r0 и скорость v(r) для r ∈ [r0, R].
Отметим, что в одномерной модели (в отличие от многомерной) координаты эпицентра лег-
ко определяются, так как годографы τ(x0, y1), x0 ∈ Ω, y1 ∈ ∂Ω, симметричны относительно
прямой, проходящей через центр шара Ω и точку x0.

Математическая модель многомерной ОКЗС с внутренними источниками в более общей
постановке рассмотрена в работах [14, 15]. Опишем один из подходов к её исследованию более
подробно. Строго говоря, как эпицентры землетрясений, так и времена их начала определены
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с некоторой точностью. Более того, как уже отмечалось во введении, само уравнение эйконала
справедливо лишь при определённых условиях. Имеется и ещё ряд факторов, не поддающихся
строгому учёту, но влияющих на точность измерения времён пробега. Поэтому в формулу (15)
вносится аддитивная составляющая E(x), аккумулирующая все неточности, влияющие на го-
дограф:

τ(x, y1) =

∫
γ(x,y1)

n(y)|dy|+ E(x), y ∈ γ(x, y1), (16)

где x = (x1, x2, x3) ∈ B, y1 =
(
y11, y

2
1, 0
)
∈ ∂D. Таким образом, по данным (16) требуется,

вообще говоря, определить не только скорость v(x) в области B, но и оценить величину E(x).
Принимаем следующую гипотезу. Предположим, что метрика (10) вместе с добавкой E(x)
в полупространстве D интерпретируется как риманова метрика общего вида (11). Тогда время
пробега (16) может быть представлено также и в виде

τ(x, y1) =

∫
γ(x,y1)

√
gij
(
y(s)

)
ẏiẏj ds, y(s) ∈ γ(x, y1). (17)

Таким образом мы от годографов, зависящих от двух функций n(x) и E(x), перехо-
дим к годографу, зависящему, вообще говоря, уже от шести функций, а именно, от компо-
нент g11, g21, g31, g22, g32, g33 метрического тензора. Принимается во внимание его симметрич-
ность, g21 = g12, g31 = g13, g32 = g23.

Будем считать, что n(x) ∈ C2(D) и любые две точки x, y ∈ D можно соединить един-
ственной геодезической γ(x, y) как метрики (10), так и метрики (11). Рассмотрим функцию

R(x, y1, y2) = τ(x, y1)− τ(x, y2), x ∈ B, y1, y2 ∈ ∂D.

Заметим, что функция R, представляющая собой разность времён пробега фронта волны меж-
ду точками x, y1 и x, y2, уже не содержит величину E(x). Через gij обозначается метриче-
ский тензор g, выраженный через контравариантные компоненты. В матричной терминоло-
гии (gij) — это обратная к (gij) матрица. Напомним, что матрицы (gij) и (gij) невырождены,
положительно определены и симметричны. Возможно представление элементов матриц (gij)
и (gij) в векторной форме, а именно, паре индексов (ij), i 6 j, сопоставляется один индекс (l)
следующим образом:

(11)↔ (1), (12)↔ (2), (13)↔ (3), (22)↔ (4), (23)↔ (5), (33)↔ (6),

gij ↔ cl, c = (c1, . . . , c6).
(18)

Пусть yk, k = 1, 2, . . . , 6, — фиксированные точки на плоскости OXY ≡ ∂D. Для диффе-
ренцируемой функции τ(x, y) симметричную матрицу M(x) = (Mkl(x)) размера 6× 6 опреде-
лим как

Mkl(x) =
∂τ(x, yk)

∂xi
∂τ(x, yk)

∂xj
, (ij) ≡ (ji)↔ (l), i, j = 1, 2, 3, k, l = 1, 2, . . . , 6.

Поясним, что значение индекса k соответствует номеру точки y, принадлежащей границе ∂D,
индекс l нумерует соответствующую компоненту метрического тензора.

При невырожденной матрице M(x), x ∈ B, матрица M−1(x) — обратная к M . Вектор
I6 = (1, 1, 1, 1, 1, 1)T состоит из шести единичных компонент. Справедливы соотношения, свя-
зывающие компоненты метрического тензора gij , функцию R и годограф τ(x, y) (см. [15]).
Предполагается непрерывная дифференцируемость соответствующих функций по перемен-
ным xj , j = 1, 2, 3.
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Справедливо соотношение

gii(x) + gjj(x) + 2gij(x) =
1

4

[
max

(
∂R

∂xi
+
∂R

∂xj

)]2
, i, j = 1, 2, 3.

Пусть E(x) непрерывно дифференцируема. Тогда

gii(x) + gjj(x) + 2gij(x) =
1

4

[
max
y

∂τ

∂xi
−min

y

∂τ

∂xj

]2
,

∂E

∂xi
=

1

2

[
max
y

∂τ

∂xi
+ min

y

∂τ

∂xi

]2
, i, j = 1, 2, 3.

Если E(x) = 0, то существуют точки y1, . . . , y6 ∈ ∂D такие, что c(x) = M−1(x)I6. Здесь c(x) —
вектор, образованный из компонент метрического тензора gij в соответствии с (18).

С использованием результатов, полученных в [16–18], сделаем выводы из приведённых
выше соотношений. Так, если многообразие представляет собой риманову область, то функция
n(x) единственным и устойчивым образом определяется функцией τ(x, y1), x ∈ B, y1 ∈ ∂D,
с точностью до конформных преобразований области B. В частности, если ω — замкнутая
выпуклая поверхность уровня функции n(x), ω = {x ∈ D | n(x) = c}, то ω единственным
и устойчивым образом определяется функцией τ(x, y1) с точностью до преобразования подобия
и положения в D.

Оказалось, что, вообще говоря, плоские и пространственные задачи существенно отли-
чаются друг от друга. Так, в первом случае функцию n(x) можно найти однозначно лишь
тогда, когда область B (соответствующая фокальной зоне) известна. В пространственном же
случае для однозначного определения области достаточно знать положение нескольких точек
области B. Наконец, ещё раз подчеркнём, что приведённый подход позволяет уточнить время
начала землетрясений и координаты его гипоцентра. Независимо от распределения источни-
ков и времени начала возмущения метрика ds2 = gjkdx

jdxk, тесно связанная со скоростью
распространения возмущения, находится однозначно. Этот вывод оказывается важным при
численном решении задачи с внутренними источниками. В работе [19] предложен алгоритм
решения ОКЗС с внутренними источниками, основанный на результатах настоящего раздела
и идеях обращения волновых фронтов и их аппроксимаций фронтами плоских или сфери-
ческих волн. Оказалось, что даже если гипоцентры землетрясений известны с большой по-
грешностью, определяемая в результате работы алгоритма скорость среды восстанавливалась
устойчиво. Следует отметить, что в алгоритме, далее развиваемом в настоящей работе, вре-
мена начала и гипоцентры землетрясений считаются известными.

Упомянем ещё одну проблему, возникающую в тесной связи с рассматриваемой. Это за-
дача определения скоростных характеристик среды, расположенной между фокальной зоной
и сейсмическими приёмниками. В современной терминологии это задача сейсмической томо-
графии. С томографической точки зрения она характеризуется как задача с ограничениями
по «углам обзора» и является сильно некорректной. Кроме того, как отмечалось ранее, задача
нелинейна из-за того, что неизвестны скоростные характеристики среды, от которых зависят
компоненты метрического тензора gij , а от них, в свою очередь, зависят геодезические. Таким
образом, ни подынтегральная функция, ни кривая интегрирования в (15) неизвестны.

В рамках описанной постановки возможно связать задачу продолжения скоростного стро-
ения среды вплоть до границы (задачу сейсмической томографии) с задачей исследования
функционалов F1, возникающего из (16), и F2, возникающего с заменой времён пробега в рам-
ках конформной метрики, метрикой (17) общего вида и, наконец, функционала F3, представ-
ляющего собой разность времён пробега в рамках моделей конформной и произвольной ри-
мановых метрик. В функционалах функция n(x) считается заданной в области B. (Получена
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аппроксимацией хаотически расположенных данных о годографе и затем с использованием
уравнения эйконала.) Имеется возможность строить функционалы с использованием скоро-
стей vp и vs, тогда получатся две функции np, ns и две «искомые метрики» gij(x) и hij(x).
В задаче экстраполяции метрик вплоть до границы ∂D естественным представляется исполь-
зовать эмпирические данные о скоростях продольных и поперечных волн в приповерхностном
слое.

Наиболее распространённый подход к решению ОКЗС состоит в линеаризации зада-
чи (см. [5, 6]). Именно, скорость распространения волн в среде представляется в виде v(x) =
v0(x) + v1(x), x ∈ D, где v0(x) представляет собой известную (априори заданную) функцию,
а v1(x) — малую добавку к ней. Переходя к функции n(x), получаем

n(x) =
1

v(x)
=

1

v0(x)
(

1 + v1(x)/v0(x)
) =

1

v0(x)
− v1(x)

v20(x)
+ o(v1) ≈ n0(x) + n1(x).

Тогда, в предположении v1/v0 � 1, для невязки времён пробега получаем

τ(x, y) = −
∫

γ(x,y)

v1(z(s))

v20(z(s))
ds =

∫
γ(x,y)

n1(z(s)) ds ≡ An1, z(s) ∈ γ(x, y), (19)

где x, y ∈ D, интегрирование проводится вдоль геодезической конформной метрики, определя-
емой известной функцией n0(z), z ∈ D; геодезические этой метрики определяются символами
Кристоффеля (14). Таким образом, ОКЗС линеаризована, и необходимо найти лишь малую
добавку v1 к априори заданной скорости v0. Соотношение (19) определяет линейный томогра-
фический оператор A. В работе [20] показано, что он компактен из L2 в L2, проведена его
дискретизация и обращение на данных физической модели.

2. СПЛАЙН-АППРОКСИМАЦИЯ

В данном разделе описывается алгоритм численного решения ОКЗС с внутренними ис-
точниками. Для простоты рассматривается вариант задачи с одним приёмником. Использо-
ваны обозначения, отличные от принятых выше, но обычно используемые в теории аппрок-
симации. Пусть в точке P0(x0, y0, 0) на поверхности земли расположен приёмник, регистри-
рующий приходящие сигналы от определённых точек Pi(xi, yi, zi), i = 1, . . . , n, называемых
источниками возмущений. Источники некоторым образом, вообще говоря хаотично, заполня-
ют пространственную область внутри Земли (фокальную зону). Предполагаются известными
времена τ(Pi, P0) прихода волны от источника Pi до приёмника P0. Поскольку расположе-
ние приёмника фиксировано, нам известны значения ti функции T (P ) в точках P = Pi, т. е.
ti = τ(Pi, P0) = T (Pi).

Уравнение эйконала связывает градиент функции T (P ) с функцией v(P ) скорости рас-
пространения сигнала в точке P . Наша задача — определить распределение скорости в области
фокальной зоны. Если бы координаты источников имели регулярное расположение, например
в узлах трёхмерной прямоугольной сетки, то было бы достаточно легко вычислить прибли-
жённые значения частных производных функции T в узлах сетки и, следовательно, значения
градиента.

Однако в реальной задаче источники возмущений расположены в гипоцентрах землетря-
сений и, конечно, ни о какой регулярности не может быть и речи. Кроме того, данные содержат
значительную погрешность. В этом случае разностные методы не дают приемлемых результа-
тов. Необходимо строить какую-либо функцию, не только хорошо приближающую имеющиеся
значения ti = T (Pi), но и обладающую хорошим приближением производных. Ясно, что ло-
кальные методы, например на основе триангуляции, здесь вряд ли приемлемы. «Хорошими»
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методами для такой задачи представляются глобальные методы аппроксимации сплайнами на
основе радиальных базисных функций [21, 22].

Сплайны такого типа могут получаться в результате минимизации какого-либо функци-
онала J(f) на множестве функций f из некоторого пространства (условие минимальности
нормы) при условии интерполяции заданного набора значений или их сглаживания [23, 24].
В итоге сплайн представляется в виде

s(P ) =
n∑
i=1

λiR(P, Pi) + π(P ). (20)

Здесь Pi, i = 1, . . . , n, — опорные узлы сплайна, точки в пространстве (в общем случае много-
мерном, но нас интересует только R3), где заданы данные; R(P, P ′) = φ(|P−P ′|) — радиальная
базисная функция, φ — функция одной переменной, |P − P ′| — евклидово расстояние между
точками P и P ′ пространства; λi ∈ R — коэффициенты сплайна; π ∈ P, где P — заданное
конечномерное пространство функций в рассматриваемом многомерном пространстве, назы-
ваемое трендом сплайна. Обычно P — пространство алгебраических многочленов некоторой
степени.

Коэффициенты λi, i = 1, . . . , n, интерполяционного сплайна s(P ) определяются из усло-
вий интерполяции

s(Pi) = ti, i = 1, . . . , n, (21)

и условий аннуляции тренда сплайна
n∑
i=1

λiπ(Pi) = 0 для любого π ∈ P.

Выбрав некоторый базис uj ∈ P, j = 1, . . . , k, k = dimP, и записывая функцию π тренда P

в виде π(p) =
k∑
j=1

µjuj(P ), получаем систему линейных уравнений

(
B C
CT O

)(
λ
µ

)
=

(
t
0

)
. (22)

Здесь B — симметрическая матрица размерности (n × n) с коэффициентами bij = R(Pi, Pj);
C — матрица размерности (n × k) с коэффициентами cij = uj(Pi); O — нулевая матри-
ца; λ = (λ1, . . . , λn)T и µ = (µ1, . . . , µk)

T — векторы неизвестных коэффициентов сплайна,
t = (t1, . . . , tn)T — задаваемые значения функции, 0 — столбец нулей. Для однозначной разре-
шимости задачи определения коэффициентов сплайна необходимо также выполнение условий
n > k и rankC = k. Эти условия будут и достаточными, если функция R(P, P ′) — условно
положительно определённая (см. [25]), следовательно, она служит воспроизводящим ядром
некоторого функционального пространства.

Условие минимума нормы для сплайна позволяет сформулировать также задачу постро-
ения сглаживающего сплайна sα(P ), как результат минимизации функционала:

Jα(f) = αJ(f) +
n∑
i=1

(f(Pi)− ti)2, (23)

где α > 0 — параметр сглаживания, который можно варьировать. В предположении, что систе-
ма уравнений (22) имеет единственное решение (n > k и rankC = k), сглаживающий сплайн
sα(P ) также определяется однозначно, его коэффициенты удовлетворяют системе уравнений(

B + αI C
CT O

)(
λ
µ

)
=

(
t
0

)
. (24)
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Здесь I — единичная матрица. Очевидно, что при α→ 0 сглаживающий сплайн sα стремится
к интерполяционному, а при α → ∞ в пределе получается функция из тренда P, минимизи-
рующая функционал

n∑
i=1

(f(Pi)− ti)2.

Примеры используемых радиальных базисных функций с приведением вида минимизиру-
емого функционала и указанием функционального пространства содержатся в [25]. Мы будем
рассматривать радиальную базисную функцию вида

φ(r) =

(−1)m/2+1rm ln r, m чётное,

(−1)(m+1)/2rm, m нечётное,
(25)

приводящую к так называемым Dm-сплайнам или натуральным сплайнам (тонких пластин),
которые иногда также называются полигармоническими или псевдополиномиальными сплай-
нами (см., например, [22, 23]). Трендом при этом выступает множество многочленов от трёх
переменных степени m− 1. Число m мы называем степенью сплайна, что хорошо согласуется
с понятием степени для классического сплайна одной переменной.

Как следует из [25], векторное пространство тренда P может быть расширено добавлением
в него некоторого набора линейно независимых базисных функций. Условная положительная
определённость выбранной радиальной функции сохраняется, и она также будет воспроизво-
дящим ядром пространства с расширенным трендом. Таким образом, снимаются ограничения
на размерность пространства многочленов для тренда. Пространство тренда определяет пове-
дение сплайна вне области с данными, поэтому при использовании, например, классических
кубических сплайнов тонких пластин трендом является множество многочленов первой сте-
пени. А это означает, что за пределами области с данными сплайн будет вести себя близко
к плоскости. Однако такое поведение нас может не устроить, если мы из каких-либо сообра-
жений знаем, что аппроксимируемая функция, например, колоколообразная, т. е. нам хотелось
бы, чтобы тренд мог содержать многочлены второй степени или выше. Как мы видим, в на-
шем случае это возможно. В ряде задач нами уже была опробована аппроксимация такими
сплайнами с расширенным трендом в двумерном и трёхмерном случаях [26–28], показавшая
достаточно хорошие результаты.

Практическое построение интерполяционного сплайна сводится к решению системы урав-
нений (22). Вопросы существования и единственности сплайнов общего вида исследовались
в [29]. Отметим, что ограничения на исходные данные, обеспечивающие существование и един-
ственность рассматриваемых сплайнов, необременительны и сводятся к вопросу о существова-
нии в множестве точек с данными набора из k точек, для которого интерполяционный поли-
ном π(P ) существует и единственен, например, для тренда, состоящего из многочленов первой
степени; для существования и единственности сплайна от трёх переменных достаточно, чтобы
среди n точек с исходными данными существовало три точки, не лежащие на одной прямой.

Если исходные данные обладают погрешностью, то, как правило, интерполяционные
сплайны не дают приемлемого результата. В таких случаях необходимо строить сглаживаю-
щие сплайны, т. е. вместо системы уравнений (22) следует решать систему (24) с изменениями
в матрице только лишь в элементах главной диагонали первого блока.

Построение как интерполяционного, так и сглаживающего сплайна сводится к решению
системы линейных уравнений с практически плотной симметрической матрицей, размер ко-
торой в основном определяется количеством точек интерполяции Pi. Для достаточно боль-
ших значений n такая система может быть плохо обусловлена. Несмотря на то, что матрица
системы (22) или (24) симметрическая, метод Холецкого для её решения использовать нель-
зя, так как эти матрицы не являются положительно определёнными. Мы используем метод
Аазена [30], в котором при разложении диагональная матрица заменяется трехдиагональной.
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Отметим, что хотя сложности и трудности построения интерполяционных и сглажива-
ющих сплайнов с радиальными базисными функциями подобны, однако ненулевой параметр
сглаживания α улучшает обусловленность системы уравнений. Параметр сглаживания регули-
рует уровень сглаживания данных. Значение α = 0 соответствует интерполяционному сплайну,
т. е. s(P ) = s0(P ). С увеличением α поведение сплайна становится более гладким, уменьша-
ются или даже исчезают осцилляции, но вместе с тем, вообще говоря, растёт отклонение от
исходных данных. Как уже отмечалось, в пределе при α→∞ сплайн стремится к некоторому
элементу тренда. Добавим, что степень сглаживания можно регулировать в каждой точке,
для этого в минимизируемом функционале (23) в каждое слагаемое нужно добавить соответ-
ствующие веса, что не приводит к каким-либо усложнениям при вычислениях.

3. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФОКАЛЬНОЙ ЗОНЫ

3.1. Данные для реализации алгоритма

Для численного решения задачи определения скоростного строения среды фокальной зо-
ны ранее был разработан алгоритм и программный комплекс SEISMIC, протестированный
на синтетических данных, полученных посредством решения прямой задачи распространения
волнового фронта в средах с известной скоростной структурой.

Данными для предложенного здесь алгоритма с целью решения ОКЗС с внутренними
источниками являются координаты гипоцентров землетрясений Pi(xi, yi, zi), i ∈ I, времена на-
чала землетрясений и времена вступления продольной и поперечной волн, зафиксированные
на различных сейсмоприёмниках на поверхности Земли, координаты которых Qj(xj , yj , zj),
j ∈ J , также известны. В данных содержится и ряд других измеренных или вычисленных ве-
личин, которые могут сыграть роль сравнительных характеристик, но для алгоритма SEISMIC
являющихся избыточными.

Разность времён τ(Pi, Qj) между началом землетрясений в гипоцентрах Pi и моментом
прихода волн к приёмникам Qj определяет дискретные значения годографа — функцию вре-
мени прохождения волн от источников к приёмникам. Эта функция для каждого Qj задана
своими значениями на конечном, хаотически расположенном множестве точек в фокальной
зоне B, причём для разных приёмников Qj наборы таких точек Pi, в которых определены
значения τ(Pi, Qj), вообще говоря, различны (см. рис. 1).

Рис. 1. Фокальная зона B. Приёмник на дневной поверхности.
Источники землетрясений в области отмечены крестиками

Достаточный для адекватной работы алгоритма объём данных выбирается из некоторого
временного интервала, характеризующегося отсутствием резких изменений сейсмической ак-
тивности в регионе исследования. Этот «спокойный» интервал времени позволяет получить
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результаты для оценки состояния среды в фокальной зоне в течение этого интервала. Исследо-
вание сейсмической активности в динамике может проводиться на основе анализа нескольких
таких временных интервалов, а синтез этих результатов даёт основание для текущей оценки
и прогнозирования поведения внутренних структур Земли.

3.2. Фокальная зона Камчатки

В районе вулканов Карымский и Академии наук 1 января 1996 произошло сильное зем-
летрясение, которое привело к экологическим последствиям. В частности, бывшее пресным
Карымское озеро заполнилось солёным раствором высокой концентрации. C целью проверить
работу алгоритма при оценке влияния на состояние подземных структур сильных толчков это
событие и было задано в качестве границы временных интервалов для выборки данных. Ниже,
упоминая это землетрясение, мы будем именовать его Событие. Фокальная зона представля-
ет собой регион в окрестности Карымского озера, где были зарегистрированы землетрясения
в период с 1995 по 1997 годы.

Вычисления проводились в декартовой прямоугольной системе координат. Начало O си-
стемы координат расположено в точке на поверхности Земли (вблизи вулкана Карымский).
Ось Oz направлена к центру Земли. Оси Ox и Oy расположены в плоскости, касательной
в точке O к земной поверхности. Направления осей выбраны так, что плоскость Oyz (x = 0)
проходит через эпицентр События, сильного землетрясения 01.01.1996 г., находящегося при-
мерно в десяти километрах южнее начала координат, с направлением оси Oy на север. Ось Ox
направлена к востоку. В этой системе координат линия А1–А2 определяет сечение x = 0 (см.
рис. 2, б).

Расчёты проводились по данным с трёх станций, расположенных вне фокальной зоны
на удалении порядка 100 км от эпицентра События. С помощью программы SEISMIC, ал-
горитм которой основан на описанных выше математических методах, построена 3D-модель
скоростных характеристик фокальной зоны по данным о годографах P -волн и S-волн, заре-
гистрированных на каждой станции. Модель даёт возможность получать значения скоростей
vp(x, y, z) и vs(x, y, z) уже в любой точке фокальной зоны. Следовательно, появляется воз-
можность определить в каждой точке упругие характеристики пород такие, как отношение
√
κ = vp/vs , коэффициент Пуассона σ =

κ − 2

2(κ − 1)
, модуль Юнга E,

E

ρ
=
v2s(3κ − 1)

κ − 1
, пара-

метры Ламе λ и µ,
µ

ρ
= v2s ,

λ

ρ
=
µ

ρ
(κ − 2) (подробнее см. (1), (2)). Значение плотности обычно

определяется зависимостью от глубинного строения и некоторых эмпирических соображений.
На больших глубинах без потери общности можно полагать ρ = 3 т/м3 и вычислять упругие
коэффициенты в единицах такого значения ρ.

Поскольку источники зарегистрированных землетрясений располагаются на глубинах до
60 км, то фокальную зону по глубине естественно определять границами 0 6 z 6 60 км.
Нас интересовало состояние среды в сечении А1–А2 (x = 0) до и после События. Результаты
расчётов иллюстрируются именно в этом сечении по латерали на глубинах 10, 15 и 50 км и по
глубине вдоль прямых x = y = 0, x = 0, y = −8 и x = 0, y = −40 км.

На рис. 2 изображена область в окрестности Карымского озера, вулканов Карымский
и Академии наук (рис. 2, а) и линия А1–А2 вертикального сечения на поверхности (рис. 2, б),
крестиком здесь отмечен эпицентр События, треугольниками — вулканы.

На рис. 2, в и г кружками изображён графический вывод программы SEISMIC одного из
горизонтальных сечений и соответственно вертикального сечения функции скорости vp вдоль
А1–А2. Кружками отмечены проекции гипоцентров землетрясений на горизонтальную плос-
кость (в) и соответствующую вертикальную (г).

Всюду ниже, без дополнительных напоминаний, все вычисленные и приведённые на гра-
фиках величины являются усреднением по трём сейсмическим станциям. На рис. 3, а, рис. 5, а
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Рис. 2. Фокальная зона с эпицентрами землетрясений:
(а), (б) — дислокация фокальной зоны на карте; крестиком в (б) отмечен эпицентр События;

(в) и (г) — графический вывод комплекса SEISMIC.
Проекции гипоцентров (кружки) на горизонтальную плоскость (в)

и на вертикальное сечение А1–А2 (г)

приведены графики скоростей (в км/с) vp (сплошная линия) и vs (пунктирная линия) до Собы-
тия, а на рис. 3, б, рис. 5, б — графики тех же величин после События. На остальных рисунках
из серии рис. 3–6 сплошной линией отмечены значения величин до События, пунктирной ли-
нией — после него.

Дополнительно графики маркированы следующим образом.
На рис. 3, 4 приведены графики величин в зависимости от y. Вдоль латералей, параллель-

ных А1–А2, они отмечены соответственно: вдоль латералей на глубине 10 км — кружочками,
на глубине 20 км — треугольниками и на глубине 50 км — звёздочками.

На рис. 5, 6 приведены графики величин в зависимости от z вдоль трёх вертикальных ли-
ний сечения А1–А2. Графики всех величин вдоль линии, проходящей через начало координат,
отмечены кружочками, вдоль линии на удалении 8 км от начала координат (x = 0, y = −8)
треугольниками и вдоль линии на удалении 40 км (x = 0, y = −40) звёздочками.

Таким образом, на рис. 3, а приведены шесть графиков скоростей vp (три верхних) и vs
(три нижних) вдоль прямых линий, параллельных А1–А2, на указанных глубинах до События.
На рис. 3, б приведены шесть графиков скоростей vp (три верхних) и vs (три нижних) вдоль
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тех же прямых после События.
На рис. 3, в, г изображены графики значений отношения vp/vs и коэффициента Пуассона σ

соответственно: вдоль линии x = 0, z = 10 (т. е. на глубине 10 км параллельно линии А1–А2),
вдоль линии x = 0, z = 20 (т. е. на глубине 20 км) и вдоль линии x = 0, z = 50 (т. е. на
глубине 50 км).

Рис. 3. Вдоль латералей параллельных А1–А2 на глубинах 10 км (кружочки),
20 км (треугольники), 50 км (звёздочки) приведены графики следующих величин:

(а) скорости до События vp (три верхних) и vs (три нижних);
(б) скорости после События vp (три верхних) и vs (три нижних);

(в) отношение vp/vs до и после События;
(г) коэффициент Пуассона σ до и после События

На рис. 4 представлены графики параметров Ламе: параметра λ (а) и параметра µ (б)
вдоль латералей, параллельных А1–А2 на глубинах 10, 20 и 50 км. Плотность ρ меняется
с глубиной. На характерных для фокальной зоны глубинах считается, что ρ имеет значение
порядка 3, оно и использовалось при расчётах на всех глубинах. При наличии априорной
информации о структуре грунтов несложно внести поправку. По оси абсцисс отложены рас-
стояния (в км), по оси ординат — значения коэффициентов упругости (в ГПа).

Отметим, что отношение vp/vs и коэффициент Пуассона σ до События меняются незначи-
тельно на протяжении всего отрезка [−40, 10] (сплошные линии на рис. 4). После События их
значения на глубинах 10 и 20 км согласованно резко меняются вблизи отрезка [−20, 5], который
соответствует зоне эпицентра События и действующего вулкана Карымский. На интервалах
(−40,−20) и (5, 10) и глубине 50 км указанные значения меняются незначительно.

Опишем поведение величин «по глубине». На рис. 5, 6 вдоль вертикальных линий x = 0,
y = 0 (в районе вулкана Карымский), вдоль линии x = 0, y = −8 (в районе Карымского озера)
и вдоль линии x = 0, y = −40 (на расстоянии 30 км от эпицентра События к югу) линии
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Рис. 4. По латералям параллельно А1–А2 на глубинах 10, 20, 50 км
(линии помечены кружочками, треугольниками и звёздочками соответственно)

представлены графики величин:
(а) параметр Ламе λ до и после События;
(б) параметр Ламе µ до и после События;

(в) модуль упругости E до и после События

отмечены кружочками, треугольниками и звёздочками соответственно.
На рис. 6, а и б приведены графики параметров Ламе , λ и µ соответственно, в зависимо-

сти от глубины: в начале координат (район вулкана Карымский x = 0, y = 0), на удалении от
него вдоль вертикальной линии (в эпицентре главного толчка x = 0, y = −8) и на большом
удалении от начала координат вдоль линии x = 0, y = −40 км. Плотность ρ меняется в со-
ответствии с гипотезой о возрастании с глубиной. При отсутствии информации о плотности
считаем её равной трём. По оси абсцисс отложены расстояния (в км), по оси ординат значения
коэффициентов упругости (в ГПа).

Анализ расчётов показывает, что до События (рис. 5, а) функции меняются мало. На
отметке 10 км по глубине наблюдаются согласованные всплески vp и vs как вблизи эпицентра
События y = −8, так и вблизи вулкана Карымский (начало координат), а в целом с глубиной
значения скоростей растут.

После События (рис. 5, б) функции vp и vs на линии x = 0, y = 0 и x = 0, y = −8 довольно
согласованно сильно осциллируют, что сказывается на поведении графиков отношения vp/vs
и коэффициента Пуассона σ, изображённых на рис. 5, в, г.

Аналогично ведут себя и функции λ и µ параметров Ламе, представленные графиками на
рис. 5, а, б, и модуля Юнга, график которого изображён на рис. 6, в. Заметим, что до События
по глубине они меняются мало. Лишь на отметке 10 км как вблизи эпицентра События y = −8,
так и вблизи вулкана Карымский наблюдается всплеск. А на удалении (отметка z = −40)
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Рис. 5. По глубине (вертикальная ось) показаны значения величин (горизонтальная ось)
вдоль трёх прямых, одна из которых проходит через вулкан Карымский (кружочки),
вторая — через эпицентр, т. е. в 8 км к югу от начала координат (треугольники),

и третья удалена на расстояние 40 км от начала координат (звёздочки):
(а) скорости vp (три правых линии) и vs (три левых линии) до События;

(б) скорости vp (три правых линии) и vs (три левых линии) после События;
(в) отношение vp/vs до События и после;

(г) коэффициент Пуассона σ до События и после

функции меняются довольно плавно. После События все функции сильно осциллируют вплоть
до глубин 50 км.
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Рис. 6. По глубине (вертикальная ось) показаны значения величин вдоль трёх прямых,
одна из которых проходит через вулкан Карымский (кружочки),

вторая — через эпицентр, т. е. в 8 км к югу от начала координат (треугольники),
и третья удалена на расстояние 40 км от начала координат (звёздочки):

(а) параметр Ламе λ до и после События;
(б) параметр Ламе µ до и после События;
(в) модуль Юнга E до и после События

3.3. Фокальная зона Камчатки. Выводы

1. Поскольку скорости продольных и поперечных волн, вычисленные по данным каждой
из трёх станций, имеют свои характерные особенности в некоторых областях фокальной зоны
как в период до События, так и после него, то усреднение естественно проводить, предвари-
тельно вычислив все параметры по данным каждой станции.

2. На каждой станции сбор данных осуществляется независимо, поэтому множества ис-
точников для сбора данных по разным станциям зачастую не совпадают, однако скоростные
характеристики фокальной зоны похожи, это говорит об адекватности математической поста-
новки задачи и хорошем её решении.

3. Изменение скоростной картины по времени может дать основания для геофизической
интерпретации динамики процессов в среде.

4. Отношение vp/vs находится в приемлемых для интерпретации упругих характеристик
среды границах.

5. Имеются основания расширить постановку задачи аппроксимации с учётом ограниче-
ний на производные аппроксимационного многомерного сплайна.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Математические модели процессов, сред и объектов, когда по разным причинам возмож-
но лишь их дистанционное исследование, строятся на основе доступных для измерений пара-
метров. К таким моделям относится и ОКЗС с внутренними источниками. Регистрация сей-
смоприёмниками времени событий, связанных с землетрясениями, позволяет в рамках таких
моделей строить и проверять гипотезы о положении гипоцентров, картине распространения
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фронтов продольных и поперечных волн, характеристиках глубинных структур таких, как
коэффициент деформации Пуассона, модуль упругости Юнга, параметры Ламе.

Разработана технология сплайн-аппроксимации многомерных данных на нерегулярных
сетках, позволяющая строить функции годографа с контролируемым сглаживанием дискрет-
ных зашумлённых данных о временах пробега упругих волн от гипоцентров землетрясений
до сейсмоприёмников. Задача аппроксимации сводится к решению системы линейных алгеб-
раических уравнений с плотной матрицей значительной размерности. Для решения системы
применены надёжные и быстрые методы с контролем обусловленности системы. Использова-
ние уравнения эйконала к построенной достаточно гладкой аппроксимации времён пробега
даёт аппроксимации скоростей продольных и поперечных волн в фокальной зоне.

Представлены результаты численного эксперимента, проведённого на основе данных о
землетрясениях, произошедших в исследуемой фокальной зоне в период с 1995 по 1998 гг. Рас-
чёты показали, что представленная математическая модель распространения волновых фрон-
тов оказалась чувствительной к сильному землетрясению (Событию) в районе Кроноцкого
залива. Изменения скоростной структуры как вблизи эпицентра, так и на разном удалении от
него, существенны как по глубине, так и по «горизонтали», но не выпадают из разумных ра-
мок значений кинематических и упругих параметров. Такая чувствительность даёт основание
считать, что рассмотренная модель может быть использована в прогностических целях.

Представляется, что перспективы дальнейших исследований задач, вытекающих из полу-
ченных результатов, выглядят многообещающе. С чисто математической точки зрения основ-
ной результат работы — построение, исходя из реальных данных, достаточно гладкой рима-
новой области с двумя метриками, соответствующими скоростям продольных и поперечных
волн. Приведены оценки упругих параметров среды, но не меньший интерес представляют
и чисто геометрические величины и объекты такие, как геодезические линии, тензоры кри-
визны Римана — Кристоффеля, Риччи, скалярной кривизны, тензор Коттона и др.

В работе времена начала землетрясений и координаты гипоцентров считались извест-
ными, но было бы интересно осуществить процедуру уточнения данных на основе подходов,
описанных в разд. 2. Представляется, что исследование предложенных там же функционалов
поможет решить задачу экстраполяции фокальной зоны, в том числе и вплоть до дневной по-
верхности, в комбинации с аппаратом сейсмической томографии и априорных данных о скоро-
стях волн в приповерхностной зоне. Перспективным выглядит включение в модель временной
переменной с целью мониторинга в реальном времени состояния глубинных структур Земли,
в том числе и с целью прогноза возможности сильных землетрясений.
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