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ВВЕДЕНИЕ

Во второй половине прошлого столетия интенсивно развивалось исследование неклас-
сических уравнений математической физики, в частности уравнений смешанного, со-
ставного и смешанно-составного типов. Одной из основных причин этого процесса яв-
ляется обнаружение прикладных применений краевых задач, поставленных для таких
уравнений. Первоначально изучались смешанные уравнения второго порядка эллиптико-
гиперболического типа. Фундаментальные исследования по таким уравнениям проведены
в 1920-е годы итальянским математиком Ф. Трикоми [1] и развиты С. Геллерстедтом [2],
А.В.Бицадзе [3], К.И.Бабенко [4], И.Л.Каролем [5], Ф.И.Франклем [6], М.М.Смирновым [7],
М.С.Салахитдиновым [8] и др. Затем понятие уравнений смешанного типа значитель-
но расширилось и включает всевозможные комбинации двух или трёх классических ти-
пов уравнений. Интенсивное исследование уравнений смешанного эллиптико-параболического
и параболо-гиперболического типов обусловлено тем, что, с одной стороны, новые типы сме-
шанных уравнений ещё мало исследованы в теоретическом плане, с другой — они находят
широкое применение в важных вопросах механики, физики и техники.

На необходимость рассмотрения задач сопряжения, когда на одной части области за-
дано параболическое уравнение, на другой — гиперболическое, было указано в 1959 году
И.М.Гельфандом [9]. Он приводит пример, связанный с движением газа в канале, окружён-
ном пористой средой: в канале движение газа описывается волновым уравнением, вне его —
уравнением диффузии.

Одной из первых работ, посвящённых изучению краевых задач для параболо-
гиперболических уравнений, явилась работа Г.М.Стручиной [10]. Затем Я.С.Уфлянд задачу
распространения электрических колебаний в составных линиях, когда на участке полубес-
конечной линии пренебрегается потерями, а остальная часть линии рассматривается как ка-
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бель без утечки, свёл к решению краевых задач для параболо-гиперболических уравнений [11]
(см. также [12]).

Некоторые задачи на сопряжения уравнений параболического и гиперболического типов
изучены в работах [13, 14].

О.А.Ладыженская и Л.Ступялис [15] в многомерном пространстве рассмотрели
начально-краевые задачи на сопряжения эллиптических, гиперболических и параболических
уравнений, которые возникают при изучении задачи о движении проводящей жидкости в элек-
тромагнитном поле.

Отметим также работу [16], где совместно-раздельные течения вязкоупругой и вязкой
жидкостей сводятся к изучению краевой задачи для параболо-гиперболического уравнения.
В работе [17] исследована задача Трикоми для параболо-гиперболического уравнения в трёх-
мерном пространстве. Затем в 70–80 годах двадцатого века начаты исследования по уравнени-
ям третьего и высокого порядков параболо-гиперболического типа. Краевые задачи для таких
уравнений поставлены и изучены впервые Т.Д.Джураевым [18] и его учениками [19].

За прошедшее время исследования по краевым задачам для уравнений третьего и высо-
кого порядков параболо-гиперболического типа развивались в широком плане, а в настоящее
время они расширяются по направлениям усложнения уравнений и областей их рассмотрения,
а также обобщения рассматриваемых для них задач ( см., например, [20–23] и др.).

В настоящей работе рассматриваются новые корректные краевые задачи для параболо-
гиперболического уравнения четвёртого порядка в нестандартной пятиугольной области, где
один из трёх рассматриваемых областей является нехарактеристическим четырёхугольни-
ком для гиперболического уравнения. Доказывается однозначная разрешимость задачи при
1 < γ1 < +∞, 1 < γ2 < +∞, где γi = bi/ai, i = 1, 2, k = a1b2 − a2b1 6= 0.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для уравнения четвёртого порядка параболо-гиперболического типа вида

(
a1

∂

∂x
+ b1

∂

∂y

)(
a2

∂

∂x
+ b2

∂

∂y

)
(Lu) = 0 (1)

ставится краевая задача в пятиугольной областиG плоскости xOy, гдеG = G1∪G2∪G3∪J1∪J2;
a1, b1, a2, b2 ∈ R, a2i + b2i 6= 0, i = 1, 2, k = a1b2 − a2b1 6= 0; G1 — прямоугольник с вершинами
в точках A(0, 0), B(0, 1), B0(1, 1), A0(0, 1); G2 — треугольник с вершинами в точках B, C(0,−1),
D(−1, 0); G3 — прямоугольник с вершинами в точках A, D, D0(−1, 1), A0; J1 — открытый
отрезок с вершинами в точках B, D; J2 — открытый отрезок с вершинами в точках A, A0;

Lu =

{
uxx − uy, (x, y) ∈ G1,

uxx − uyy, (x, y) ∈ Gi, i = 2, 3.

Задача. Найти функцию u(x, y), которая:
1) непрерывна в G и в области G \ J1 \ J2 имеет непрерывные производные, участвую-

щие в уравнении (1), причём ux, uy, uxx, uxy, uyy непрерывны в G вплоть до части границы
области G, указанной в краевых условиях;

2) удовлетворяет уравнению (1) в области G \ J1 \ J2;
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3) удовлетворяет краевым условиям

u(1, y) = ϕ1(y), 0 6 y 6 1, (2)

u(−1, y) = ϕ2(y), 0 6 y 6 1, (3)

ux(−1, y) = ϕ3(y), 0 6 y 6 1, (4)

uxx(−1, y) = ϕ4(y), 0 6 y 6 1, (5)

u|BC = ψ1(x), 0 6 x 6 1, (6)

u|DF = ψ2(x), −1 6 x 6 −1/2, (7)
∂u

∂n

∣∣∣∣
BC

= ψ3(x), 0 6 x 6 1, (8)

∂u

∂n

∣∣∣∣
DC

= ψ4(x), −1 6 x 6 0, (9)

∂2u

∂n2

∣∣∣∣
BC

= ψ5(x), 0 6 x 6 1, (10)

∂2u

∂n2

∣∣∣∣
DC

= ψ6(x), −1 6 x 6 0, (11)

и условиям склеивания на линиях изменения типа

u(x,+0) = u(x,−0) = T (x), 0 6 x 6 1; (12)

uy(x,+0) = uy(x,−0) = N(x), 0 6 x 6 1; (13)

uyy(x,+0) = uyy(x,−0) = M(x), x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1); (14)

uyyy(x,+0) = uyyy(x,−0) = Θ(x), x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1); (15)

u(+0, y) = u(−0, y) = τ3(y), 0 6 y 6 1; (16)

ux(+0, y) = ux(−0, y) = ν3(y), 0 6 y 6 1; (17)

uxx(+0, y) = uxx(−0, y) = µ3(y), 0 < y < 1; (18)

uxxx(+0, y) = uxxx(−0, y) = θ3(y), 0 < y < 1, (19)

где

T (x) =

{
τ1(x), 0 6 x 6 1,

τ2(x), −1 6 x 6 0;
N(x) =

{
ν1(x), 0 6 x 6 1,

ν2(x), −1 6 x 6 0;

M(x) =

{
µ1(x), 0 < x < 1,

µ2(x), −1 < x < 0;
Θ(x) =

{
θ1(x), 0 < x < 1,

θ2(x), −1 < x < 0,

ϕi, i = 1, 4, ψj , j = 1, 6, — заданные достаточно гладкие функции; τi, νi, µi, θi, i = 1, 3, —
неизвестные пока, достаточно гладкие функции; n — внутренняя нормаль к прямой x+y = −1
или x− y = 1, а F (−1/2,−1/2).

Теорема. Если ϕ1, ϕ2 ∈ C4[0, 1], ϕ3 ∈ C3[0, 1], ϕ4 ∈ C2[0, 1], ψ1 ∈ C4[0, 1], ψ2 ∈
C4[−1,−1/2], ψ3 ∈ C3[0, 1], ψ4 ∈ C3[−1, 0], ψ5 ∈ C2[0, 1], ψ6 ∈ C2[−1, 0], причём выполня-
ются условия согласования ϕ2(0) = ψ2(−1), ϕ1(0) = ψ1(1), ψ′4(0) = −ψ′3(0), то задача имеет
единственное решение.
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Доказательство. Теорему докажем методом непосредственного построения решения.

Используя обратный оператор
(
a2

∂

∂x
+ b2

∂

∂y

)−1(
a1

∂

∂x
+ b1

∂

∂y

)−1
из уравнения (1), полу-

чим

u1xx − u1y = ω11(b1x− a1y) + ω12(b2x− a2y), (x, y) ∈ G1, (20)

ujxx − ujyy = ωj1(b1x− a1y) + ωj2(b2x− a2y), (x, y) ∈ Gj j = 2, 3, (21)

где введено обозначение uj(x, y) = u(x, y), (x, y) ∈ Gj , j = 1, 3, причём ωj1(b1x − a1y),
ωj2(b2x− a2y), j = 1, 3, — неизвестные пока, достаточно гладкие функции, подлежащие опре-
делению.

Исследование будем проводить сначала в области G2. Решение уравнения (21) при j = 2,
удовлетворяющее условиям (12), (13), представляется в виде

u2(x, y) =
1

2
[T (x+ y) + T (x− y)]

+
1

2

x+y∫
x−y

N(t) dt− 1

2

y∫
0

dη

x+y−η∫
x−y+η

[ω21(b1ξ − a1η) + ω22(b2ξ − a2η)] dξ. (22)

Подставляя (22) в условия (8) и (9), после упрощений имеем

ω21((b1 − a1)x+ a1) + ω22((b2 − a2)x+ a2) = −
√

2ψ′3(x), 0 6 x 6 1, (23)

ω21((b1 + a1)x+ a1) + ω22((b2 + a2)x+ a2) =
√

2ψ′4(x), −1 6 x 6 0. (24)

Из этих равенств следует ψ′4(0) = −ψ′3(0).
Теперь подставляя (21) в условия (10) и (11), после некоторых выкладок находим

b1
b1 − a1

ω21((b1 − a1)x+ a1) +
b2

b2 − a2
ω22((b2 − a2)x+ a2) = ψ5(x)

+
b1

b1 − a1
ω21(b1) +

b2
b2 − a2

ω22(b2)− T ′′(−1) +N ′(−1), 0 6 x 6 1, (25)

b1
b1 + a1

ω21((b1 + a1)x+ a1) +
b2

b2 + a2
ω22((b2 + a2)x+ a2) = ψ6(x)

+
b1

b1 + a1
ω21(b1) +

b2
b2 + a2

ω22(b2)− T ′′(−1)−N ′(−1), −1 6 x 6 0. (26)

Решая системы (23), (25) и (24), (26), после некоторых вычислений и преобразований
находим

ω21(b1x− a1y) + ω22(b2x− a2y) =

√
2

k

[
b2(b1 − a1)ψ′3

(
b1x− a1y − a1

b1 − a1

)
− b1(b2 − a2)ψ′3

(
b2x− a2y − a2

b2 − a2

)]
+

(b1 − a1)(b2 − a2)
k

[
ψ5

(
b1x− a1y − a1

b1 − a1

)
− ψ5

(
b2x− a2y − a2

b2 − a2

)]
, ai 6 bix− aiy 6 bi, i = 1, 2; (27)
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ω21(b1x− a1y) + ω22(b2x− a2y) =

√
2

k

[
b2(b1 + a1)ψ

′
4

(
b1x− a1y − a1

b1 + a1

)
− b1(b2 + a2)ψ

′
3

(
b2x− a2y − a2

b2 + a2

)]
− (b1 + a1)(b2 + a2)

k

[
ψ6

(
b1x− a1y − a1

b1 + a1

)
− ψ6

(
b2x− a2y − a2

b2 + a2

)]
, −bi 6 bix− aiy 6 ai, i = 1, 2. (28)

Подставляя (22) в (6) и (7), имеем следующие соотношения между неизвестными функ-
циями T (x) и N(x):

T ′(x) +N(x) = α1(x), −1 6 x 6 1, (29)

τ ′2(x)− ν2(x) = δ1(x), −1 6 x 6 0, (30)

где α1(x) и δ1(x) — известные функции.
а) При −1 6 x 6 0 уравнение (29) имеет вид

τ ′2(x) + ν2(x) = α1(x), −1 6 x 6 0. (31)

Из (30) и (31) находим функции τ ′2(x) и ν2(x):

τ ′2(x) = [α1(x) + δ1(x)]/2, ν2(x) = [α1(x)− δ1(x)]/2. (32)

Интегрируя первое из равенств (32) от −1 до x, находим

τ2(x) =
1

2

x∫
−1

[α1(t) + δ1(t)] dt+ ψ2(−1). (33)

б) При 0 6 x 6 1 из (29) имеем

τ ′1(x) + ν1(x) = α1(x), 0 6 x 6 1. (34)

Переходя в уравнении (21) при j = 2 к пределу при y → −0, в силу (12) и (14) получим
соотношение между неизвестными функциями τ1(x) и µ1(x):

τ ′′1(x)− µ1(x) = ω21(b1x) + ω22(b2x). (35)

Дифференцируя уравнение (21) (j = 2) по y и переходя в полученном уравнении к пределу
при y → −0 в силу (13) и (15) при 0 6 x 6 1, получим соотношение между неизвестными
функциями ν1(x) и θ1(x):

ν ′′1(x)− θ1(x) = −a1ω′21(b1x)− a2ω′22(b2x). (36)

Далее, уравнение (20) можно переписать в виде

a1a2u1xxxx + a1b2u1xxxy + a2b1u1xxxy + b1b2u1xxyy − a1a2u1xxy
− a1b2u1xyy − a2b1u1xyy − b1b2u1yyy = 0.

Переходя в последнем уравнении к пределу при y → +0, получим ещё одно соотношение между
неизвестными функциями τ1(x), ν1(x), µ1(x) и θ1(x):

a1a2τ
(4)
1 (x) + (a1b2 + a2b1)ν

′′′
1(x) + b1b2µ

′′
1(x)

− a1a2ν ′′1(x)− (a1b2 + a2b1)µ
′
1(x)− b1b2θ1(x) = 0. (37)
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Исключая из (34)–(37) функции ν1(x), µ1(x) и θ1(x), затем интегрируя полученное урав-
нение трижды от 0 до x, имеем

τ ′1(x) + τ1(x) = α2(x) + k1
x2

2
+ k2x+ k3, 0 6 x 6 1,

где α2(x) — известная функция, а k1, k2, k3 — неизвестные пока постоянные.
Решая последнее уравнение при условиях

τ1(0) =
1

2

0∫
−1

[α1(t) + δ1(t)]dt+ ψ2(−1), τ ′1(0) =
1

2
[α1(0) + δ1(0)],

τ1(1) = ψ1(1), τ ′1(1) =
1

2
ψ′1(1)−

√
2

2
ψ3(1),

находим функцию τ1(x):

τ1(x) =

x∫
0

et−xα2(t) dt+ k1

(
x2

2
− x+ 1− e−x

)
+ k2(x− 1 + e−x) + k3(1− e−x) + k4e

−x,

где

k4 =
1

2

0∫
−1

[α1(t) + δ1(t)] dt+ ψ2(−1),

k3 =
1

2
[α1(0) + δ1(0)]− α2(0) + k4,

k1 =
2

e− 3

[
(e− 1)ψ1(1)− 1

2
ψ′1(1) +

√
2

2
ψ3(1) + α2(1)− k3(e− 2)− k4 −

1∫
0

etα2(t) dt

]
,

k2 = ψ1(1) + [ψ′1(1)−
√

2ψ3(1)]/2− α2(1)− k3 − k1/2.

Тогда будут известными и функции ν1(x), µ1(x), u2(x, y).
Переходя в уравнениях (21) при j = 2 и (21) при j = 3 к пределу при y → −0 и y → +0

соответственно, с учётом условий (12), (14) получим

ω31(b1x) + ω32(b2x) = ω21(b1x) + ω22(b2x), −1 6 x 6 0. (38)

Применяя оператор a2
∂

∂x
+ b2

∂

∂y
к уравнениям (21) при j = 2 и (21) при j = 3 и переходя

в полученных уравнениях к пределу при y → −0 и y → +0 соответственно, имеем

(a2b1 − a1b2)ω′31(b1x) = (a2b1 − a1b2)ω′21(b1x).

Интегрируя это равенство от 0 до x, находим

ω31(b1x) = ω21(b1x)− ω21(0) + ω31(0).

Подставляя это равенство в (38), получим

ω32(b2x) = ω22(b2x) + ω21(0)− ω31(0).
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В первом из последних двух равенствах производя замену b1x на b1x−a1y, а во втором —
b2x на b2x− a2y и складывая их, имеем

ω31(b1x− a1y) + ω32(b2x− a2y) = ω21(b1x− a1y) + ω22(b2x− a2y),

−b1 6 b1x− a1y 6 0,−b2 6 b2x− a2y 6 0.

Теперь переходим к рассмотрению задачи в области G3. Рассмотрим следующую вспомо-
гательную задачу:

u3xx − u3yy = Ω31(b1x− a1y) + Ω32(b2x− a2y), (x, y) ∈ G3,

u3(x, 0) = T2(x), u3y(x, 0) = N2(x), −2 6 x 6 1, (39)

u3(−1, y) = ϕ2(y), u3x(−1, y) = ϕ3(y),

u3xx(−1, y) = ϕ4(y), u3(0, y) = τ3(y), 0 6 y 6 1.

Решение задачи (39), удовлетворяющее всем условиям этой задачи, за исключением усло-
вий u3x(−1, y) = ϕ3(y), u3xx(−1, y) = ϕ4(y), будем искать в виде

u3(x, y) = u31(x, y) + u32(x, y) + u33(x, y) + u34(x, y), (40)

где u31(x, y) — решение задачи

u31xx − u31yy = 0,

u31(x, 0) = T2(x), u31y(x, 0) = 0, −2 6 x 6 1,

u31(−1, y) = ϕ2(y), u31(0, y) = τ3(y), 0 6 y 6 1;

(41)

u32(x, y) — решение задачи

u32xx − u32yy = 0,

u32(x, 0) = 0, u32y(x, 0) = N2(x), −2 6 x 6 1,

u32(−1, y) = 0, u32(0, y) = 0, 0 6 y 6 1;

(42)

u33(x, y) — решение задачи

u33xx − u33yy = Ω31(b1x− a1y),

u33(x, 0) = 0, u33y(x, 0) = 0, −2 6 x 6 1,

u33(−1, y) = 0, u33(0, y) = 0, 0 6 y 6 1;

(43)

u34(x, y) — решение задачи

u34xx − u34yy = Ω32(b2x− a2y),

u34(x, 0) = 0, u34y(x, 0) = 0, −2 6 x 6 1,

u34(−1, y) = 0, u34(0, y) = 0, 0 6 y 6 1,

(44)

где функции T2(x), N2(x), Ω3j(bjx − ajy), j = 1, 2, определяются следующим образом: в про-
межутке −1 6 x 6 0 имеют значения T2(x) = τ2(x), N2(x) = ν2(x), а вне этого интервала они
неизвестны; аналогично, в промежутках −b1 6 b1x − a1y 6 0, −b2 6 b2x − a2y 6 0 опреде-
ляются функции Ω31(b1x − a1y) = ω31(b1x − a1y), Ω32(b2x − a2y) = ω31(b2x − a2y), а вне этих
промежутках они неизвестны.
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Методом продолжения находим решения задач (41)–(44). Они имеют вид

u31(x, y) =
1

2
[T2(x+ y) + T2(x− y)], (45)

u32(x, y) =
1

2

x+y∫
x−y

N2(t) dt, (46)

u33(x, y) = −1

2

y∫
0

dη

x+y−η∫
x−y+η

Ω31(b1ξ − a1η) dξ, (47)

u34(x, y) = −1

2

y∫
0

dη

x+y−η∫
x−y+η

Ω32(b2ξ − a2η) dξ, (48)

где

T2(x) =


2ϕ2(−1− x)− τ2(−2− x), −2 6 x 6 −1,

τ2(x), −1 6 x 6 0,

2τ3(x)− τ2(−x), 0 6 x 6 1;

N2(x) =


−ν2(−2− x), −2 6 x 6 −1,

ν2(x), −1 6 x 6 0,

−ν2(−x), 0 6 x 6 1,

а функции Ω31(b1x− a1y), Ω32(b2x− a2y) вне промежутков

−b1 6 b1x− a1y 6 0, −b2 6 b2x− a2y 6 0

определяются следующим образом.
Функция (46) удовлетворяет первым двум условиям задачи (43). Удовлетворяя третьему

условию, после некоторых преобразований получим

Ω31(b1(−1− y)) =
2a21

b1(b1 + a1)
Ω31(−b1 − a1y)− b1 − a1

b1 + a1
ω31(b1(y − 1)). (49)

Удовлетворяя четвёртому условию, после некоторых выкладок находим

Ω31(b1y) =
2a21

b1(b1 − a1)
ω31(−a1y)− b1 + a1

b1 − a1
ω31(−b1y). (50)

Функция (48) удовлетворяет первым двум условиям задачи (44). Удовлетворяя третьему усло-
вию, после некоторых выкладок имеем

Ω32(b2(−1− y)) =
2a22

b2(b2 + a2)
Ω32(−b2 − a2y)− b2 − a2

b2 + a2
ω32(b2(y − 1)). (51)

Далее, удовлетворяя четвёртому условию задачи (44), после некоторых преобразований нахо-
дим

Ω32(b2y) =
2a22

b2(b2 − a2)
ω32(−a2y)− b2 + a2

b2 − a2
ω32(−b2y). (52)

Подставляя (45)–(48) в (40), получим

u3(x, y) =
1

2
[T2(x+ y) + T2(x− y)] +

1

2

x+y∫
x−y

N2(t) dt

− 1

2

y∫
0

dη

x+y−η∫
x−y+η

Ω31(b1ξ − a1η) dξ − 1

2

y∫
0

dη

x+y−η∫
x−y+η

Ω32(b2ξ − a2η) dξ. (53)
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Дифференцируя (53) по x и переходя к пределу при x→ −1, после некоторых вычислений
находим

a1
b1 + a1

Ω31(−b1 − a1y) +
a2

b2 + a2
Ω32(−b2 − a2y) = τ ′′2(y − 1)− ϕ′′2(y)

+ ν ′2(y − 1)− ϕ′3(y)− b1
b1 + a1

ω31(b1(y − 1))− b2
b2 + a2

ω32(b2(y − 1)). (54)

Дифференцируя (53) по x дважды и полагая x→ −1, в силу условия (5) имеем

b21
b21 − a21

Ω31(−b1 − a1y)− b1
2(b1 − a1)

Ω31(b1(−1− y)) +
b22

b22 − a22
Ω32(−b2 − a2y)

− b2
2(b2 − a2)

Ω32(b2(−1− y)) = ϕ4(y)− ϕ′′2(y) +
b1

2(b1 + a1)
ω31(b1(y − 1))

+
b2

2(b2 + a2)
ω32(b2(y − 1)). (55)

Исключая из (49), (51), (54), (55) функции Ω31(b1(−1− y)) и Ω32(b2(−1− y)), находим

Ω32(−b2 − a2y) =
1

p

{
ϕ4(y)− ϕ′′2(y)− b1 + a1

a1

[
τ ′′2(y − 1)− ϕ′′2(y) + ν ′2(y − 1)− ϕ′3(y)

]
+ qω31(b1(y − 1)) + sω32(b2(y − 1))

}
, (56)

где p, q, s — известные постоянные. Тогда функции

Ω32(b2(−1− y)), Ω31(−b1 − a1y), Ω31(b1(−1− y))

определяются по формулам (51), (54) и (55) соответственно.
Дифференцируя (53) по x и полагая в полученном равенстве x → −0, получим первое

соотношение между неизвестными функциями τ3(y) и ν3(y):

ν3(y) = τ ′3(y) + β1(y), 0 6 y 6 1, (57)

где β1(y) — известная функция.
Теперь переходим в область G1. Переходя в уравнении (20) к пределу при y → +0 в силу

условий (12) и (13) при 0 6 x 6 1, находим

ω11(b1x) + ω12(b2x) = τ ′′1(x)− ν1(x), (58)

где введены обозначения

ω11(b1x− a1y) =

{
ω11(b1x− a1y), 0 6 b1x− a1y 6 b1,
ω11(b1x− a1y), −b1 6 b1x− a1y 6 0,

ω12(b2x− a2y) =

{
ω12(b2x− a2y), 0 6 b2x− a2y 6 b2,
ω12(b2x− a2y), −a2 6 b2x− a2y 6 0,

причём ω11(0) = ω11(0), ω12(0) = ω12(0).

Далее, применяя оператор a2
∂

∂x
+ b2

∂

∂y
к уравнению (20) и переходя в полученном урав-

нении к пределу при y → +0, после некоторых преобразований и вычислений находим

ω11(b1x) = γ1(x) + ω11(0), (59)
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где γ1(x) — известная функция.
Подставляя последнее равенство в (58), получим

ω12(b2x) = γ2(x)− ω11(0), (60)

где γ2(x) = τ ′′1(x)− ν1(x)− γ1(x).
Переходя в уравнениях (20) и (21) при j = 3 к пределу при x → +0 и x → −0 соответ-

ственно, в силу условий (16) и (18) находим

µ3(y)− τ ′3(y) = ω11(−a1y) + ω12(−a2y),

µ3(y)− τ ′′3(y) = ω31(−a1y) + ω32(−a2y).

Исключая из этих последних двух соотношений функцию µ3(y), после некоторых выкладок
получим

ω11(−a1y) + ω12(−a2y) = [τ ′′3(y)− τ ′3(y)] + ω31(−y) + ω32(−a2y). (61)

Применяя оператор a2
∂

∂x
+ b2

∂

∂y
к уравнениям (20) и (21) при j = 3 и переходя в полу-

ченных уравнениях к пределу при x→ +0 и x→ −0 соответственно, получим

a2θ3(y)− a2ν ′′3(y) + b2µ
′
3(y)− b2τ ′′′3(y) = −kω′31(−a1y),

a2θ3(y)− a2ν ′3(y) + b2µ
′
3(y)− b2τ ′′3(y) = −kω̄′11(−a1y).

Исключая из этих уравнений функцию θ3(y) и интегрируя полученное соотношение от 0 до y,
находим

ω11(−a1y) = −a1a2
k

[ν ′3(y)− ν3(y)]− a1b2
k

[τ ′′3(y)− τ ′3(y)] + γ3(y) + ω11(0), (62)

где γ3(y) — известная функция.
Подставляя (62) в (61), получим

ω12(−a2y) =
a1a2
k

[ν ′3(y)− ν3(y)] +
a1b2 + k

k
[τ ′′3(y)− τ ′3(y)] + γ4(y)− ω11(0), (63)

где γ4(y) — известная функция.
Записываем решение уравнения (20), удовлетворяющее условиям (2), (12) при 0 6 x 6 1

и (16). Оно представляется в виде

u1(x, y) =

y∫
0

τ3(η)Gξ(x, y; 0, η) dη −
y∫

0

ϕ1(η)Gξ(x, y; 1, η) dη

+

1∫
0

τ1(ξ)G(x, y; ξ, 0) dξ −
y∫

0

dη

a1
b1
η∫

0

ω11(b1ξ − a1η)G(x, y; η − z, η) dξ

−
y∫

0

dη

a2
b2
η∫

0

ω12(b2ξ − a2η)G(x, y; ξ, η) dξ −
y∫

0

dη

1∫
a1
b1
η

ω11(b1ξ − a1η)G(x, y; ξ, η) dξ

−
y∫

0

dη

1∫
a2
b2
η

ω12(b2ξ − a2η)G(x, y; ξ, η) dξ,
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где G(x, y; ξ, η) –– функции Грина первой краевой задачи для уравнения теплопроводности.
Дифференцируя это решение по x и полагая x→ +0, после некоторых вычислений полу-

чим интегральное уравнение Вольтерра второго рода относительно τ ′3(y):

τ ′3(y) +

y∫
0

K(y, η)τ ′3(η)dη = g(y), 0 6 y 6 1, (65)

где K(y, η), g(y) — известные функции, причём K(y, η) имеет слабую особенность (поряд-
ка 1/2), g(y) –– непрерывная функция.

Решая уравнение (65), находим функцию τ ′3(y), тем самым и функции τ3(y), ν3(y),
ω11(x− y), ω12(b2x− a2y), T2(x). Тогда будут известными и функции u3(x, y) и u1(x, y). Итак,
мы нашли решение поставленной задачи единственным образом. �

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрены новые корректные краевые задачи для параболо-гиперболического уравне-
ния четвертого порядка в нестандартной пятиугольной области, состоящей из верхнего прямо-
угольника и нижнего треугольника. В прямоугольной области уравнение является параболо-
гиперболическим, прямая x = 0 — линия изменения типа уравнения. В нижнем треугольни-
ке уравнение принадлежит гиперболическому типу. При построении решения в прямоуголь-
ной области для гиперболического уравнения использован метод продолжения данных, когда
гиперболическая часть верхнего прямоугольника продолжается до характеристического тре-
угольника. Это позволяет получить представление решения задачи Коши. Дифференцируя это
представление по x и устремляя x→ −0, получим соотношение между неизвестными функци-
ями τ3(y) и ν3(y), где τ3(y) = u(0, y), ν3(y) = ux(0, y). В параболической части прямоугольной
области записано представление решения через известную функцию Грина первой краевой за-
дачи. Дифференцируя это решение по x и устремляя x→ +0, получим интегральное уравнение
Вольтерра второго рода относительно τ ′3(y). Однозначная разрешимость этого уравнения сле-
дует из теории интегральных уравнений. Решая данное интегральное уравнение, находим след
решения τ3(y) и тем самым доказываем однозначную разрешимость поставленной задачи.
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