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ВВЕДЕНИЕ

Система регуляции суточного ритма является одним из древнейших механизмов, позво-
ляющих живым организмам оптимально адаптироваться к 24-часовым циклическим измене-
ниям в среде обитания, обеспечивая упреждающую готовность к этим изменениям. Хорошо
известно, что основой функционирования этого механизма служат молекулярно-генетические
осцилляторы, присутствующие практически в каждой клетке организмов [1, 2].

Первые модели минимального обобщённого молекулярного осциллятора, использующие
экспрессию генов и предсказывающие осцилляции на основе отрицательной обратной связи,
были предложены в [3, 4], когда молекулярные механизмы циркадного осциллятора ещё не
были известны. Эти работы послужили стимулом для серии теоретических исследований, на-
правленных на определение минимальных механизмов генерации колебаний предельного цик-
ла и расшифровку принципов конструкции биологических осцилляторов.

Работа выполнена в рамках Государственных заданий ИЦиГ СО РАН (проект 0259-2021-0009), ИВМиМГ
СО РАН (проект 0251-2021-0004), ИМ СО РАН (проект 0314-2019-0011) и при частичной финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследований (проект 20-31-90011).
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Существующие в настоящее время модели различаются особенностями и детальностью
описания механизмов регуляции циркадного осциллятора для различных видов организмов
и часто включают дополнительные обратные связи, в зависимости от специфики применения
модели.

Однако несмотря на различия в моделях в них можно выделить ядро циркадного осцилля-
тора, присутствующее практически во всех моделях. Кроме того, модели автономного клеточ-
ного циркадного осциллятора должны удовлетворять определённым требованиям, включая
наличие предельного цикла, согласование фаз колебаний уровня РНК и белков друг с другом
и с экспериментальными данными, согласование изменений ритма при мутациях генов, захват
биологических часов входным сигналом, реакцию на сдвиг суточного ритма и т. д. (см. [5]).

В данной работе рассматривается модель автономного клеточного циркадного осцилля-
тора млекопитающих, ядро которого может быть описано небольшой генной сетью с двумя
петлями с отрицательными обратными связями, (см. рис. 1 и [5, 6]).

Проведён качественный анализ двух систем дифференциальных уравнений, описывающих
регуляцию основных генов ядра циркадного осциллятора, и выявлены условия существования
осциллирующих траекторий при достаточно общих требованиях на математическое представ-
ление экспрессии этих генов.

Рис. 1. Схема минимального циркадного осциллятора:
CLOCK:BMAL — транскрипционный фактор (далее в тексте обозначается как C/B);
белые прямоугольники — E-box элементы, сайты связывания транскрипционного

фактора C/B в регуляторах районах генов Per, Cry, Ror, Rev-erb;
серый прямоугольник — RRE–элемент, сайт связывания транскрипционных факторов ROR

и REV-ERB в регуляторном районе гена Bmal1; (+) — активация; (–) — репрессия

Основная обратная связь в этой генной сети реализуется следующим образом: гетероди-
мерный транскрипционный фактор CLOCK:BMAL1 (C/B) активирует транскрипцию генов
семейства Period (Per) и Cryptochrome (Cry) (см. левую часть рис. 1). Два белка PER и CRY
образуют в свою очередь гетеродимер PER:CRY, который подавляет активность транскрип-
ционного фактора C/B, тем самым подавляя транскрипцию собственных генов. Это приводит
к снижению уровня белков PER и CRY, в результате чего подавление активности C/B пре-
кращается. Такая обратная связь обеспечивает периодичность активности транскрипционного
фактора C/B и, как следствие, экспрессии его генов-мишеней [1].

В реализации петли второй обратной связи, часто называемой стабилизирующей, участву-
ет тот же транскрипционный фактор C/B. Он активирует транскрипцию генов Ror и Rev-erb,
кодирующих транскрипционные факторы ROR и REV-ERB.

ROR активирует транскрипцию гена Bmal1, а REV-ERB подавляет её. Учитывая, что ген
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Bmal1 кодирует одну из субъединиц транскрипционного фактора C/B, эта обратная связь обес-
печивает изменение концентрации C/B и колебания экспрессии его генов-мишеней [7] (см. пра-
вую часть рис. 1).

В дальнейшем для упрощения мы будем обозначать гетеродимеры PER:CRY,
CLOCK:BMAL1 и белки PER, CRY, ROR, REV-ERB, BMAL1 через P , C/B, U , W , Y , Z, B,
а их концентрации — через p(t) и x(t), u(t), w(t), y(t), z(t), b(t) соответственно.

1. ШЕСТИМЕРНАЯ МОДЕЛЬ ЦИРКАДНОГО ОСЦИЛЛЯТОРА

Следуя схеме, изображённой на рис. 1, построим нелинейную динамическую систему (1),
моделирующую эту генную сеть. Во всех уравнениях системы монотонно возрастающие
положительные нелинейные функции γ1 и Γj описывают положительные связи, а моно-
тонно убывающие положительные функции Lm соответствуют отрицательным связям, как
и в [8–10]:

dp

dt
= k1(Γ1(u)γ1(w)− p); du

dt
= k2(Γ2(x)L2(p)− u);

dw

dt
= k3(Γ3(x)L3(p)− w);

dz

dt
= k4(Γ4(x)L4(p)− z);

dx

dt
= k5(Γ5(b)− x);

db

dt
= k6(CL6(z)− b).

(1)

Все функции, параметры и переменные в этих уравнениях принимают неотрицательные зна-
чения. При моделировании генных сетей многими исследователями в качестве убывающих
функций Lm(p) рассматривались функции Хилла

am
cm + psm

, а в качестве возрастающих функ-

ций Γj(x) — сигмоидные функции
ajx

sj

cj + xsj
(см., в частности, [11–13]).

В отличие от этих публикаций, следуя [9, 14, 15], при качественном описании поведения
траекторий динамической системы (1) здесь мы не конкретизируем аналитический вид функ-
ций Lm, γ1(w) и Γj(x), ограничиваясь минимальными требованиями — их гладкостью, моно-
тонностью и равенствами Γ1(0) = γ1(0) = 0.

Кроме того, при рассмотрении уравнения x = L(x) на каком-либо отрезке [0, a], где функ-
ция L(x) гладкая, положительная и монотонно убывающая, мы будем всюду предполагать,
что выполнено неравенство

L(a) < a. (2)

Из этого неравенства следует, что уравнение x = L(x) имеет единственное решение на отрезке
[0, a] (см. [16]).

В дальнейшем так же, как и в [12, 13, 17], при построении численных моделей такой генной
сети аналитический вид этих функций и значения параметров будут подбираться в соответ-
ствии с литературными данными о биологических экспериментах.

При составлении системы (1) мы считаем, что действие отрицательной связи P a C/B
на положительные связи C/B → U , C/B → W , C/B → Z описывается в уравнениях си-
стемы убывающими функциями Lj , j = 2, 3, 4, и что белок ROR связывается с сайтом RRE
и активирует транскрипцию гена Bmal1 в отсутствие REV-ERB на постоянном уровне C > 0.
REV-ERB, концентрация которого меняется циклически, конкурирует с ROR при связывании
с RRE сайтом и циклически подавляет транскрипцию гена Bmal1. Такое предположение яв-
ляется достаточно распространённым при моделировании циркадного осциллятора в клетках
млекопитающих.

В разд. 2 будет рассмотрена более сложная модель циркадного осциллятора, в которой
активация транскрипции гена Bmal1 транскрипционным фактором ROR в отсутствие REV-
ERB не предполагается постоянной.
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Введём обозначения: a1 := max Γ1, a2 := max Γ2, a3 := max Γ3, α1 := max γ1, d2 := maxL2

и т. д.
Лемма 1. Все траектории системы (1) со временем попадают в параллелепипед

Q6 = [0, a1α1]× [0, a2d2]× [0, a3d3]× [0, a4d4]× [0, a5]× [0, C · d6],

лежащий в положительном октанте пространства R6 переменных p, u, w, z, x, b. В даль-
нейшем они из этого параллелепипеда не выходят.

Доказательство леммы 1 полностью следует схеме доказательств положительной инвари-
антности аналогичных параллелепипедов, рассмотренных в [16, 18].

Таким образом, Q6 — положительно инвариантная область системы (1).
Будем искать стационарные точки динамической системы (1) из уравнений

p = Γ1(u)γ1(w); u = L2(p)Γ2(x); w = Γ3(x)L3(p);

z = Γ4(x)L4(p); x = Γ5(b); b = CL6(z).
(3)

Исключая из уравнений (3) переменные u, w, z, b, получаем соотношения

x = Γ5(CL6(L4(p)Γ4(x))), (4)

p = Γ1(L2(p)Γ2(x)) γ1(L3(p)Γ3(x)), (5)

которые определяют неявные функции, связывающие переменные x и p. Ниже в лемме 2 будет
показано, что определяемая из (4) функция x = ϕ(p) и определяемая из (5) функция p = ψ(x)
имеют положительные производные и, следовательно, уравнения (4) и (5) явным образом раз-
решимы относительно x и соответственно p. Графики этих функций схематично представлены
на рис. 2. Это позволит нам сформулировать условия единственности стационарной точки си-
стемы (1).

Рис. 2. Графики функций x = ϕ(p) (штрихованный) и p = ψ(x) (сплошной)

В уравнении (5), если x = 0, то p = 0, и наоборот, если p = 0, то x = 0. При произвольном
x = x0 ∈ [0, a5] это уравнение принимает вид p = Γ1(L2(p)Γ2(x0))γ1(L3(p)Γ3(x0)), в левой
его части возрастающая функция от p, а в правой — убывающая. Решение такого уравнения
единственное: p1 = ψ(x0) (см. (2)).

Если x = 0, то уравнение (4) неразрешимо относительно p ввиду противоречия:

0 = Γ5(CL6(L4(p) Γ4(0))) = Γ5(Cd6) > 0.
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Если в уравнении (4) p = 0, то x = Γ5(CL6(d4Γ4(x))); левая часть возрастает вместе с x,
а правая — убывает, решение единственное: x = x(0) = ϕ(0).

Если в (4) положить p = a1α1, то x = Γ5(CL6(L4(a1α1)Γ4(x))); левая часть возрастает
вместе с x, а правая — убывает, решение единственное: x = ϕ(a1α1) = x1 (см. (2) и рис. 2).

Продифференцируем (4) по p как неявную функцию:

dx

dp
= Γ′

5CL
′
6

(
L′
4Γ4 + L4Γ

′
4

dx

dp

)
или

dx

dp

(
1− CΓ′

5L
′
6L4Γ

′
4

)
=
(
CΓ′

5L
′
6L

′
4Γ4

)
. (6)

Здесь обе скобки положительные, так как L′
4 < 0, L′

6 < 0.
Продифференцируем (5) по x как неявную функцию:

dp

dx
= Γ′

1

(
L′
2

dp

dx
Γ2 + L2Γ

′
2

)
γ1 + Γ1γ

′
1

(
L′
3

dp

dx
Γ3 + L3Γ

′
3

)
или

dp

dx

(
1− Γ′

1L
′
2Γ2γ1 − Γ1L

′
3Γ3γ

′
1

)
=
(
Γ′
1L2Γ

′
2γ1 + Γ1L3Γ

′
3γ

′
1

)
. (7)

Обе скобки положительные, так как L′
2 < 0, L′

3 < 0. Итак, нами доказана

Лемма 2. Справедливы соотношения
dx

dp
=

dϕ

dp
> 0,

dp

dx
=

dψ

dx
> 0. Поскольку

γ1(0) = Γ1(0) = 0, равенство во второй формуле достигается только при x = 0.
В силу леммы 2 обе функции ϕ(p) и ψ(x) монотонно возрастают.

1.1. Единственность стационарной точки у шестимерной модели
Будет ли точка пересечения графиков монотонно возрастающих функций x = ϕ(p),

p = ψ(x) единственной в прямоугольнике Q2 = [0, a5]× [0, a1α1]?
Такой вопрос естественным образом возникает в исследовании качественного поведе-

ния траекторий динамических систем биохимической кинетики, аналогичных (1) (см., напри-
мер, [2]).

Указанный прямоугольник лежит в положительном квадранте координатной плоско-
сти переменных x, p. На рис. 2 ориентация упорядоченной пары касательных векторов

Vx =

(
1;
dψ

dx

)
и Vp =

(
dϕ

dp
; 1

)
положительна, поэтому для изображённой там точки пере-

сечения графиков смешанное произведение векторов Vx и Vp положительно:

1− dψ

dx

dϕ

dp
> 0. (8)

Лемма 3. Если в каждой точке пересечения графиков функций p = ψ(x) и x = ϕ(p)
выполняется неравенство (8), то точка пересечения этих графиков единственна.

Доказательство. Существование хотя бы одной точки такого пересечения следует из
теоремы Жордана [19].

Из того, что неравенство (8) строгое, следует, что эти графики не могут касаться и, значит,
множество точек их пересечения конечно.

В соседних точках пересечения этих графиков ориентация пары касательных векторов
Vx и Vp различна, но согласно неравенству (8) ориентация таких пар векторов должна быть
положительной, значит, такая точка пересечения всего одна, и лемма 3 доказана. �

Перепишем это неравенство в виде

CΓ′
5L

′
6L

′
4Γ4

1− CΓ′
5L

′
6L4Γ′

4

Γ′
1L2Γ

′
2γ1 + Γ1γ

′
1L3Γ

′
3

1− Γ′
1L

′
2Γ2γ1 − Γ1γ′1L

′
3Γ3

< 1. (9)

Следующее утверждение вытекает из леммы 3.



44 В. П. Голубятников и др.

Теорема 1. При выполнении неравенства (9) динамическая система (1) имеет един-
ственную стационарную точку.

Обозначим эту стационарную точку через S6. Отметим, что для достаточно широкого
круга динамических систем вида (1) неравенство (8) действительно выполнено.

В частности, сделаем естественное предположение.
Пусть монотонно возрастающие функции Γ2(x), Γ3(x), Γ4(x), описывающие положитель-

ные связи C/B → U , C/B → W , C/B → Z, соответственно пропорциональны между собой,
а монотонно убывающие функции L2(p), L3(p), L4(p), описывающие ингибирование димером P
этих положительных связей, также пропорциональны друг другу:

Γ2(x) = ξΓ4(x); Γ3(x) = µΓ4(x); L2(p) = ηL4(p); L3(p) = κL4(p). (10)

При таких предположениях неравенство (9), эквивалентное неравенству (8), принимает вид

0 < 1− CΓ′
5L

′
6L4Γ

′
4 − Γ′

1L
′
2Γ2γ1 − Γ1γ

′
1L

′
3Γ3. (11)

Все вычитаемые в этом неравенстве отрицательны, поскольку L′
6 < 0, L′

2 < 0, L′
3 < 0, следо-

вательно, при предположениях (10) неравенство (11) выполнено. Фактически это неравенство
вытекает из двух нестрогих неравенств:

L4L
′
2Γ

′
4Γ2 > L

′
4L2Γ4Γ

′
2 и L4L

′
3Γ

′
4Γ3 > L

′
4L3Γ4Γ

′
3.

Это достаточные условия единственности точки пересечения графиков монотонно возрастаю-
щих функций x = ϕ(p) и p = ψ(x) в прямоугольнике Q2 или условия единственности стацио-
нарной точки у динамической системы (1).

1.2. О неустойчивости стационарной точки шестимерной модели

Будем считать, что предположения (10) выполнены и, значит, динамическая система (1)
имеет единственную стационарную точку. Матрица линеаризации этой системы в точке S6
имеет вид

M6 =



−k1 k1Γ
′
1γ1 k1Γ1γ

′
1 0 0 0

k2L
′
2Γ2 −k2 0 0 k2L2Γ

′
2 0

k3L
′
3Γ3 0 −k3 0 k3L3Γ

′
3 0

k4L
′
4Γ4 0 0 −k4 k4L4Γ

′
4 0

0 0 0 0 −k5 k5Γ
′
5

0 0 0 Ck6L
′
6 0 −k6

 .

Здесь все производные вычисляются в стационарной точке S6. Напомним определение.
Стационарная точка динамической системы называется гиперболической, если матрица

линеаризации системы в этой точке не имеет мнимых собственных чисел, т. е. вещественные ча-
сти этих чисел либо строго положительны, либо строго отрицательны (см., например, [20, 21]).

В дальнейшем мы будем предполагать, что точка S6 является гиперболической, что никак
не ограничивает общности рассуждений. Как хорошо известно, гиперболическая стационарная
точка системы (1) неустойчива тогда и только тогда, когда матрица M6 имеет собственные
числа с положительными вещественными частями.

Характеристический многочлен P6(λ) этой матрицы при предположениях (10) приводится
к виду

P6(λ) = (λ+ k6)(λ+ k5)(λ+ k4)(λ+ k3)(λ+ k2)(λ+ k1)

− (λ+ k6)(λ+ k5)(λ+ k4)(λ+ k2)k1Γ1γ
′
1k3L

′
3Γ3 − (λ+ k6)(λ+ k5)(λ+ k4)(λ+ k3)k1Γ

′
1γ1k2L

′
2Γ2

− (λ+ k1)(λ+ k2)(λ+ k3)Ck6L
′
6k5Γ

′
5k4L4Γ

′
4;
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все его коэффициенты положительны и поэтому он не имеет положительных вещественных
корней.

В очень частном случае, когда все коэффициенты kj равны друг другу и равны k, введём
обозначение Λ = λ+ k, тогда уравнение P6(λ) = 0 принимает вид

Λ6 − Λ4k2
(
Γ1γ

′
1L

′
3Γ3 + Γ′

1γ1L
′
2Γ2

)
− Λ3k3

(
CL′

6Γ
′
5L4Γ

′
4

)
= Λ3

[
Λ3 − Λk2

(
Γ1γ

′
1L

′
3Γ3 + Γ′

1γ1L
′
2Γ2

)
− k3

(
CL′

6Γ
′
5L4Γ

′
4

)]
= Λ3P3(Λ) = 0.

Отсюда λ1 = λ2 = λ3 = −k является кратным корнем. Отметим, что все коэффициенты
многочлена P3(Λ) положительны.

Кубическое уравнение P3(Λ) = 0 имеет один отрицательный корень Λ4; согласно теоре-

ме Виета, сумма всех его корней равна нулю. Так как
dP3(Λ)

dΛ
> 0, оставшиеся его корни

комплексны и их вещественная часть положительна: Re Λ5,6 = −Λ4/2.
Условие Reλ5,6 > 0 эквивалентно неравенству −Λ4 − 2k > 0 или −2k > Λ4. Значит,

положительность этих вещественных частей эквивалентна неравенству P3(−2k) > 0:

P3(−2k) = −8k3 + 2k3
(
Γ1γ

′
1L

′
3Γ3 + Γ′

1γ1L
′
2Γ2

)
− k3

(
CL′

6Γ
′
5L4Γ

′
4

)
.

Здесь выражения в скобках отрицательны, так как L′
j < 0.

В рассматриваемом случае (kj = k) характеристический многочлен матрицы линеариза-
ции имеет комплексно сопряжённые корни λ5 и λ6 с положительной вещественной частью,
если

−CL′
6Γ5L4Γ

′
4 > 8− 2

(
Γ1γ

′
1L

′
3Γ3 + Γ′

1γ1L
′
2Γ2

)
, (12)

т. е. когда вычисленные в стационарной точке S6 значения функции L4, постоянной C и про-
изводных функций Γ4, Γ5, −L′

6, регулирующих процессы, изображённые в правой части схемы
генной сети на рис. 1 (в стабилизирующей петле обратной связи), достаточно велики по срав-
нению со значениями функций, регулирующих связи, изображённые в левой части этой схемы.

В случае, когда kj = k, и в случаях, когда все эти коэффициенты kj отличаются друг от
друга достаточно мало, это — необходимое и достаточное условие неустойчивости стационар-
ной точки.

Следуя [18, 20], в случае, когда стационарная точка S6 неустойчива, используя теоре-
мы о локально неустойчивом и глобально неустойчивом многообразиях, в фазовом портрете
системы (1) можно построить инвариантную двумерную поверхность, соответствующую паре
собственных чисел матрицыM6 с положительными вещественными частями. Траектории всех
точек этой поверхности удаляются вдоль неё от точки S6 и в то же время, согласно лемме 1,
не могут выйти за пределы положительно инвариантной области Q6. Следовательно, имеет
место

Теорема 2. Если матрица M6 имеет собственные числа с положительными веществен-
ными частями и не имеет мнимых собственных чисел, то динамическая система (1) имеет
цикл в области Q6.

2. СЕМИМЕРНАЯ МОДЕЛЬ ЦИРКАДНОГО ОСЦИЛЛЯТОРА

В соответствии со схемой, изображённой на рис. 1, построим динамическую систему

dp

dt
= k1(Γ1(u)γ1(w)− p); du

dt
= k2(Γ2(x)L2(p)− u);

dw

dt
= k3(Γ3(x)L3(p)− w);

dz

dt
= k4(Γ4(x)L4(p)− z);

dy

dt
= k5(Γ5(x)L5(p)− y);

dx

dt
= k6(Γ6(b)− x);

db

dt
= k7(γ7(y)L7(z)− b).

(13)
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В отличие от рассмотренной выше шестимерной модели циркадного осциллятора в данном
случае белок ROR связывается с сайтом RRE и активирует транскрипцию гена Bmal1 на
уровне γ7(y) = Γ7(y) + C, где Γ7(y) — монотонно возрастающая функция, Γ7(0) = 0 и y =
y(t) 6= const.

Лемма 4. Все траектории системы (13) со временем попадают в параллелепипед

Q7 = [0, a1α1]× [0, a2d2]× [0, a3d3]× [0, a4d4]× [0, a5d5]× [0, a6]× [0, (C + α7)d7],

лежащий в положительном октанте пространства R7 переменных p, u, w, z, y, x, b. В даль-
нейшем они из этого параллелепипеда не выходят.

Таким образом, Q7 — положительно инвариантная область системы (13).
Стационарные точки динамической системы (13) находятся тем же способом, что и у си-

стемы (1). Исключая все переменные, кроме x и p, из системы уравнений, аналогичных (3),
мы получаем уравнение

p = Γ1(L2(p)Γ2(x))γ1(L3(p)Γ3(x)),

совпадающее с уравнением (5), и уравнение

x = Γ6(γ7(Γ5(x)L5(p))L7(L4(p)Γ4(x))), (14)

связывающие эти переменные в фазовом портрете системы (13). Далее мы следуем схеме до-
казательства теоремы 1.

Если x = 0, то уравнение (14) неразрешимо относительно p ввиду противоречия

0 = Γ6(C + Γ7(0 · L5(p))L7(L4(p)Γ4(0))) = Γ6(Cd7) > 0.

При фиксированном p = p0 ∈ [0, a1α1] уравнение (14) принимает вид

x = Γ6(γ7(Γ5(x)L5(p0))L7(L4(p0)Γ4(x))), (15)

правая часть убывает по x, если

d

dx
[γ7(Γ5(x)L5(p0))L7(Γ4(x)L4(p0))] = γ′7Γ

′
5L5L7 + γ7L

′
7Γ

′
4L4 < 0 при всех x. (16)

При выполнении этого условия уравнение (14) имеет единственное решение (см. (2)):
x = x(p0) = ζ(p0), как и на рис. 2.

В дальнейшем мы будем предполагать, что условие (16) выполнено.
Продифференцируем (14) по p как неявную функцию:

dx

dp
= Γ′

6

[
γ′7

(
Γ′
5

dx

dp
L5L7 + Γ5L

′
5L7

)
+ γ7L

′
7

(
Γ′
4

dx

dp
L4 + Γ4L

′
4

)]
или

dx

dp

(
1− Γ′

6γ
′
7Γ

′
5L5L7 − Γ′

6γ7L
′
7Γ

′
4L4

)
= Γ′

6

[
γ′7Γ5L

′
5L7 + γ7L

′
7Γ4L

′
4

]
.

Здесь правая скобка положительна, так как L′
4 < 0, L′

7 < 0, а левая скобка строго больше
единицы ввиду (16).

Как и для шестимерной модели осциллятора, следует, что производная функции p = ξ(x),
задаваемой из (5), имеет вид

dp

dx

(
1− Γ′

1L
′
2Γ2γ1 − Γ1L

′
3Γ3γ

′
1

)
=
(
Γ′
1L2Γ

′
2γ1 + Γ1L3Γ

′
3γ

′
1

)
,

что совпадает с (7).
Таким образом, для динамической системы (13) справедлива
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Лемма 5. 1. Справедливо соотношение
dp

dx
=

dξ

dx
> 0. Поскольку γ1(0) = Γ1(0) = 0,

равенство здесь достигается только при x = 0.

2. При выполнении условия (16) производная
dx

dp
=
dζ

dp
корректно определена на отрезке

[0, a1α1].

2.1. О единственности стационарной точки семимерной модели

Для динамической системы (13) вопрос о единственности стационарной точки рассмат-

ривается так же, как и в разд. 1. Для касательных векторов Vx =

(
1;
dξ

dx

)
и Vp =

(
dζ

dp
; 1

)
в точках пересечения графиков функций x = ζ(p), p = ξ(x) вычисляется их смешанное произ-
ведение и проверяется условие положительной ориентации этой упорядоченной пары векторов:

1− dξ

dx

dζ

dp
> 0. Перепишем это неравенство в виде

Γ′
6

[
γ′7Γ5L

′
5L7 + γ7L

′
7L

′
4Γ4

]
1− Γ′

6

(
γ′7Γ

′
5L5L7 + γ7L′

7L4Γ′
4

) Γ′
1L2Γ

′
2γ1 + Γ1γ

′
1L3Γ

′
3

1− Γ′
1L

′
2Γ2γ1 − Γ1γ′1L

′
3Γ3

< 1. (17)

Доказательство следующего утверждения аналогично доказательству теоремы 1.
Теорема 3. При выполнении неравенства (17) динамическая система (13) имеет един-

ственную стационарную точку. Эта точка лежит в области Q7.
Обозначим эту стационарную точку через S7. Отметим, что для достаточно широкого

круга динамических систем вида (13) неравенство (17) действительно выполнено.
В частности, в дополнение к предположениям (10) рассмотрим случай, когда

Γ5(x) = σΓ4(x); L5(p) = µL4(p). (18)

При таких предположениях пропорциональности условие (16) принимает вид
γ′7
γ7
σµ < −L

′
7

L7
.

Это означает, что функции Γ′
5 и L5 достаточно малы по сравнению с Γ′

4 и L4; напомним, что
L′
7 < 0. В этом случае неравенство (17) принимает вид

0 < 1− Γ′
6Γ

′
7L5Γ

′
5 − Γ′

6L
′
7L4Γ

′
4 − Γ′

1L
′
2Γ2γ1 − Γ1γ

′
1L

′
3Γ3. (19)

Два последних слагаемых в этом неравенстве положительны, поскольку L′
2 < 0 и L′

3 < 0,
сумма второго и третьего слагаемых положительна ввиду (16). В дальнейшем для упрощения
формул мы обозначим все производные L′

j через −qj . Следовательно, при предположени-
ях (10) и (18) неравенство (17) выполнено. Это достаточные условия единственности точки
пересечения графиков функций x = ζ(p) и p = ξ(x) в прямоугольнике Q2 или условия един-
ственности стационарной точки у динамической системы (13).

2.2. О неустойчивости стационарной точки семимерной модели

Будем считать, что предположения (10) и (18) выполнены и, значит, динамическая си-
стема (13) имеет единственную стационарную точку. Матрица линеаризации этой системы
в точке S7 имеет вид

M7 =



−k1 k1Γ
′
1γ1 k1Γ1γ

′
1 0 0 0 0

k2L
′
2Γ2 −k2 0 0 0 k2L2Γ

′
2 0

k3L
′
3Γ3 0 −k3 0 0 k3L3Γ

′
3 0

k4L
′
4Γ4 0 0 −k4 0 k4L4Γ

′
4 0

k5L
′
5Γ5 0 0 0 −k5 k5L5Γ

′
5 0

0 0 0 0 0 −k6 k6Γ
′
5

0 0 0 k7γ
′
7L7 k7L

′
7γ7 0 −k7


.
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Здесь все производные вычисляются в стационарной точке S7.
Характеристический многочлен P7(λ) этой матрицы при предположениях (10), (18) может

быть записан в виде

− P7(λ) = (λ+ k7)(λ+ k6)(λ+ k5)(λ+ k4)(λ+ k3)(λ+ k2)(λ+ k1)

+ (λ+ k7)(λ+ k6)(λ+ k5)(λ+ k4)(λ+ k2)k1Γ1γ
′
1k3q3Γ3

+ (λ+ k7)(λ+ k6)(λ+ k5)(λ+ k4)(λ+ k3)k1Γ
′
1γ1k2q2Γ2

+ (λ+ k1)(λ+ k2)(λ+ k3)(λ+ k5)k7q7Γ7k6Γ
′
6k4L4Γ

′
4;

все его коэффициенты положительны и поэтому он не имеет положительных вещественных
корней.

Как и в разд. 1, рассмотрим частный случае, когда все коэффициенты kj в уравнениях
системы (13) равны друг другу и равны k; введём обозначение Λ = λ + k. Тогда уравнение
P7(λ) = 0 принимает вид

Λ7 + Λ5k2
(
Γ′
1γ1q2Γ2 + Γ1γ

′
1q3Γ3

)
+ Λ4k3

(
L5Γ

′
5L7Γ

′
7Γ

′
6 + q7Γ7L4Γ

′
4Γ

′
6

)
= Λ4

[
Λ3 + Λk2

(
Γ′
1γ1q2Γ2 + Γ1γ

′
1q3Γ3

)
+ k3Γ′

6

(
L5Γ

′
5L7Γ

′
7 + q7Γ7L4Γ

′
4

)]
= Λ4R3(Λ) = 0.

Отсюда λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = −k является кратным корнем. Отметим, что все коэффициенты
многочлена R3(Λ) положительны. Так же, как и в разд. 1, уравнение R3(Λ) = 0 имеет один
отрицательный корень Λ5, а у оставшихся двух корней Λ6 и Λ7 вещественные части равны
−Λ5/2. Для того, чтобы вещественные части соответствующих собственных чисел λ6 и λ7
матрицы M7 были положительными, необходимо и достаточно выполнение неравенства

R3(−2k) = k3
[
− 8− 2

(
Γ′
1γ1q2Γ2 + Γ1γ

′
1q3Γ3

)
+ Γ′

6

(
L5Γ

′
5L7Γ

′
7 + q7Γ7L4Γ

′
4

)]
> 0

или
Γ′
6

(
L5Γ

′
5L7Γ

′
7 + q7Γ7L4Γ

′
4

)
> 8 + 2

(
Γ′
1γ1q2Γ2 + Γ1γ

′
1q3Γ3

)
,

что так же, как и в неравенстве (12), можно интерпретировать как преобладание действия
стабилизирующей петли обратной связи над процессами, описанными в левой части рис. 1.

Теорема 4. Если матрица M7 имеет собственные числа с положительными веществен-
ными частями и не имеет мнимых собственных чисел, то динамическая система (13) имеет
цикл в области Q7.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведён качественный анализ систем дифференциальных уравнений, описывающих два
варианта моделей автономного клеточного циркадного осциллятора млекопитающих.

При описании регуляции экспрессии генов мы не конкретизируем аналитический вид
функций, ограничиваясь минимальными требованиями: их гладкостью, монотонностью и огра-
ниченностью. Это важная особенность данной работы. Ранее были проведены многочисленные
исследования условий появления предельного цикла в моделях биологических осцилляторов,
в которых задан вид нелинейных функций, описывающих регуляцию экспрессии генов. В част-
ности, работы по исследованию условий существования предельного цикла в модели Гудви-
на [3, 4], в которой регуляция транскрипции описана функцией Хилла [22, 23]. Эти результаты
оказали большое влияние на моделирование биологических осцилляторов, поиск параметров
модели, при которых обеспечиваются условия существования предельных циклов модели. Без
такого типа ограничений на параметры модели поиск их значений становится крайне трудо-
ёмким.
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Однако несмотря на то, что функции Хилла очень часто используются при описании
регуляции экспрессии генов, необходимо учитывать, что функции Хилла — это в большинстве
моделей аппроксимация сложных нелинейных регуляторных зависимостей в условиях, когда
наши знания о механизме регуляции транскрипции ограничены. По мере того, как появляются
новые знания о механизмах регуляции транскрипции конкретных генов, изменяются степень
обоснованности моделей и появляются новые варианты описания этих процессов. Поэтому
выбор математического описания модели должен быть обоснован биологическими знаниями
о механизмах регуляции экспрессии генов.

В частности, в работе [23] описан механизм, основанный на многосайтовом фосфорили-
ровании и включении дополнительных обратных связей, обеспечивающих появление предель-
ного цикла (см. также [6]). Для описания такого рода механизма кооперативной регуляции
использование функций Хилла биологически обосновано. Однако в настоящее время показа-
но, что влияние белкового комплекса PER:CRY на активность транскрипционного фактора
CLOCK:BMAL1 для млекопитающих обеспечивается так называемым механизмом секвекс-
трации белков, математическое описание которого отличается от функции Хилла, которую
использовали в ранних моделях циркадного осциллятора [24]. Поэтому исследования усло-
вий существования осцилляций в моделях циркадного осциллятора, регуляторные функции
которых описаны в досточно общем виде, крайне актуальны.

Первый вариант анализируемой модели описывает регуляцию генов Bmal1, Per, Cry, Rev-
Erb. В качестве переменных приняты концентрация белков BMAL1, PER, CRY, REV-ERB,
белковых комплексов CLOCK:BMAL1 и PER:CRY. В этой модели считается, что концентра-
ция и активность белка ROR не меняется и его действие на ген Bmal1 в отсутствие белка
REV-ERB постоянно. Такое приближение часто используется в моделях циркадного осцилля-
тора в клетках различных тканей. Зачастую такой подход основывается на известных экспе-
риментальных данных, свидетельствующих о незначительности вклада ROR в формирование
ритмичности циркадного осциллятора в некоторых тканях, где он скорее определяет величину
амплитуды колебаний [25].

Во втором варианте анализируемой модели добавлена динамика изменения концентраций
белка ROR и его влияние на экспрессию гена Bmal1. В некоторых случаях требуется учитывать
суточную динамику белка ROR. В частности, в работе [26] проведено исследование так назы-
ваемого парадокса SIRT1, состоящего в том, что один и тот же тип изменения активности
деацетилазы SIRT1 разнонаправленно влияет на параметры функционирования циркадного
осциллятора через различные пути. Моделирование позволило разрешить это парадокс, но
для этого авторам работы потребовалось включить ген Ror в разработанную модель.

Таким образом, качественный анализ систем дифференциальных уравнений, описываю-
щих регуляцию основных генов ядра циркадного осциллятора, выявил условия существования
осциллирующих траекторий при достаточно общих требованиях на математическое представ-
ление экспрессии этих генов. Проверка этих условий необходима для ограничения области
параметров модели при поиске их значений.

Отметим, что в работе [27] было установлено, что у моделей трёхкомпонентных генных
сетей, подобных рассматриваемой на рис. 1, стационарная точка устойчива и периодических
режимов функционирования нет. С.Смейл [28] показал, что объединение двух подобных моде-
лей, каждая из которых не имеет периодических траекторий, может иметь предельный цикл.
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