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Присутствие в верхних слоях мантийной литосферы частичных расплавов играет важ-
ную роль в геологических и геофизических процессах. В работе [1] локализация в простран-
стве значительных масс частичного расплава в динамических условиях объяснялась на ос-
нове предположения о формировании такой субстанции в процессе развития неустойчивости
фронта фазового перехода при необратимой передаче импульса. При этом эффекты объёмной
генерации магмы не учитывались. Методология учёта объёмной генерация магмы в условиях
сдвиговой деформации мантийных толщ была предложена в [2]. В этих работах порода (в гео-
логическом временном масштабе) представляет собой вязкую жидкость-1, которая за счёт
собственной вязкости либо по другим причинам достигает термодинамических условий, необ-
ходимых для протекания фазового перехода. По границам зёрен и межзеренным узлам породы
начинает скапливаться магма — жидкость-2 с вязкостью, присущей известным в геологии рас-
плавам. Такой расплав включается в процесс совместного тепломассопереноса и фильтруется
сквозь среду, его породившую. Другими словами, эта теория представляет собой гидродинами-
ку тепломассопереноса взаимного проникновения одной менее вязкой жидкости сквозь более
вязкую среду как своеобразный процесс фильтрации. Полученную систему уравнений, по ана-
логии с уравнением Навье — Стокса, можно называть двухскоростными уравнениями Навье —
Стокса или уравнениями двухскоростной гидродинамики.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
и Национального центра научных исследований Франции в рамках научного проекта № 21-51-15002.
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В данной работе рассматривается классическое решение в полупространстве второй кра-
евой задачи для переопределённой стационарной системы типа Стокса, возникающей в двух-
жидкостной среде с одним давлением. Получено решение с использованием преобразования
Фурье по горизонтальным переменным, которое может применяться для моделирования раз-
вития осадочных бассейнов, исследования тепловой конвекции в мантии, изучения влияния
континентов на структуру тепловых потоков в мантии и для ряда других задач [3–5].

1. ВТОРАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ДВУХСКОРОСТНОЙ СИСТЕМЫ
СТОКСА С ОДНИМ ДАВЛЕНИЕМ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

В области Ω = R3
+ = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 | x3 > 0} рассматривается вторая краевая

задача для двухскоростной системы Стокса с одним давлением [6, 7]:

−ν∆v + grad p = f , div v = 0 в Ω, (1)

−ν1∆u + grad p = f , div u = 0 в Ω, (2)

T (v, p)n|x3=0 = a(x1, x2), T (u, p)n|x3=0 = b(x1, x2), (3)

где n = (0, 0,−1) обозначает внешнюю по отношению к Ω нормаль к S = R2; ν, ν1 — кинема-
тические коэффициенты вязкости; a, b — заданные функции; v = (v1, v2, v3), u = (u1, u2, u3),
p — неизвестные векторные поля скоростей и давление; T (v, p), T (u, p) — тензоры напряжений,
соответствующие течениям v, p и u, p:

T (v, p) = −pI + νS(v), S(v) =

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
i,j=1,2,3

,

T (u, p) = −pI + ν1S(u), S(u) =

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
i,j=1,2,3

.

Здесь I — единичная матрица, S(v), S(u) — удвоенные тензоры скоростей деформации.

2. ПОЛУПРОСТРАНСТВЕННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОРОДНОЙ СИСТЕМЫ

Рассмотрим в R3
+ однородную задачу для системы (1)–(3):

−ν∆v + grad p = 0, div v = 0 в R3
+,

ν

(
∂vj
∂x3

+
∂v3
∂xj

)∣∣∣∣
x3=0

= −aj(x1, x2), j = 1, 2,(
− p+ 2ν

∂v3
∂x3

)∣∣∣∣
x3=0

= −a3(x1, x2),

(4)

−ν1∆u + grad p = 0, div u = 0 в R3
+,

ν1

(
∂uj
∂x3

+
∂u3
∂xj

)∣∣∣∣
x3=0

= −bj(x1, x2), j = 1, 2,(
− p+ 2ν1

∂u3
∂x3

)∣∣∣∣
x3=0

= −b3(x1, x2),

(5)

предполагая, что функции am(x1, x2) и bm(x1, x2),m = 1, 2, 3, являются гладкими и достаточно
быстро убывают при |(x1, x2)| → ∞. Решение при этом также должно убывать на бесконечно-
сти.
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Решение системы (4), (5) сводится к последовательному решению двух краевых задач.
Сначала решается задача Стокса (4) для (v, p) [8–11], а затем определяется вторая скорость u
как соленоидальное решение следующей краевой задачи для векторного уравнения Пуассона:

ν1∆u = grad p, div u = 0 в R3
+,

ν1

(
∂uj
∂x3

+
∂u3
∂xj

)∣∣∣∣
x3=0

= −bj(x1, x2), j = 1, 2,

∂u3
∂x3

∣∣∣∣
x3=0

=
1

2ν1
(p(x1, x2, 0)− b3(x1, x2)).

(6)

Обозначим через g̃(α1, α2, x3) преобразование Фурье функции g(x1, x2, x3) по переменным
x1, x2 (см. [8–11]):

g̃(α1, α2, x3) =
1

(2π)3/2

∫
R2

e−iα1x1−iα2x2g(x1, x2, x3) dx1dx2.

После применения к системе (4) преобразования Фурье по переменным x1, x2 получим
для преобразованных функций ṽk, p̃ краевую задачу для системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений на полуоси (0,∞) с параметром α = (α1, α2):

ν|α|2ṽj − ν
d2ṽj
dx23

+ iαj p̃ = 0, j = 1, 2,

ν|α|2ṽ3 − ν
d2ṽ3
dx23

+
dp̃

dx3
= 0,

iα1ṽ1 + iα2ṽ2 +
dṽ3
dx3

= 0,

(7)

ν

(
dṽj
dx3

+ iαj ṽ3

)∣∣∣∣
x3=0

= −ãj , j = 1, 2,(
− p̃+ 2ν

dṽ3
dx3

)∣∣∣∣
x3=0

= −ã3,

ṽ→ 0 при x3 →∞.

(8)

Общее решение системы уравнений (7), стремящееся к нулю при x3 →∞, имеет следую-
щий вид:

ṽ1(α, x3) =

(
α2

|α|2
C1 −

iα1

|α|
C2 +

iα1

2ν|α|

(
1

|α|
− x3

)
C3

)
e−|α|x3 ,

ṽ2(α, x3) =

(
− α1

|α|2
C1 −

iα2

|α|
C2 +

iα2

2ν|α|

(
1

|α|
− x3

)
C3

)
e−|α|x3 ,

ṽ3(α, x3) =

(
C2 +

1

2ν
x3C3

)
e−|α|x3 ,

p̃(α, x3) = C3e
−|α|x3 .

(9)

Константы C1, C2, C3 определяются из граничных условий (8). Решение задачи (7), (8)
можно представить в виде

ṽ = −ã1ṽ1 − ã2ṽ2 − ã3ṽ3,

p̃ = −ã1p̃1 − ã2p̃2 − ã3p̃3,
(10)
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где ṽ1(α, x3), p̃1(α, x3) — решение (9) системы (7) с константами C1 = −α2/(ν|α|), C2 = 0,
C3 = iα1/|α|, удовлетворяющее граничным условиям (8) с вектором e1 = (1, 0, 0) в правой
части:

ṽ11(α, x3) =

(
− 1

2ν|α|
− α2

2

2ν|α|3
+

α2
1

2ν|α|2
x3

)
e−|α|x3 ,

ṽ12(α, x3) =

(
α1α2

2ν|α|3
+

α1α2

2ν|α|2
x3

)
e−|α|x3 ,

ṽ13(α, x3) =
iα1

2ν|α|
x3 e

−|α|x3 ,

p̃1(α, x3) =
iα1

|α|
e−|α|x3 ;

(11)

ṽ2(α, x3), p̃2(α, x3) — решение (9) системы (7) с константами C1 = α1/(ν|α|), C2 = 0, C3 =
iα2/|α|, удовлетворяющее граничным условиям (8) с вектором e2 = (0, 1, 0) в правой части:

ṽ21(α, x3) =

(
α1α2

2ν|α|3
+

α1α2

2ν|α|2
x3

)
e−|α|x3 ,

ṽ22(α, x3) =

(
− 1

2ν|α|
− α2

1

2ν|α|3
+

α2
2

2ν|α|2
x3

)
e−|α|x3 ,

ṽ23(α, x3) =
iα2

2ν|α|
x3 e

−|α|x3 ,

p̃2(α, x3) =
iα2

|α|
e−|α|x3 ;

(12)

ṽ3(α, x3), p̃3(α, x3) — решение (9) системы (7) с константами C1 = 0, C2 = −1(2ν|α|), C3 = −1,
удовлетворяющее граничным условиям (11) с вектором e3 = (0, 0, 1) в правой части:

ṽ31(α, x3) =
iα1

2ν|α|
x3e
−|α|x3 ,

ṽ32(α, x3) =
iα2

2ν|α|
x3e
−|α|x3 ,

ṽ33(α, x3) = − 1

2ν

(
1

|α|
+ x3

)
e−|α|x3 ,

p̃3(α, x3) = −e−|α|x3 .

(13)

При выполнении обратного преобразования Фурье в формулах (11)–(13) будем пользо-
ваться равенствами

F−1
[

1

|α|
e−|α|x3

]
=

1

2π

∫
R2

1

|α|
eix1α1+ix2α2−|α|x3 dα1dα2 =

1√
x21 + x22 + x23

,

F−1[e−|α|x3 ] =
x3(

x21 + x22 + x23
)3/2 ,

F−1
[
α1

|α|
e−|α|x3

]
=

1

2π

∫
R2

α1

|α|
eix1α1+ix2α2−|α|x3 dα1dα2 =

ix1(
x21 + x22 + x23

)3/2 ,
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F−1
[
α1α2

|α|2
e−|α|x3

]
=

1

2π

∫
R2

α1α2

|α|2
eix1α1+ix2α2−|α|x3 dα1dα2

= 3x1x2

∫
dx3

(x21 + x22 + x23)
5/2

=
x1x2x3

(
3x21 + 3x22 + 2x23

)(
x21 + x22

)2(
x21 + x22 + x23

)3/2 ,

F−1
[
α1α2

|α|3
e−|α|x3

]
=

1

2π

∫
R2

α1α2

|α|3
eix1α1+ix2α2−|α|x3 dα1dα2 = −

x1x2
(
x21 + x22 + 2x23

)(
x21 + x22

)2√
x21 + x22 + x23

,

F−1
[
α2
1

|α|2
e−|α|x3

]
=

x3

(x21 + x22)
√
x21 + x22 + x23

(
2x21

x21 + x22
+

x21
x21 + x22 + x23

− 1

)
,

F−1
[
α2
2

|α|3
e−|α|x3

]
=

x22(
x21 + x22

)√
x21 + x22 + x23

− x22 − x21(
x21 + x22

)2√x21 + x22 + x23.

Выполняя обратное преобразование Фурье в (11) с помощью приведённых выше формул,
получим

v11(x) = − x21 + 2x22
2ν
(
x21 + x22

)√
x21 + x22 + x23

+
(x22 − x21)

√
x21 + x22 + x23

2ν
(
x21 + x22

)2
+

x23
2ν(x21 + x22)

√
x21 + x22 + x23

(
2x21

x21 + x22
+

x21
x21 + x22 + x23

− 1

)
,

v12(x) = − x1x2(x
2
1 + x22 + 2x23)

2ν
(
x21 + x22

)2√
x21 + x22 + x23

+
x1x2x

2
3

(
3x21 + 3x22 + 2x23

)
2ν
(
x21 + x22

)2(
x21 + x22 + x23

)3/2 ,
v13(x) =

−x1x3
2ν
(
x21 + x22 + x23

)3/2 , p1(x) =
−x1(

x21 + x22 + x23
)3/2 .

Аналогично из (12) и из (13) имеем

v21(x) = − x1x2

2ν(x21 + x22)
2
√
x21 + x22 + x23

(
x21 + x22 + 2x23 −

x23(3x
2
1 + 3x22 + 2x23)

x21 + x22 + x23

)
,

v22(x) = − 2x21 + x22
2ν(x21 + x22)

√
x21 + x22 + x23

+

(
x21 − x22

)√
x21 + x22 + x23

2ν(x21 + x22)
2

+
x23

2ν
(
x21 + x22

)√
x21 + x22 + x23

(
2x22

x21 + x22
+

x22
x21 + x22 + x23

− 1

)
,

v23(x) =
−x2x3

2ν
(
x21 + x22 + x23

)3/2 , p2(x) =
−x2(

x21 + x22 + x23
)3/2 ,

v31(x) =
−x1x3

2ν
(
x21 + x22 + x23

)3/2 , v32(x) =
−x2x3

2ν
(
x21 + x22 + x23

)3/2 ,
v33(x) = − x21 + x22 + 2x23

2ν
(
x21 + x22 + x23

)3/2 , p3(x) = − x3(
x21 + x22 + x23

)3/2 .
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Для выполнения обратного преобразования Фурье в равенствах (10) применим известную
формулу

F [(f ∗ g)] = 2πF [f ]F [g] = 2πf̃ g̃, (14)

откуда

F−1[f̃ g̃] =
1

2π

(
F−1[f̃ ] ∗ F−1[g̃]

)
=

1

2π
(f ∗ g),

где (f ∗ g)(x) =
∫
R2

f(x− y)g(y) dy — свёртка функций f и g. Тогда из (10) имеем

v = − 1

2π
[(a1 ∗ v1)− (a2 ∗ v2)− (a3 ∗ v3)],

p = − 1

2π
[(a1 ∗ p1)− (a2 ∗ p2)− (a3 ∗ p3)].

(15)

Перейдём к решению задачи (6). Решение u будем искать в виде u = z + w. Продолжим
соленоидальную функцию ∇p с R3

+ на всё пространство R3 с сохранением соленоидальности
и гладкости. Такое продолжение возможно (см., например, [8, лемма 4]). Полагая

z(x) = − 1

4πν1

∫
R3

∇p(y)

|x− y|
dy,

мы, очевидно, получим соленоидальное решение z = (z1, z2, z3) векторного уравнения Пуассо-
на ν1∆z = grad p. Функция w = (w1, w2, w3) должна быть соленоидальной и удовлетворять
векторному уравнению Лапласа с изменёнными по сравнению с (6) граничными условиями

∆w = 0, div w = 0 в R3
+,

ν1

(
∂wj
∂x3

+
∂w3

∂xj

)∣∣∣∣
x3=0

= −dj(x1, x2), j = 1, 2,(
− p+ 2ν1

∂w3

∂x3

)∣∣∣∣
x3=0

= −d3(x1, x2),

(16)

где

dj(x1, x2) = bj(x1, x2) + ν1

(
∂zj
∂x3

+
∂z3
∂xj

)∣∣∣∣
x3=0

, j = 1, 2,

d3(x1, x2) = b3(x1, x2) + 2ν1
∂z3
∂x3

∣∣∣∣
x3=0

.

После применения к системе (16) преобразования Фурье по переменным x1, x2 получим для
преобразованных функций w̃k краевую задачу для переопределённой системы обыкновенных
дифференциальных уравнений на полуоси (0,∞) с параметром α = (α1, α2):

d2w̃

dx23
− |α|2w̃ = 0,

iα1w̃1 + iα2w̃2 +
dw̃3

dx3
= 0,

(17)

(
dw̃j
dx3

+ iαjw̃3

)∣∣∣∣
x3=0

= − d̃j
ν1
, j = 1, 2,

−p̃+ 2ν1
dw̃3

dx3

∣∣
x3=0

= −d̃3,

w̃→ 0 при x3 →∞.

(18)
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Общее решение первого векторного уравнения в (17), стремящееся к нулю при x3 → ∞,
имеет следующий вид:

w̃(α, x3) = Ce−|α|x3 , C = (C1, C2, C3). (19)

Константы C1, C2, C3 определяются из граничных условий (18):

Cj = − iαj
2|α|2ν1

(
p̃|x3=0 − d̃3

)
+

d̃j
|α|ν1

, j = 1, 2, C3 = − 1

2|α|ν1
(
p̃|x3=0 − d̃3

)
.

Кроме того, должно выполняться дивергентное условие на решение, которое даёт ограничение
на функции правой части граничных условий (18). Из равенства iα1C1 + iα2C2 − |α|C3 = 0
следует

iα1

|α|
d̃1 +

iα2

|α|
d̃2 + p̃|x3=0 − d̃3 = 0. (20)

Выполняя обратное преобразование Фурье в (19) и в (20), получим

w1(x) = − i

2ν1
F−1

[
α1

|α|2
e−|α|x3

]
∗ (p|x3=0 − d3) +

1

ν1
F−1

[
1

|α|
e−|α|x3

]
∗ d1,

w2(x) = − i

2ν1
F−1

[
α2

|α|2
e−|α|x3

]
∗ (p|x3=0 − d3) +

1

ν1
F−1

[
1

|α|
e−|α|x3

]
∗ d2,

w3(x) = − 1

2ν1
F−1

[
1

|α|
e−|α|x3

]
∗ (p|x3=0 − d3).

Переопределенность задачи (16) приводит к необходимому условию её разрешимости в ви-
де требования выполнения

iF−1
(
α1

|α|

)
∗ d1 + iF−1

(
α2

|α|

)
∗ d2 + p|x3=0 − d3 = 0

для компонент вектора d.
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