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Исследуется система двух нелинейных параболических уравнений второго порядка с вы-
рождением. Системы такого вида применяются в химической кинетике для моделирования
процессов реакции-диффузии. Доказана теорема существования и единственности анали-
тического решения типа диффузионных волн при заданном фронте волны. Доказательство
является конструктивным, решение строится в виде степенных рядов с рекуррентно вы-
числяемыми коэффициентами. Предложен алгоритм численного решения на основе мето-
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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим систему нелинейных параболических уравнений второго порядка

Tt = [Φ(T )]xx + Γ(T, S),

St = [Ψ(S)]xx + Λ(S, T ).
(1)

Здесь x, t— независимые переменные; T (t, x) и S(t, x) — искомые функции; Φ(T ), Ψ(S), Γ(T, S),
Λ(S, T ) — известные достаточно гладкие функции. Также будем предполагать нелинейность
хотя бы одной из функций Φ(T ), Ψ(S), ибо в противном случае мы имеем дело с хорошо
известной полулинейной системой.

В литературе система (1), записанная в виде

Tt = [Φ′(T )Tx]x + Γ(T, S),

St = [Ψ′(S)Sx]x + Λ(S, T ),
(2)
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используется для описания тепломассопереноса [1], а также диффузионных [2] и реакционно-
диффузионных [3] процессов. Уравнения, составляющие систему (2), используются также при
описании механизмов лучистой теплопроводности [4, 5], фильтрации жидкостей и газов [6, 7],
миграции биологических популяций [8] и др. и имеют, вообще говоря, параболический тип.
Отметим, что существуют также гиперболические модели, описывающие схожие процессы,
такие как фильтрация [9] или популяционная динамика [10, 11], однако используются они реже,
чем параболические.

Если Φ′(0) = Ψ′(0) = 0, то параболический тип вырождается, и уравнения, составляющие
систему (2), относятся к классу не разрешённых относительно старшей производной [12]. Если
Γ(0, 0) = Λ(0, 0) = 0, то система (2) имеет тривиальное решение T ≡ 0, S ≡ 0. Отметим, что
наиболее часто в литературе встречается случай степенных функций

Φ′(T ) = T σ, Ψ′(S) = Sδ, σ, δ = const > 0, (3)

так как он даёт хорошее приближение к реальности при сравнительной простоте исследования.
Системы вида (2), (3) применяются в химической кинетике для описания процессов реакция-
диффузия [13, 14].

Содержательный класс решений рассматриваемых систем составляют диффузионные
(тепловые, фильтрационные) волны, распространяющиеся с конечной скоростью по нулевому
фону. Применительно к системе (2), (3) такая волна представляет собой два решения системы
(возмущённое T, S > 0 и тривиальное T, S ≡ 0), непрерывно состыкованные вдоль некоторой
линии — фронта волны. Несмотря на содержательные физическую и геометрическую интер-
претации, решения типа диффузионных волн встречаются в литературе относительно редко.
В этой связи особо выделим монографию А.А.Самарского с соавторами [5], а также работы
А.Ф.Сидорова и его учеников [15]. В последних предложены постановки краевых задач об ини-
циировании волн фильтрации, а также эффективные методы построения решений этих задач
в классе аналитических функций, среди которых особое место занимает метод специальных
рядов [16]. Он относительно прост в использовании и даёт возможность раскрыть имеющиеся
особенности.

Аналитическая разрешимость задач об инициировании тепловых (диффузионных) волн
в различных постановках исследована авторами в одномерном [17] и неодномерном [18, 19]
случаях. Решения построены в виде рядов Тейлора, сходимость которых доказана методом
мажорант. В ряде работ (см. [17, 20]) разработаны численно-аналитические методы решения,
основанные на граничноэлементном подходе. Для их верификации удобно использовать точ-
ные решения. Методов построения таких решений, применимых к уравнениям системы (2),
на сегодняшний день существует достаточно много. Среди них хорошо разработанный метод
группового анализа [21], метод разделения переменных и его различные обобщения [22] и др.
Нередко при построении исходное уравнение сводится к обыкновенному дифференциальному
(см., например, [23]). Подробный обзор известных точных решений уравнений, составляющих
систему (2), можно найти в [22]. Однако они, как правило, не являются диффузионными вол-
нами. Исключения можно найти, пожалуй, только в уже упомянутой монографии [5]. В работе
авторов [24] приводятся точные решения типа диффузионных (тепловых) волн. Также авто-
рами разработаны алгоритмы численного решения задач Коши для обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, определяющих точные решения, методом граничных элементов [25].
Построенные таким образом решения также могут быть использованы для тестирования чис-
ленных решений.

В работе [26], насколько известно авторам, впервые проводится построение и исследова-
ние решений типа диффузионных волн для систем вида (2), (3). При этом рассматривается
задача с заданным диффузионным фронтом, решение строится в виде сходящихся степенных
рядов, сходимость которых обеспечивает доказанная теорема существования в классе анали-
тических функций. Кроме того, в указанной работе построено точное решение в виде анзаца со
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свободными параметрами, определяемыми в процессе построения. Исходная задача при этом
сводится к задаче Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений, также не
разрешённых относительно старшей производной. Приведён и подробно исследован контрпри-
мер к основной теореме, возможный лишь в случае системы, а не одного уравнения.

В настоящей работе, которая является прямым продолжением [26], авторы обобщают по-
лученные ранее результаты на случай произвольных достаточно гладких Φ′(T ), Ψ′(S): до-
казана теорема существования и единственности аналитического решения с построением по-
следнего в виде характеристических рядов с рекуррентно вычисляемыми коэффициентами,
представлен аналог примера Ковалевской для рассмотренного случая. Кроме того, предложен
численный алгоритм решения задачи о движении диффузионной волны с заданным фронтом
на основе метода граничных элементов, который для параболических систем с вырождением,
насколько нам известно, применяется впервые. (В работе [26] такого рода результаты также не
были представлены.) Выполнены иллюстрирующие численные расчёты, результаты которых
сравнивались с отрезками рядов и точными решениями.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть в системе (2) Φ, Ψ, Γ, Λ — заданные достаточно гладкие функции и для Φ′ и Ψ′

существуют обратные K = [Φ′]−1, L = [Ψ′]−1. Сделаем в системе (2) замену u = Φ′(T ),
v = Ψ′(S). Так как теперь T = K(u), S = L(v), то (2) примет вид

K(u)′ut = [uK ′(u)ux]x + Γ(K(u), L(v)),

L(v)′vt = [vL′(v)vx]x + Λ(L(v),K(u)).
(4)

Далее раскроем скобки и поделим первое и второе уравнение системы (4) на K ′(u) и L′(v)
соответственно. Получим равенства

ut = uuxx + P (u)u2x + F (u, v),

vt = vvxx +Q(v)v2x +G(v, u),
(5)

в которых использованы обозначения

P (u) = 1 +
uK ′′(u)

K ′(u)
, F (u, v) =

Γ(K(u), L(v))

K ′(u)
,

Q(v) = 1 +
vL′′(v)

L′(v)
, G(v, u) =

Λ(L(v),K(u))

L′(v)
.

Добавим к (5) краевое условие

u(t, x)|x=a(t) = v(t, x)|x=a(t) = 0. (6)

Функцию a(t) также полагаем достаточно гладкой. Задачу (5), (6) мы и будем исследовать.
Её нетривиальные решения вкупе с тривиальным (если таковые существуют одновременно)
образуют искомую диффузионную волну.

2. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА

Для задачи (5), (6) справедлива следующая
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Теорема. Пусть выполняются следующие условия:
1) функции a(t), P (u), Q(v), F (u, v), G(v, u) аналитичны в точках t = 0, u = 0, v = 0,

u = v = 0 соответственно;
2) a′(0) 6= 0;
3) ux(t, a(t)), vx(t, a(t)) 6≡ 0;
4) P (0), Q(0) > 0;
5) F (0, 0) = G(0, 0) = 0.

Тогда задача (5), (6) имеет единственное решение, аналитическое в некоторой окрестности
кривой x = a(t).

Доказательство. Доказательство теоремы проведём в два этапа. На первом этапе мы
построим решение задачи в виде рядов Тейлора по степеням x−a(t). На втором будет доказана
локальная сходимость построенных формальных рядов методом мажорант.

Этап 1. Перед построением решения для большего удобства сделаем в задаче (5), (6)
замену z = x− a(t). Задача примет вид

ut − a′uz = uuzz + P (u)u2z + F (u, v),

vt − a′vz = vvzz +Q(v)v2z +G(v, u),
(7)

u(t, z)|z=0 = v(t, z)|z=0 = 0. (8)

Решение задачи (7), (8) построим в виде рядов Тейлора

u(t, z) =

∞∑
n=0

un(t)
zn

n!
, v(t, z) =

∞∑
n=0

vn(t)
zn

n!
. (9)

Из равенства (8) следует, что u0 = v0 = 0. Полагая в (7) z = 0, получаем систему

−a′u1 = P (0)u21,

−a′v1 = Q(0)v21.
(10)

Система (10) имеет четыре решения. Нулевое решение u1, v1 ≡ 0, а также решения u1 ≡ 0,
v1 6≡ 0 и u1 6≡ 0, v1 ≡ 0 требуют отдельного рассмотрения, которое выходит за рамки теоремы
(см. условие 3) и будет выполнено отдельно.

Рассмотрим основной случай, когда u1, v1 6≡ 0 и определяются по формулам

u1 = −a′/P (0), v1 = −a′/Q(0). (11)

Продифференцировав уравнения системы (7) по z и приняв z = 0, найдём u2, v2:

u2 =
1

1 + P (0)

[
a′′

a′
− P ′(0)

P 2(0)
(a′)2 − Fu(0, 0)− P (0)

Q(0)
Fv(0, 0)

]
, (12)

v2 =
1

1 +Q(0)

[
a′′

a′
− Q′(0)

Q2(0)
(a′)2 −Gv(0, 0)− Q(0)

P (0)
Gu(0, 0)

]
. (13)

Остальные коэффициенты рядов (9) определяются n-кратным дифференцированием

уравнений системы (7) . Применим к (7) оператор
∂n[·]
∂zn

∣∣∣
z=0

, n > 2. Первое уравнение системы
примет вид

u′n − a′un+1 =

n∑
k=0

Cknukun+2−k +

n∑
k=0

CknPn−k

(
k∑
l=0

C lkul+1uk+1−l

)
+ Fn, (14)
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в котором использованы обозначения

Pn−k =
∂n−kP (u)

∂zn−k

∣∣∣∣
z=0

, Fn =
∂nF (u, v)

∂zn

∣∣∣∣
z=0

.

Выделяя в (14) все коэффициенты с индексом n+ 1, получим равенство

u′n − a′un+1 =

n∑
k=2

Cknukun+2−k + nu1un+1

+

n−1∑
k=0

CknPn−k

(
k∑
l=0

C lkul+1uk+1−l

)
+ P0

n−1∑
l=1

C lnul+1un+1−l + 2P0un+1u1 + Fn.

Отсюда выражаем un+1:

un+1 =
1

a′(1 + n/P0)

[
n∑
k=2

Cknukun+2−k +
n−1∑
k=0

CknPn−k

(
k∑
l=0

C lkul+1uk+1−l

)

+ P0

n−1∑
l=1

C lnul+1un+1−l + Fn − u′n

]
. (15)

Аналогично определяем коэффициент vn+1:

vn+1 =
1

a′(1 + n/Q0)

[
n∑
k=2

Cknvkvn+2−k +

n−1∑
k=0

CknQn−k

(
k∑
l=0

C lkvl+1vk+1−l

)

+Q0

n−1∑
l=1

C lnvl+1vn+1−l +Gn − v′n

]
, (16)

Qn−k =
∂n−kQ(v)

∂zn−k

∣∣∣∣
z=0

, Gn =
∂nG(v, u)

∂zn

∣∣∣∣
z=0

.

Получаем, что в случае u1, v1 6= 0 коэффициенты ряда (9) определяются однозначно по фор-
мулам u0 = v0 = 0, (11)–(13), (15), (16). Первый этап доказательства завершён.

Этап 2. Доказательство сходимости проведём методом мажорант с использованием тео-
ремы Коши — Ковалевской по следующей схеме.

1. Необходимые подготовительные преобразования исходной задачи (с целью облегчить
построение мажорантной).

2. Построение мажорантной задачи (с использованием мажорантных оценок коэффици-
ентов рядов Тейлора).

3. Приведение мажорантной задачи к типу Ковалевской с аналитическими входными дан-
ными (подпадает под действие теоремы Коши — Ковалевской).

Перед построением мажорантной задачи сделаем в задаче (7), (8) замену

u(t, z) = zu1(t) + z2U(t, z), v(t, z) = zv1(t) + z2V (t, z),

представляющую собой частичное разложение искомых функций в ряд Тейлора (9). Заметим,
что условие (8) здесь выполняется автоматически. Будем использовать также представления

P (u) = P0 + uP̃ (u), Q(v) = Q0 + vQ̃(v),

которые возможны в силу аналитичности функций P и Q.
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Первое уравнение системы (7) примет вид

u′1z + z2Ut − a′(u1 + 2zU + z2Uz) = (u1z + z2U)(2U + 4zUz + z2Uzz)

+ [P0 + (u1z + z2U)P̃ (u1z + z2U)](u1 + 2zU + z2Uz)
2 + F (u1z + z2U, v1z + z2V ). (17)

С учётом равенства −a′u1 = P0u
2
1 приведём в (17) подобные и поделим на z. Уравнение примет

вид

u′1+zUt−a′(2U+zUz) = (u1+zU)(2U+4zUz+z2Uzz)+(u1+zU)P̃ (u1z+z2U)(u1+2zU+z2Uz)
2

+ 2P0u1(2U + zUz) + P0z(2U + zUz)
2 +

F (u1z + z2U, v1z + z2V )

z
. (18)

Используя разложения

P̃ (u1z + z2U) =
∞∑
i=0

P̃i
(u1z + z2U)i

i!
,

F (u1z + z2U, v1z + z2V ) =

∞∑
i,j=0

Fi,j
(u1z + z2U)i

i!

(v1z + z2V )j

j!
,

раскрывая скобки и деля (18) на a′/P0, получим уравнение

2U(1 + P0) + (4 + P0)zUz + z2Uzz

= f0(t) + zf1(t, U, Ut, V ) + z2f2(t, U, V, Uz) + z3f3(t, z, U, V, Uz, Uzz), (19)

в котором f0, f1, f2, f3 — известные аналитические функции своих переменных. (Их вид не
приводится в силу крайней громоздкости.)

Второе уравнение системы (7) преобразуется аналогично:

2V (1 +Q0) + (4 +Q0)zVz + z2Vzz

= g0(t) + zg1(t, V, Vt, U) + z2g2(t, V, U, Vz) + z3g3(t, z, V, U, Vz, Vzz). (20)

Здесь g0, g1, g2, g3 — также известные аналитические функции.
Таким образом, задача (7), (8) сведена нами к двум уравнениям (19) и (20). Решения

уравнений можно построить в виде рядов Тейлора

U(t, z) =
∞∑
n=0

Un(t)
zn

n!
, V (t, z) =

∞∑
n=0

Vn(t)
zn

n!
. (21)

Коэффициенты (21) определяются согласно уже известной процедуре по формулам

U0 =
f0(t)

2(1 + P0)
, V0 =

g0(t)

2(1 +Q0)
, U1 =

f1(t, U0, U
′
0, V0)

3(2 + P0)
, V1 =

g1(t, V0, V
′
0 , U0)

3(2 +Q0)
,

U2 =
1

2(3 + P0)

(
∂f1
∂z

∣∣∣∣
z=0

+ f2|z=0

)
, V2 =

1

2(3 +Q0)

(
∂g1
∂z

∣∣∣∣
z=0

+ g2|z=0

)
,

Un = nαn
∂n−1f1
∂zn−1

∣∣∣∣
z=0

+ n(n− 1)αn
∂n−2f2
∂zn−2

∣∣∣∣
z=0

+ n(n− 1)(n− 2)αn
∂n−3f3
∂zn−3

∣∣∣∣
z=0

,

Vn = nβn
∂n−1g1
∂zn−1

∣∣∣∣
z=0

+ n(n− 1)βn
∂n−2g2
∂zn−2

∣∣∣∣
z=0

+ n(n− 1)(n− 2)βn
∂n−3g3
∂zn−3

∣∣∣∣
z=0

, n > 3.
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Для краткости здесь использованы обозначения

αn =
1

2(1 + P0) + (4 + P0)n+ n(n− 1)
, βn =

1

2(1 +Q0) + (4 +Q0)n+ n(n− 1)
.

Так как все эти коэффициенты, а также функции fi, gi, i = 1, 2, 3, аналитичны, то для них
можно построить мажоранты. При выполнении мажорантных оценок

U0(t), V0(t)�W0(t); U1(t), V1(t)�W1(t),

f1(t, U, Ut, V ), g1(t, V, Vt, U)� h1(t,W,Wt,W ), f2(t, U, V, Uz), g2(t, U, V, Uz)� h2(t,W,W,Wz),

f3(t, z, U, V, Uz, Uzz), g3(t, z, U, V, Uz, Uzz)� h3(t, z,W,W,Wz,Wzz)

решение задачи

Wzz =
∂h1(t,W,Wt,W )

∂z
+ h2(t,W,W,Wz) + zh3(t, z,W,W,Wz,Wzz), (22)

W (t, z)|z=0 = W0(t), Wz(t, z)|z=0 = W1(t) (23)

мажорирует решение задачи (19), (20). В этом можно убедиться, построив решение (22), (23)
в виде ряда Тейлора

W (t, z) =

∞∑
n=0

Wn(t)
zn

n!
. (24)

Для полученных коэффициентов справедливы мажорантные оценки

U2 =
1

2(3 + P0)

(
∂f1
∂z

∣∣∣∣
z=0

+ f2|z=0

)
� ∂h1

∂z

∣∣∣∣
z=0

+ h2|z=0 = W2,

V2 =
2(3 +Q0)

(
∂g1
∂z

∣∣∣∣
z=0

+ g2|z=0

)
� ∂h1

∂z

∣∣∣∣
z=0

+ h2|z=0 = W2,

Un = nαn
∂n−1f1
∂zn−1

∣∣∣∣
z=0

+ n(n− 1)αn
∂n−2f2
∂zn−2

∣∣∣∣
z=0

+ n(n− 1)(n− 2)αn
∂n−3f3
∂zn−3

∣∣∣∣
z=0

� ∂n−1h1
∂zn−1

∣∣∣∣
z=0

+
∂n−2h2
∂zn−2

∣∣∣∣
z=0

+ (n− 2)
∂n−3h3
∂zn−3

∣∣∣∣
z=0

= Wn,

Vn = nβn
∂n−1g1
∂zn−1

∣∣∣∣
z=0

+ n(n− 1)βn
∂n−2g2
∂zn−2

∣∣∣∣
z=0

+ n(n− 1)(n− 2)βn
∂n−3g3
∂zn−3

∣∣∣∣
z=0

� ∂n−1h1
∂zn−1

∣∣∣∣
z=0

+
∂n−2h2
∂zn−2

∣∣∣∣
z=0

+ (n− 2)
∂n−3h3
∂zn−3

∣∣∣∣
z=0

= Wn, n > 3.

Отсюда следует, что задача (22), (23) будет мажорантной для (19), (20). Сводя (22), (23) к за-
даче типа Ковалевской, продифференцируем уравнение (22) по z, разрешим его относитель-
но Wzzz и добавим третье краевое условие Wzz(t, 0) = W2(t). При этом, чтобы не возникло
путаницы, по какой именно переменной идёт дифференцирование, используем обозначение
h3 = h3(t, y1, y2, y3, y4, y5). Задача (22), (23) примет вид

Wzzz =
1

1− z ∂h3∂y5

(
∂2h1
∂z2

+
∂h2
∂z

+ h3 + z
∂h3
∂y1

+ z
∂h3
∂y2

Wz + z
∂h3
∂y3

Wz + z
∂h3
∂y4

Wzz

)
, (25)

W (t, z)|z=0 = W0(t), Wz(t, z)|z=0 = W1(t), Wzz(t, z)|z=0 = W2(t). (26)
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Теперь мы имеем задачу (25), (26) типа Ковалевской с аналитическими входными данными. По
теореме Коши — Ковалевской получаем, что ряды (21) имеют ненулевой радиус сходимости.
Второй этап доказательства завершён, теорема доказана. �

3. ОСОБЫЕ СЛУЧАИ

В этом разделе мы последовательно рассмотрим оставшиеся возможные решения систе-
мы (10), которые также представляют интерес.

Нулевое решение u1, v1 ≡ 0 системы (10) приводит к тривиальному решению зада-
чи (7), (8), поскольку, как несложно показать индукцией по k, в этом случае vk = uk = 0
при всех k ∈ N.

Замечание. Тривиальное решение u, v ≡ 0 (нулевой фон) и нетривиальное, построенное
в ходе доказательства теоремы, стыкуясь на кривой x = a(t) (фронте), совместно образуют
диффузионную волну.

Что же касается оставшихся решений u1 6≡ 0, v1 ≡ 0 и u1 ≡ 0, v1 6≡ 0, то здесь мы приведём
контрпример, показывающий, что в таком случае исходная задача может как иметь, так и не
иметь аналитического решения.

Рассмотрим задачу (7), (8), эквивалентную исходной, в случае следующих заданных функ-
ций:

a(t) = −ct, c = const > 0, F (u, v) ≡ 0, G(v, u) = u,

P (u) ≡ 1, Q(v) = 1 + αv, α = const .

Задача примет вид

ut + cuz = uuzz + u2z,

vt + cvz = vvzz + (1 + αv)v2z + u,
(27)

u(t, z)|z=0 = v(t, z)|z=0 = 0. (28)

Контрпример. Пусть теперь u1 = −a′/P (0) = c и v1 ≡ 0. В силу выбранной функции
F (u, v) ≡ 0 задачу (27), (28) можно разбить на две, решаемые последовательно:

ut + cuz = uuzz + u2z, u(t, z)|z=0 = 0;

vt + cvz = vvzz + (1 + αv)v2z + u, v(t, z)|z=0 = 0.
(29)

Несложно показать, что решением первой задачи (29) будет функция u = cz. В таком
случае вторая задача примет вид

vt + cvz = vvzz + (1 + αv)v2z + cz,

v(t, z)|z=0 = 0.
(30)

Решение (30) строится в виде ряда Тейлора

v(t, z) =
∞∑
n=0

vn(t)
zn

n!
(31)

согласно уже известной процедуре. Покажем, что в условиях нашего примера ряд (31) сходится
лишь в одной точке z = 0 и задача не имеет аналитического решения. Для этого воспользуемся
формулой Даламбера для определения радиуса сходимости R:

R = lim
n→∞

∣∣∣∣vnn!

(n+ 1)!

vn+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|vn|(n+ 1)

|vn+1|
. (32)
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Коэффициенты ряда (31) определяются по формулам

v0 = v1 = 0, v2 = 1/P (0) = 1,

vn+1 =
1

c

(
− v′n +

n∑
k=2

Cknvkvn+2−k + α
n−1∑
k=0

k∑
l=0

CknC
l
kvn−kvl+1vk+1−l +

n−1∑
l=1

C lnvl+1vn+1−l

)
.

Видно, что все они не зависят от переменной t, а значит, −v′n ≡ 0. Следовательно, все коэф-
фициенты ряда (31) неотрицательны, и справедливо следующее неравенство:

vn+1 > C
2
nv2vnc =

(n− 1)nvn
2c

.

Пользуясь этим неравенством, получаем оценку

0 6
|vn|(n+ 1)

|vn+1|
=
vn(n+ 1)

vn+1
6

2cvn(n+ 1)

(n− 1)nvn
=

2c(n+ 1)

(n− 1)n
.

Таким образом, подпредельное выражение в формуле (32) ограничено двумя бесконечно ма-
лыми последовательностями. Следовательно, радиус сходимости ряда (31) равен нулю: R = 0.
Аналитического решения задачи не существует.

В рамках этого же контрпримера рассмотрим другой случай. Пусть теперь u1 = 0 и v1 ≡ c.
Индукцией по k несложно показать, все uk = 0, т. е. нулевой коэффициент u1 = 0 приводит
к тривиальному решению u ≡ 0 первой задачи (29). Вторая система принимает вид

vt + cvz = vvzz + (1 + αv)v2z ,

v(t, z)|z=0 = 0.
(33)

Следуя процедуре, предложенной в доказательстве основной теоремы, можно доказать,
что (33) имеет единственное аналитическое нетривиальное решение.

Отметим, что данный контрпример является обобщением представленного ранее в ста-
тье [26], он переходит в последний при α = 0.

4. ВЕРИФИКАЦИЯ ЧИСЛЕННЫХ РЕШЕНИЙ

Отрезки рядов, построенные с помощью соотношений (11)–(16), могут быть использова-
ны для тестирования численных методов решения задачи (5), (6). Ранее авторами были раз-
работаны алгоритмы решения нелинейных параболических уравнений, подобных входящим
в систему (5), на основе метода граничных элементов (МГЭ) [17]. Тот же подход может быть
распространён на краевые задачи для систем типа реакция-диффузия.

Представим задачу (5), (6) в произвольный момент времени t > 0 в виде системы двух
уравнений Пуассона:

uxx =
1

u

[
ut − P (u)u2x − F (u, v)

]
,

vxx =
1

v

[
vt −Q(v)v2x −G(v, u)

] (34)

с краевыми условиями

u|x=a(t) = 0, ux|x=a(t) = − a
′(t)

P (0)
, (35)

v|x=a(t) = 0, vx|x=a(t) = − a
′(t)

Q(0)
. (36)
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Условия для производных в (35), (36) следуют из соотношений (11).
Задача (34)–(36) может быть решена по шагам по времени. На каждом шаге t = tk приме-

няется итерационный метод граничных элементов при нулевых начальных приближениях для
искомых функций. На каждой итерации правые части уравнений (34) вычисляются для преды-
дущей итерации, на первой итерации они полагаются нулевыми. Таким образом, на шаге tk
мы получим непрерывные и дифференцируемые по x искомые функции u и v. В приведённых
ниже примерах решения МГЭ и решения в виде степенных рядов сравниваются между собой,
а также с известным точным решением.

Пример 1. Рассмотрим задачу (5), (6) при P (u) = 1/σ, Q(v) = 1/δ, где σ, δ — поло-
жительные константы, F (u, v) = v, Q(u, v) = u. Этот случай соответствует степенным функ-
циям Φ′(T ) = T σ, Ψ′(S) = Sδ в системе (5). Очевидно, что при σ = δ мы имеем тождество
u(t, x) ≡ v(t, x). При a(t) = et − 1 известно точное решение [25]:

u(t, x) = v(t, x) = σet(et − x− 1). (37)

Решение методом степенных рядов даст нам следующие значения коэффициентов: u1 =
v1 = −σet, ui = vi = 0, i > 1. Таким образом, мы получим в точности решение (37). Результа-
ты численного решения с помощью предложенного алгоритма показали равенство полученных
функций u(t, x) и v(t, x) на каждом шаге по времени. На рисунке показано сравнение числен-
ных решений при σ = δ = 3 в момент времени t = 1 и различных шагах по времени h с реше-
нием (37). Расчёты показали «машинную» сходимость разработанного алгоритма численного
решения относительно шага по времени.

Сравнение численных решений в момент времени t = 1 и различных шагах по времени h
с решением (37): h = 0,1 (1); h = 0,05 (2); h = 0,005 (3); точное решение (4)

Пример 2. Рассмотрим теперь случай, когда функции Φ′(T ) и Ψ′(S) не являются сте-
пенными. Пусть в задаче (5), (6) P (u) = σ/(σ+ u), Q(v) = δ/(δ+ v), где σ, δ — вновь положи-
тельные константы, F (u, v) = v3, Q(u, v) = u, a(t) = ct. Принятый вид функций P (u) и Q(v)
соответствует показательным функциям Φ′(T ) и Ψ′(S). Решения методами степенных рядов
и граничных элементов были построены при σ = 3, δ = 1, c = 1. Проиллюстрируем их вновь
для момента времени t = 1. В табл. 1 приведены наибольшие невязки уравнений (5) на отрезке
x ∈ [0, a(1)], построенные при подстановке отрезков рядов

u(t, x) =
N∑
n=0

un(t)
(x− a(t))n

n!
, v(t, x) =

N∑
n=0

vn(t)
(x− a(t))n

n!

различных степеней.
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Таб л и ц а 1

Невязки уравнений системы (7) для отрезков рядов

N 3 5 10 15

Уравнение 1 0,68 0,22 0,0062 0,0012

Уравнение 2 0,025 0,017 0,0011 0,00011

Приведённые невязки показывают, что область x ∈ [0, a(1)], где искомые функции поло-
жительны, не выходит за радиусы сходимости рядов. Следовательно, отрезки рядов доста-
точной степени могут быть использованы в качестве эталонных для верификации численных
решений. В табл. 2 показано сравнение пошаговых решений МГЭ с отрезками рядов. При-
ведены значения искомых функций при t = 1 в трёх точках. Максимальная разница между
решениями, как и в примере 1, наблюдается при x = 0, что соответствует принятым краевым
условиям: на фронте волны (при x = a(t)) решения совпадают. Данные в табл. 2 говорят о схо-
димости численных решений относительно шага по времени, причём они сходятся к решению
методом степенных рядов.

Т а б л и ц а 2

Сравнение численных решений с отрезками рядов

Функция Решение x = 0 x = 0, 3a(1) x = 0, 7a(1)

u Ряд, N = 3 1,08179 0,7403 0,3075

u Ряд, N = 5 1,01799 0,7251 0,3069

u Ряд, N = 10 1,02577 0,7261 0,3070

u Ряд, N = 15 1,02583 0,7261 0,3070

u МГЭ, h = 0, 1 1,02058 0,7225 0,3057

u МГЭ, h = 0, 01 1,02465 0,7253 0,3066

u МГЭ, h = 0, 005 1,02500 0,7254 0,3067

v Ряд, N = 3 0,8796 0,6587 0,2968

v Ряд, N = 5 0,8855 0,6604 0,2968

v Ряд, N = 10 0,8861 0,6605 0,2968

v Ряд, N = 15 0,8861 0,6605 0,2968

v МГЭ, h = 0, 1 0,8985 0,6654 0,2974

v МГЭ, h = 0, 01 0,8880 0,6613 0,2969

v МГЭ, h = 0, 005 0,8870 0,6609 0,2969

Таким образом, проведённые расчёты показали возможность использования построенных
аналитических решений задачи (5), (6) для верификации численных решений, а также эффек-
тивность разработанного численного алгоритма.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Отметим, что в настоящей работе для нелинейной параболической системы типа реакция-
диффузия рассмотрена задача о движении диффузионной волны по покоящемуся фону, для
которой доказана новая теорема существования решения в классе аналитических функций.
Предложен численный метод построения решений указанной задачи на основе метода гранич-
ных элементов. Численные решения верифицированы сравнением с отрезками аналитических
решений.



Построение решений краевой задачи с вырождением 75

Полученные результаты, помимо сугубо математического содержания, могут представ-
лять интерес с точки зрения математического моделирования байкальской биоты, в частно-
сти процессов изменения численности популяций организмов, динамически развивающихся
в пространстве и времени. Моделирование позволяет выявлять свойства популяций и систем
взаимодействующих видов, осуществлять мониторинг экологических систем, прогнозировать
изменение численности и ареалов распространения [8].

В указанном контексте содержательным направлением развития полученных результатов
стало бы рассмотрение для системы (2) задачи оптимального управления в классе гладких
управляющих воздействий [27]. Однако перенос разработанных ранее подходов на нелинейный
случай представляется непростой задачей. Также интерес представляет рассмотрение иных
постановок начально-краевых условий [19], когда построение аналитического решения произ-
водится в виде кратных рядов, коэффициенты которых определяются [28] при решении систем
линейных алгебраических уравнений.
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