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Проведён аналитический учёт влияния внутренних границ гетерогенной среды на рас-
пространение упругого поля напряжений по ней. Введённой математической концепцией,
направленной отобразить микроструктуру гетерогенной системы, выступает производная
в обобщённом смысле. Базируясь на формализме обобщённой производной, выполнена мо-
дификация оператора в используемой исходной модели линейной теории упругости. Функ-
ция Грина, построенная на преобразованном операторе, отображает микроструктурные
особенности системы. Для получения эффективных коэффициетов упругости, входящих
в осреднённые уравнения и описывающих упругие свойства гетерогенной среды, использо-
ван метод условных моментов. Проведение операций в рамках данного подхода приводит
к интегралам, содержащим модифицированную осреднённую функцию Грина и корре-
ляционную функцию геометрии структуры. На основании этих членов микроструктура
системы интегрально учтена в итоговых эффективных коэффициентах упругости.
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ВВЕДЕНИЕ

Одним из нерешённых вопросов аналитического моделирования гетерогенных сред явля-
ется учёт микроструктуры системы (геометрии и физических свойств фаз). Данная задача
связана с описанием характера распространения исследуемого поля по неоднородной систе-
ме и подразумевает получение зависимости, отображающей влияние характерных масштабов
фаз в среде и их физических свойств на поведение поля. Ключевым аспектом здесь является
определение эффективных коэффициентов переноса для гетерогенной среды. На данный мо-
мент существует ряд континуальных подходов по моделированию гетерогенных сред: метод
условных моментов [1, 2], вариационный метод [3–6], метод самосогласованного поля [6–10],
статистические методы, базирующиеся на функции Грина [2, 11, 12], сингулярное и обобщённое
сингулярное приближение [6], гипотеза сильной изотропии [3, 13], теория смесей [14], анализ
периодических сред [15], модели Мори, Танаки [16], Понте Кастанеды, Уиллиса [17], гомогени-
зированная модель [18]. Большая часть этих подходов ориентирована на получение осреднён-
ных уравнений с входящими в них эффективными коэффициентами переноса. Несмотря на
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имеющийся обширный математический формализм, корректно учесть микроструктурные осо-
бенности гетерогенной системы на данный момент не удалось. Фактически задача по описанию
микроструктуры гетерогенной системы сводится к учёту в математической модели поведения
поля на конфигурации внутренних границ, разделяющих занятые фазами области с разными
свойствами.

Для решения представленной задачи в настоящей работе производную предлагается рас-
смотреть в обобщённом смысле [19]. Соответствующая производная содержит обычную и син-
гулярную составляющие. Сингулярная часть выражает разрывы поля на поверхностях, что
является необходимым при анализе гетерогенной среды, характеризуемой развитой систе-
мой внутренних границ, разделяющих фазы с разными физическими свойствами. Проведение
осреднения результата действия на поле производной в обобщённом смысле приводит к про-
странственной теореме осреднения в рамках теории смесей [14], что подтверждает описанный
смысл обобщённой производной. В исходной модели, в качестве которой рассматривается ли-
нейная стационарная модель теории упругости, произведена замена обычных производных на
обобщённые. При этом сохраняется корректность постановки задачи и физическая суть моди-
фицированных уравнений. Модифицированный обобщёнными производными оператор в ис-
ходной модели содержит информацию о микроструктуре системы. Определяемая действую-
щим оператором функция Грина отображает отклик поля в среде на приложенное воздей-
ствие с учётом неоднородных свойств системы. Описание гетерогенной среды осуществляется
в рамках метода условных моментов (МУМ) [1]. Функционал данного подхода базируется на
формализме функций Грина, условном осреднении и преобразовании Фурье. МУМ удаётся
получить осреднённые уравнения с эффективными коэффициентами упругости для среды
в целом и для каждой фазы отдельно. В результате применения условного осреднения и пре-
образования Фурье в рамках МУМ возникает свёртка, выделяющая интегралы, содержащие
осреднённую функцию Грина и корреляционную функцию геометрии структуры. Это в свою
очередь приводит к интегральному учёту микроструктуры системы в итоговых эффективных
коэффициентах, входящих в осреднённые уравнения.

1. ОБОБЩЁННАЯ ПРОИЗВОДНАЯ

Для описания поля упругости в гетерогенной среде с учётом внутренних границ введём
концепцию производной в обобщённом смысле в смысле функционального анализа [19]. В од-
номерном случае выражение для обобщённой производной согласно [19] имеет вид

∇u(x) = ∂u(x) +
∑
k

[u]xkδ(x− xk),

где символ ∇ отождествляется с обобщённой производной, символ ∂ характеризует обычную
производную, запись [u]xk характеризует скачок поля на границе [u]xk = u(xk +0)− u(xk − 0),
представляющей собой точку xk. Обобщённая производная отличается от обычной наличием
сингулярной составляющей, выраженной конфигурацией дельта-функций δ(x−xk) в точках xk,
в которых поле терпит разрыв.

Обобщим представленное выражение для обобщённой производной, действующей на поле
смещений, на случай произвольной размерности пространства:

∇jui(r) = ∂jui(r) +

∫
S

[ui]xδ(r− x) dsj , (1)

где d s — вектор, выражающий ориентированную площадку, расстояние до которой определя-
ется длиной радиус-вектора x; запись [ui]x характеризует скачок смещений фаз на границе
[ui]x = ui(x+0)−ui(x−0). Сингулярная составляющая для обобщённой производной ∇ в (1)
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выражается в подынтегральном выражении конфигурацией дельта-функций на поверхностях
разрыва, т. е. согласно формуле (1) каждой точке x поверхности разрыва соответствует своя
дельта-функция δ(r − x). Поверхностный интеграл формулы (1) включает всю совокупность
поверхностей разрыва в исследуемой системе S =

∑
k

Sk, т. е. имеет место равенство∫
S

[ui]xδ(r− x) dsj =
∑
k

∫
Sk

[ui]xδ(r− x) dsj .

Формула (1) не конкретизирует, какая фаза гетерогенной среды рассматривается в иссле-
дуемой области и переход между какими фазами [ui]x осуществляется при пересечении гра-
ницы. Выражение (1) ориентировано на описание всей анализируемой области, разница [ui]x
при этом отражает совокупность возможных переходов между фазами. Базируясь на форму-
ле (1), определим нужную для дальнейших выкладок обобщённую производную для каждой
из областей неоднородной системы, занятой фазой 1:

∇ju1i (r) = ∂ju
1
i (r) +

∫
S12

u1i (x−0)δ(r− x) dsj . (2)

Данная формула следует из (1) при рассмотрении области, соответствующей фазе 1, с учётом
равенства u1i (x+0) = 0 и изменения ориентации площадки dsj (смена S на S12 направлена
отобразить это). Граничное условие u1i (x+0) = 0 характеризует то, что область вне грани-
цы, занимаемой фазой 1, не входит в анализируемую область. (Подобный приём используется
в [19]). Равенство u1i (x+0) = 0 можно интерпретировать тем фактом, что при переходе че-
рез границу фаза 1 сменяется фазой 2 и поэтому смещение для фазы 1 там отсутствует, т. е.
формула (2) для обобщённой производной является «обрезанной» с точки зрения выхода за
рассматриваемую область, занимаемую определённой фазой. Аналогичное выражение спра-
ведливо и для области, занимаемой фазой 2, с точностью до ориентации площадки.

Представленный формулой (1) вид обобщённой производной не противоречит формализ-
му источника [19], в котором сингулярная составляющая записывается через так называемую
поверхностную дельта-функцию. Дальнейшие выкладки продемонстрируют справедливость
представления в формуле (1) (и формулы (2)) поверхностной дельта-функции.

Утверждение 1. Обобщённая производная (1) через соответствующую ей сингулярную
составляющую описывает поведение поля на границах раздела фаз гетерогенной среды.

Доказательство. Данное утверждение подтверждается тем фактом, что осреднение фор-
мул (1), (2) приводит к пространственной теореме осреднения, полученной в рамках теории
смесей [14]. Для доказательства приведём формулы пространственного осреднения:

〈ui〉(R) =
1

V

∫
V

ui(R+y) dy, c1
〈
u1i
〉
(R) =

V1
V

1

V1

∫
V1

u1i (R+y) dy, c1 = V1/V, (3)

где V — характерный (представительный [14]) объём системы, V1 — объём, занимаемый фа-
зой 1, c1 — объёмная концентрация фазы 1 (c1 + c2 = 1), 〈ui〉 — средний вектор смещения
в среде: 〈ui〉 = c1

〈
u1i
〉
+ c2

〈
u2i
〉
,
〈
u1i
〉
,
〈
u2i
〉
— осреднённые смещения фаз. Базируясь на форму-

лах (3), проведём осреднение выражений (1), (2):

〈∇jui〉(R) = ∂j〈ui〉(R) +
1

V

∫
S

[ui]R+x dsj ,

c1
〈
∇ju1i

〉
(R) = c1∂j

〈
u1i
〉
(R) +

1

V

∫
S12

u1i (R+x−0) dsj .
(4)
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Формулы (4) выражают собой пространственную теорему осреднения в рамках теории сме-
сей [14]. Если сложить второе выражение в (4) с записанным по аналогии выражением для
фазы 2 с учётом изменения ориентации площадки (смена S12 на S21), то получится первое
выражение в (4). Пространственной теоремой осреднения предсказывается влияние на поле
в пространстве структуры внутренних границ, т. е. формулами (4) через поверхностные ин-
тегралы отображаются микроструктурные особенности гетерогенной системы. Однако анализ
поверхностных интегралов в (4) является существенной проблемой в рамках теории смесей.
Стоит отметить, что в других имеющихся исследованиях [1–18] границы либо не учитываются
(соответственно и размеры), либо их учёт производится с введением упрощений (например,
рассмотрение периодической структуры или введение феноменологических коэффициентов),
не отображающих специфику анализируемой структуры. �

Заметим также, что из формализма обобщённой производной можно получить формулу
Гаусса — Остроградского. Для этого формулу (2) следует проинтегрировать по объёму в об-
ласти с объёмом V и границей S и приравнять полученное выражение к нулю. Использование
формулы (1) также приводит к формуле Гаусса — Остроградского с учётом задания соответ-
ствующего граничного условия вне анализируемой области ui(x+0) = 0.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим стационарное распределение упругого поля в микронеоднородной двухфаз-
ной среде в трёхмерном пространстве. В качестве исходной модели используем стационарную
изотропную модель линейной теории упругости:

∇jσij = 0, σij = λijαβεαβ, εαβ =
1

2
(∇βuα +∇αuβ),

∇j(λijαβ∇βuα) = 0,

λijαβ =

(
K − 2

3
µ

)
δijδαβ + 2µIijαβ, Iijαβ =

1

2
(δiαδjβ + δiβδjα).

(5)

Координатами в модели (5) выступают микроточки, в каждой из которых находится одна
из фаз со своими физическими свойствами, т. е. объёмный K(r) и сдвиговый µ(r) упругие
модули системы являются функциями координат. Если в микроточке находится фаза 1, то
материальные коэффициенты упругости принимают значения K = K1, µ = µ1, аналогично
и исследуемые поля смещений uα, деформаций εαβ и напряжений σij при этом принимают
значения, соответствующие фазе 1.

Для корректной постановки задачи уравнения (5) следует дополнить заданием граничных
условий на внутренних и внешних границах. Для последующего интегрального учёта микро-
структуры гетерогенной среды вместо данной постановки задачи приведём эквивалентную
корректную постановку задачи, в которой в исходных уравнениях (5) обычные производные
заменяются на обобщённые (1). При этой модификации в исходных дифференциальных урав-
нениях появляется составляющая, отображающая поведение поля на внутренних и внешней
границах. Докажем двумя способами, что физическая суть анализируемых уравнений (закон
сохранения и закон Гука) не нарушается и приведённая постановка задачи является коррект-
ной.

Первый вариант доказательства основывается на следующем утверждении.
Утверждение 2. Если исходные дифференциальные уравнения (5) осреднить по форму-

лам пространственной теории смесей [14], то получившиеся осреднённые уравнения будут
идентичны уравнениям (соответственно, и решениям), найденным в результате модифи-
цирования обобщёнными производными (1), (2) уравнений (5) с последующим их осреднением
по формулам (3).
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Доказательство. Осреднение по формуле пространственной теории смесей (4) уравне-
ний (5) на напряжение и смещение приводит к формулам

c1∂j
〈
σ1ij
〉
+

1

V

∫
S12

σij dsj = 0,

c1λ
1
ijαβ∂j∂β

〈
u1α
〉
+ λ1ijαβ

1

V

∫
S12

∂βuα dsj + λ1ijαβ∂j
1

V

∫
S12

uα dsβ = 0,

характеризующим фазу 1 в гетерогенной среде. Осреднение по формулам (3) уравнений (5),
в которых обычные производные заменены на обобщённые по формуле (2), также приводит
к данным уравнениям. Если по аналогии записать осреднённые уравнения для фазы 2 и сло-
жить их с осреднёнными уравнениями для фазы 1, то получатся осреднённые уравнения, вид
которых следует из осреднения по формулам (3) уравнений (5), в которых обычные произ-
водные заменены на обобщённые, определяемые формулой (1). В рамках двух подходов по-
лученные осреднённые уравнения являются идентичными. При этом анализируемая область
гетерогенной среды (включающая внутренние границы) осталась без изменения, так же как
и граничные условия. Исходя из этого, решения также являются одинаковыми. Таким образом,
с приведённой позиции осреднённых уравнений формализм обобщённых производных не на-
рушает корректность постановки задачи и физическую суть исследуемых дифференциальных
уравнений. Фактически доказательство является следствием приведённого выше утвержде-
ния о том, что замена обычных производных на обобщённые и последующее пространственное
осреднение (3) приводит к формулам пространственной теории смесей [14]. �

Второй вариант доказательства основан на формализме формулы Грина [19]. Осреднение
уравнений (5) при этом не делается. Отметим, что с учётом приведённого далее формализ-
ма функций Грина в работе будет построено и проанализировано решение уравнения (5) на
смещение. Перед рассмотрением гетерогенной среды приведём теорему для частного случая
определения поля в области, занимаемой одной фазой.

Теорема 1. Пусть имеется односвязная область с объёмом V , замыкаемая поверхно-
стью S с заданными на ней граничными условиями на поле. Тогда описание поля дифферен-
циальными уравнениями в рассматриваемой области осуществляется с учётом следующих
взаимообратимых утверждений.

1. Выполнение формулы Грина [19], являющейся решением дифференциального уравнения
с заданными граничными условиями, эквивалентно рассмотрению дифференциального урав-
нения, в котором обычные производные заменены на обобщённые.

2. Замена в анализируемом дифференциальном уравнении обычных производных на обоб-
щённые приводит к появлению в дифференциальном уравнении составляющей, отображаю-
щей поведение поля на границе. Рассмотрение этой составляющей в качестве источника
приводит к формуле Грина.

Доказательство. Выпишем для этого случая решение уравнения (5) на смещение, т. е.
запишем формулу Грина [6, 19]

u(1)α =

∫
S

[
G(1,2)
αp λpjmn∂nu

(2)
m − ∂(2)n G(1,2)

αp λmjpnu
(2)
m

]
ds

(2)
j , (6)

в которой учтено, что объёмные силы в (5) положены равными нулю. В приведённом уравнении
и далее верхние индексы в скобках характеризуют соответствующие координаты r(1), r(2).
Поведение поля на границе S определяется граничными условиями Ku = g (задача Неймана,
Дирихле или некоторая смешанная постановка). Уравнение на функцию Грина имеет вид

λijml∂
(1)
j ∂

(1)
l G(1,2)

mp = δipδ(r
(1) − r(2))
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и также дополняется граничными условиями KG = 0. Формула (6) определяет распределе-
ние поля в области (V ) исходя из его значения на границе (S). Воздействуя на решение (6)
оператором λijαβ∂j∂β и используя представленное уравнение на функцию Грина, получим
преобразованную форму для эллиптического оператора:

λijαβ

[
∂j∂βuα(r)−

∫
S

∂βuα(x)δ(r− x) dsj − ∂j
∫
S

uα(x)δ(r− x) dsβ

]
= 0.

Это же выражение следует, если в уравнениях (5) вместо обычных производных применить
формализм обобщённых производных (2). Из формулы для обобщённой производной (1) будет
следовать преобразованная форма для эллиптического оператора (5):

λijαβ

[
∂j∂βuα(r) +

∫
S

[∂βuα]xδ(r− x) dsj + ∂j

∫
S

[uα]xδ(r− x) dsβ

]
= 0, (7)

из которого также следует решение на смещение (6) при положении вне рассматриваемой об-
ласти площади S граничного условия uα(x+0) = 0. Чтобы из найденного модифицированного
дифференциального уравнения на смещение получить формулу Грина (6), нужно сингулярную
составляющую рассмотреть как объёмный источник к регулярной части ∂j∂β эллиптического
оператора. В рамках формализма функций Грина этим объёмным источником организует-
ся решение (6) модифицированного дифференциального уравнения на смещение; при выводе
формулы (6) конфигурация дельта-функций исчезает вследствие интегрирования по объёму.
Таким образом, замена в дифференциальном уравнении обычных производных на обобщённые
приводит к отображению в нём поведения поля на границе (соответственно при этом в диф-
ференциальном уравнении отображаются и граничные условия). Физическая суть исходных
уравнений (5) и постановка задачи являются корректными вследствие выполнения формулы
Грина (6). �

Базируясь на приведённой теореме, сформулируем и докажем
Утверждение 3. Использование формализма обобщённых производных (1) приводит

к возникновению в дифференциальном уравнении членов, характеризующих поведение поля на
внутренних границах гетерогенной системы. Эти члены могут совместно с регулярной со-
ставляющей эллиптического оператора формировать действующий оператор либо их можно
рассматривать как источник в модифицированном дифференциальном уравнении. Если эти
члены определяют действующий оператор и граничное условие поставлено на внешней гра-
нице, то при определении поля в гетерогенной среде в целом информация о внутренних гра-
ницах присутствует в функции Грина. Полученное решение при этом является структурно
идентичным формуле Грина. Исходя из чего физическая суть исследуемых дифференциаль-
ных уравнений не нарушается, и постановка задачи является корректной для всей области
гетерогенной среды (включающей конфигурацию отдельных областей).

Доказательство. Формула для обобщённой производной (1) не ограничивается рассмот-
рением некоторой области с соответствующей ей границей. Использование формализма обоб-
щённых производных (1) в анализируемом дифференциальном уравнении приводит к появле-
нию составляющей, учитывающей поведение поля на всей совокупности внутренних границ
гетерогенной среды S =

∑
k

Sk. Учитывая это при применении формулы (1) к уравнениям (5),

найдём дифференциальное уравнение

λijαβ(r)∂j∂βuα(r) +

∫
S

[λijαβ∂βuα]xδ(r− x) dsj + ∂j

∫
S

[λijαβuα]xδ(r− x) dsβ = 0,
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обобщающее уравнение (7) на случай рассмотрения гетерогенной среды в целом. Из полу-
ченного уравнения следуют частные решения для каждой из областей гетерогенной среды,
занимаемой определённой фазой. Действительно, для рассматриваемой области с границей Sk
и заданным на ней граничным условием действие других областей с соответствующими им
границами не вносит вклад вследствие зануления дельта-функций (и их производных) на них.
И при этом для каждой из областей следует дифференциальное уравнение (7) с решением (6).
Формально, решение (6) получается, если интегралы по поверхности Sk вынести в правую
часть как источник и на поверхности Sk задать граничные условия. Данный случай отобра-
жает то, что решение на поле и на функцию Грина можно искать для каждой из областей
гетерогенной среды. Постановка задачи для функций Грина фазы ν, ν = 1, 2, в каждой из
областей представляется в виде λν∂∂Gν = Iδ(r(1) − r(2)), KGν = 0. Общее решение на по-
ле и на функцию Грина представляют собой сшивку полученных решений, т. е. формализ-
мом обобщённых производных определяется поле для каждой из областей гетерогенной среды
и физическая суть анализируемого дифференциального уравнения с постановкой задачи не
нарушаются. Данное рассмотрение сталкивается с проблемой определения граничных усло-
вий на внутренних границах системы. При построении решения на всей области гетерогенной
среды граничные условия достаточно задать на внешней границе, а также следует учесть со-
отношения на поле на внутренних границах. С учётом этого далее приведём другой вариант
построения решения для всей области гетерогенной среды.

За источниковое слагаемое в анализируемом дифференциальном уравнении возьмём член,
отвечающий за внешнюю границу, на которой заданы граничные условия. (Если присутству-
ют другие источники, то они аддитивно складываются.) Остальные слагаемые, являющиеся
сингулярными и отображающие внутренние границы, при этом совместно с регулярной со-
ставляющей эллиптического оператора формируют действующий оператор. Функция Грина,
определяемая действующим оператором и граничными условиями, отображает внутренние
границы, т. е. описанной функцией Грина определяется поле во всей области гетерогенной
среды, включая внутренние границы. Получаемое общее решение структурно схоже с форму-
лой Грина (6), корректно определяющей поле в некоторой области с границей Sk. Границей Sk
в описанном решении выступает внешняя поверхность гетерогенной среды с заданным на ней
граничным условием, а функция Грина определяется представленным оператором. Рассмот-
ренный случай доказывает то, что формализмом обобщённых производных, учитывающим
в анализируемом дифференциальном уравнении поведение поля на всей конфигурации внут-
ренних границ гетерогенной среды, определяется поле в каждой точке гетерогенной среды.
При этом физическая суть полученного дифференциального уравнения и постановка задачи
на всей области гетерогенной среды являются корректными. �

Данный вариант построения решения на поле и на функцию Грина предлагается исполь-
зовать в следующем разделе, т. е. на основе использования формализма обобщённых произ-
водных предлагается нахождение функции Грина на всей области гетерогенной среды, при
котором действующий оператор отображает внутренние границы системы.

Опишем ещё один вариант построения решения на поле и на функцию Грина в гете-
рогенной среде. Здесь члены, отображающие поведение поля на внутренних границах, пред-
лагается рассматривать как источник в модифицированном дифференциальном уравнении.
Граничное условие задаётся на внешней границе. Функция Грина при этом строится регу-
лярной составляющей эллиптического оператора, не содержащего информации о внутренних
границах в системе. Выше было показано, что решение (6) получается при интегрировании по
объёму сингулярных составляющих (считаемых источниковым членом) от действия обобщён-
ных производных, которое по итогу сводится к интегрированию по поверхности. Базируясь
на свойстве аддитивности интеграла по объёму, получаемое решение для всей области (запи-
санное через функцию Грина) учитывает всю конфигурацию внутренних границ и является



86 А. В. Мишин

неявным. Неявность связана с присутствием искомого поля в интегралах по внутренним по-
верхностям, т. е. в обоих частях описанного решения.

3. ВЫВОД ЭФФЕКТИВНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ МЕТОДОМ УСЛОВНЫХ
МОМЕНТОВ

Целью является получение из исходных уравнений (5) осреднённые, представимые в виде

∇j〈σij〉 = 0, 〈σij〉 = λ∗ijαβ〈εαβ〉, λ∗ijαβ∇j∇β〈uα〉 = 0,

где λ∗ijαβ — входящий в осреднённый закон Гука эффективный изотропный тензор, содержа-
щий искомые эффективные коэффициенты линейной теории упругостиK∗ и µ∗. Тензоры 〈εαβ〉
и 〈σij〉 являются осреднёнными тензорами деформаций и напряжений соответственно. Необхо-
димая информация о гетерогенной структуре располагается в эффективных коэффициентах
K∗, µ∗, которые следует получить.

Применим формализмМУМ [1] для нахождения эффективных коэффициентов упругости.
При этом учтём использование в исходных уравнениях (5) концепции обобщённых производ-
ных. Исходное уравнение (5) на смещение преобразовывается путём прибавления и отнимания
искомого тензора λ∗ijmn к виду

λ∗ijαβ∇j∇βuα = −∇j
(
λijαβ − λ∗ijαβ

)
∇βuα. (8)

Применим аппарат функций Грина для оператора λ∗ijαβ∇j∇β , считая правую часть уравне-
ния (8) источником, а среду бесконечной. Имеем выражения

λ∗ijml∇
(1)
j ∇

(1)
l G(1,2)

mp = δipδ(r
(1) − r(2)),

∇(1)
j ∇

(1)
l G(1,2)

mp = ∂
(1)
j ∂

(1)
l G(1,2)

mp

+

∫
S

[
∂
(y)
l G(y,2)

mp

]
y=x

δ(r(1) − x) dsj +

∫
S

[
G(y,2)
mp

]
y=x

∂
(1)
j δ(r(1) − x) dsl, (9)

которые следует проанализировать. Функция Грина G(1,2)
mp в записанном уравнении характери-

зует отклик поля в точке r(1) на приложенное воздействие в точке r(2) с учётом информации
о микроструктуре системы. Геометрия структуры при этом выражена в интегралах по по-
верхности, характеризующих внутренние границы. Действующий оператор уравнения (9) не
включает внешнюю бесконечно удалённую границу. Исходя из этого уравнение (9) следует
дополнить граничным условием на внешней границе, например, G(1,2)

mp = 0.
Построение решения уравнения (9) на функцию Грина для гетерогенной среды в целом

представляет собой нетривиальную задачу. Это является следствием наличия интегралов по
внутренним поверхностям с входящими в них сингулярными членами, скачками тензора Гри-
на [G]x и его производной [∂G]x. Соответствующие скачки описывают различие отклика по-
ля в каждой из фаз на приложенное воздействие исходя из различных модулей упругости
фаз K1, µ1 и K2, µ2. Значение тензора Грина G(1,2)

mp содержит в себе поведение функций Грина
для каждой из фаз и определяет её скачки на внутренних границах. Как отмечалось выше,
искать общую функцию Грина системы можно с учётом сшивки решений на внутренних гра-
ницах системы для функций Грина в каждой из областей, занимаемых определённой фазой.
При этом возникает сложность с определением поля на внутренних границах системы, т. е.
с заданием граничных условий на поверхностях раздела фаз. Отметим, что функции Гри-
на различны для каждой из фаз в силу разных коэффициентов переноса и геометрических
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особенностей фаз; решения функцииGν для одной фазы, но для разных областей в общем слу-
чае различны. Решение уравнений (9) можно рассматривать с позиции помещения в области
среды конфигурации зарядов (дельта-функций δ(r(1)−x)) и диполей (производных от дельта-
функций ∂

(1)
j δ(r(1) − x)). Соответствующей конфигурацией дельта-функций и производных

от дельта-функций при этом должно организоваться поле, удовлетворяющее внутренним гра-
ничным условиям, т. е. создаваемое поле должно быть эквивалентно полю, организованному
конфигурацией зарядов и диполей, содержащихся в поверхностных интегралах уравнений (9).
В простейших вариантах, в которых фазы обладают разными физическими свойствами, хоро-
шо работает метод изображений, например в случае пространства, разделённого на две части,
или в случае шара, помещённого в пространство с другими физическими свойствами.

Вследствие положения границ и соотношений на разрывах [∂G]x и [G]x значения функ-
ций Грина G(1,2)

mp реальной среды зависят от положения точек r(1) и r(2), т. е. G(1,2)
mp 6= G

(2,1)
mp ,

а также от направлений m и p. Действительно, точки r(1) и r(2) имеют определённые рассто-
яния относительно внутренних границ и в них находятся произвольные фазы, т. е. рассмат-
риваемая функция G

(1,2)
mp в общем случае является неоднородной и анизотропной. По мере

отдаления точки r(2) от точки r(1) вклады границ компенсируют друг друга. Это является
следствием того, что в зависимости от пересекаемой границы (т. е. в зависимости от сме-
ны фаз) значения разностей [∂G]x и [G]x могут иметь разные знаки, что влияет на знаки
членов по типу зарядов δ(r(1)−x) и направления диполей ∂(1)l δ(r(1)−x) в интегралах по внут-
ренним поверхностям. Вследствие имеющегося экранирования для неоднородной структуры
существует некоторый характерный масштаб, за пределами которого анализируемая среда об-
ладает эффективными свойствами λ∗ и асимптотикой для функции Грина G(1,2)

mp ∼1/r. С этой
точки зрения уравнение на функцию Грина (9) учитывает переходный масштаб (масштаб ме-
зоточки), что приводит к нелокальному отклику на приложенное воздействие (т. е. отклик
определяется не только рассматриваемой микроточкой, но и некоторой окрестностью). Этот
факт обобщает работу [1], где рассматриваемый оператор с обычными производными λ∗ijml∂j∂l
и соответствующая ему функция Грина не содержат информации о микроструктуре среды,
представленной в формуле (9) в интегралах по поверхности. Система в [1] сразу полагается
эффективной без переходного слоя. Рассмотрение оператора λ∗ijml∇j∇l с позиции обобщён-
ных производных приводит к функции Грина, отображающей микроструктурные особенности
системы.

Базируясь на формализме функции Грина, выпишем решение уравнений (5) на смещения
и деформации:

u
(1)
i =

〈
u
(1)
i

〉
−
∫
V

G
(1,2)
ip ∇(2)

q

(
λ(2)pqmn − λ∗pqmn

)
∇(2)
n u(2)m dr(2), (10)

ε
(1)
ij =

〈
ε
(1)
ij

〉
−
∫
V

∇(1)
(j G

(1,2)
i)p ∇

(2)
q

(
λ(2)pqmn − λ∗pqmn

)
ε(2)mn dr

(2), (11)

в которых запись 2∇(1)
(j G

(1,2)
i)p = ∇(1)

j G
(1,2)
ip +∇(1)

i G
(1,2)
jp характеризует симметризацию по индек-

сам i и j. Члены
〈
u
(1)
i

〉
и
〈
ε
(1)
ij

〉
характеризуют поведение поля (граничное условие) на внеш-

ней бесконечно удалённой границе; этими же слагаемыми определяются среднее смещение
и средний тензор деформаций в системе. При получении уравнения (11) учтено, что действие
обобщённой производной на осреднённую функцию эквивалентно действию обычной произ-
водной ∇j〈ui〉 = ∂j〈ui〉, так как осреднённая величина определена на масштабах макроточки.
(В каждой микроточке среды осреднённое поле принимает полученное среднее значение, т. е.
не чувствует микроточки и границы вследствие их учёта при осреднении.)

Будем интересоваться только уравнением (11), так как для получения эффективных ко-
эффициентов упругости нужно только оно. Уравнение (10) в результате осреднения в рамках
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МУМ приводит к различному смещению фаз, рассмотрение которого опускается в настоящей
работе. Для выполнения последующих выкладок произведём перенос обобщённой производ-
ной∇(2)

q на функцию Грина. Отметим, что для обобщённой производной обычное интегрирова-
ние по частям не работает, так как не выполняется правило дифференцирования произведения
∇Gε 6=(∇G)ε+G(∇ε) вследствие наличия у обобщённой производной сингулярной составля-
ющей. При этом заметим, что результат действия сингулярной составляющей от обобщённой
производной ∇(2)

q в выражении (11)∫
S

[
∇(1)

(j G
(1,y)
i)p

(
λ(y)pqmn − λ∗pqmn

)
ε(y)mn

]
y=x

dsq

не изменится при её переносе на функцию Грина. В последнем выражении произведено инте-
грирование по объёму. При выполнении интегрирования по частям для обычной составляю-
щей ∂(2)q обобщённой производной ∇(2)

q интеграл по бесконечно удалённой поверхности среды
зануляется. Это является следствием того, что совокупность принимаемых значений подынте-
грального выражения

(
λ
(2)
pqmn−λ∗pqmn

)
ε
(2)
mn на бесконечно удалённой поверхности среды можно

считать осреднением по поверхности, эквивалентным осреднению по объёму (3). Применение
формул (3) приводит к занулению этого слагаемого в силу равенств

〈σij〉 = c1λ
1
ijαβ

〈
ε1αβ
〉
+ c2λ

2
ijαβ

〈
ε2αβ
〉
= λ∗ijαβ〈εαβ〉. (12)

При этом функция Грина на бесконечности (вне переходного масштаба) не отражает скорре-
лированности фаз. С учётом интегрирования по частям и переноса сингулярной составляющей
обобщённой производной на функцию Грина имеем выражение

ε
(1)
ij =

〈
ε
(1)
ij

〉
+

∫
V

∇̃(2)
q ∇

(1)
(j G

(1,2)
i)p

(
λ(2)pqmn − λ∗pqmn

)
ε(2)mn dr

(2), (13)

в котором знак перед интегралом поменялся относительно выражения (11) и введён опера-
тор ∇̃(2)

q , отличающийся от обобщённой производной ∇(2)
q знаком перед сингулярной состав-

ляющей.
Решение (13) описывает истинную среду. С целью получения эффективных коэффици-

ентов упругости предлагается провести осреднение уравнений (13). Выполнение осреднения
должно отражать тот факт, что уравнения (13) являются двухточечными. В своём подходе [1]
Л.П.Хорошун рассматривает реальную структуру как стохастическую, обладающую стати-
стически однородными и изотропными свойствами. Исследуемые поля в такой постановке так-
же являются случайными. Анализируемую функцию Грина G(1,2)

ip , зависящую от положения
точек r(1) и r(2) и фаз в них, в отличие от подхода [1] следует считать случайной функцией.
Как и в модели [1], подействуем на стохастические уравнения (13) статистическим осреднени-
ем — методом условных моментов. Интегрируя уравнение (13) по функции условной плотности
распределения полей и материальных коэффициентов f

(
∇̃(2)
q ∇(1)

(j G
(1,2)
i)p , ε

(1)
ij , ε

(2)
ij , λ

(2)
ijαβ

∣∣(1)
ν

)
, по-

лучим его осреднённый вид:

〈
ε
(1)ν
ij

〉
=
〈
ε
(1)
ij

〉
+

2∑
k=1

∫
V

〈
∇̃(2)
q ∇

(1)
(j G

(1,2)
i)p

∣∣(2)
k

(1)
ν

〉(
λkpqmn − λ∗pqmn

)〈
ε(2)kmn

∣∣(1)
ν

〉
w
((2)
k

∣∣(1)
ν

)
dr(2). (14)

Слагаемое w
((2)
k

∣∣(1)
ν

)
= ck + (δνk − ck)ϕ(1,2) характеризует вероятностную функцию геометрии

структуры, которая определяет вероятность нахождения фазы k в точке r(2) при условии, что
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фаза ν расположена в точке r(1); ϕ(1,2) — корреляционная функция геометрии структуры. За-
пись

〈
ε
(2)k
mn

∣∣(1)
ν

〉
обозначает условно осреднённый тензор деформаций в точке r(2) для фазы k

при условии, что в точке r(1) находится компонента ν. Для этих членов не выполняется ра-
венство

〈
ε
(2)k
mn

∣∣(1)
ν

〉
6=
〈
ε
(2)k
mn

〉
, что является следствием наличия флуктуаций поля в структуре,

возникающих из-за конфигурации внутренних границ. Характеризующая микроструктурные
особенности системы функция Грина и её условно осреднённое значение

〈
∇̃(2)
q ∇(1)

(j G
(1,2)
i)p

∣∣(2)
k

(1)
ν

〉
определяют отклонение поля деформаций

〈
ε
(2)k
mn

∣∣(1)
ν

〉
от
〈
ε
(2)k
mn

〉
. Получение вида на условно

осреднённые члены
〈
ε
(2)k
mn

∣∣(1)
ν

〉
и
〈
∇̃(2)
q ∇(1)

(j G
(1,2)
i)p

∣∣(2)
k

(1)
ν

〉
представляет собой нетривиальный во-

прос. Далее предлагается рассмотреть приближение〈
∇̃(2)
q ∇

(1)
(j G

(1,2)
i)p

∣∣(2)
k

(1)
ν

〉〈
ε(2)kmn

∣∣(1)
ν

〉
=
〈
∇̃(2)
q ∇

(1)
(j G

(1,2)
i)p

〉〈
ε(2)kmn

〉
,

которое предполагает, что информация о флуктуациях полей деформаций в фазах сосредо-
точена в осреднённом члене

〈
∇̃(2)
q ∇(1)

(j G
(1,2)
i)p

〉
, связанном с функцией Грина. Также предпо-

лагается, что осреднённое слагаемое
〈
∇̃(2)
q ∇(1)

(j G
(1,2)
i)p

〉
осредненно учитывает то, какие фазы

расположены в точках r(1), r(2). Далее рассмотрим ситуацию, для которой имеет место равен-
ство 〈

∇̃(2)
q ∇

(1)
(j G

(1,2)
i)p

〉
= −∂(1)q ∂

(1)
(j

〈
G

(1,2)
i)p

〉
,

что следует из постановки условия на скачки функции Грина [G]x = 0 на внутренних гра-
ницах, при котором сингулярные составляющие от действия оператора ∇̃(2)

q ∇(1)
j зануляются.

С позиции действия на функционал (функцию Грина) оператор ∇̃(2)
q ∇(1)

j отличается от опе-

ратора ∇(1)
q ∇(1)

j вследствие действия на разные точки и отличия ∇̃(2)
q от ∇(2)

q . Сингулярные

составляющие оператора ∇(1)
q ∇(1)

j не зануляются при условии [G]x = 0 вследствие существо-

вания разрывов [∂G]x 6= 0. Относительно тензора Грина G(1,2)
mp , являющегося анизотропным

и неоднородным на переходном масштабе, осреднённый тензор Грина
〈
G

(1,2)
mp

〉
является одно-

родным и изотропным, что привело к изменению знака при смене ∂(2)q → ∂
(1)
q в последнем

выражении.
Перепишем уравнение (14) с учётом проведённых выкладок:

〈
ε
(1)ν
ij

〉
=
〈
ε
(1)
ij

〉
−

2∑
k=1

∫
V

∂(1)q ∂
(1)
(j

〈
G

(1,2)
i)p

〉(
λkpqmn − λ∗pqmn

)〈
ε(2)kmn

〉
w
((2)
k

∣∣(1)
ν

)
dr(2). (15)

Полученное решение отличается от [1] функцией Грина, полученной с учётом формализма
обобщённых производных, направленного отобразить микроструктуру гетерогенной среды. Ес-
ли умножить полученное решение (15) на cνλ∗pqmn и просуммировать по фазам ν, ν = 1, 2, то
получившийся интеграл будет равен нулю. Это возможно, если подынтегральное выражение
в каждой точке r(2) зануляется, что следует из выполнения уравнения (12). Аналогично, если
умножить решение (15) на cν и просуммировать по ν, то получившийся интеграл также будет
равен нулю, что является корректным с учётом уравнения (12). Имея осреднённые уравне-
ния на деформации в фазах (15), запишем уравнение на разницу осреднённых деформаций〈
ε
′(1)
ij

〉
=
〈
ε1ij
〉
−
〈
ε2ij
〉
:

〈
ε
′(1)
ij

〉
= −

∫
V

∂(1)q ∂
(1)
(j

〈
G

(1,2)
i)p

〉
ϕ(1,2)

{
λ′pqmn

〈
ε(2)mn

〉
+
(
λ′′pqmn − λ∗pqmn

)〈
ε′(2)mn

〉}
dr(2), (16)
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где в подынтегральном выражении использованы равенства〈
ε1αβ
〉
= 〈εαβ〉+ c2

〈
ε′αβ
〉
,
〈
ε2αβ
〉
= 〈εαβ〉 − c1

〈
ε′αβ
〉
,

λ′ijαβ = λ1ijαβ − λ2ijαβ, λ′′ijαβ = c2λ
1
ijαβ + c1λ

2
ijαβ.

(17)

Выделение зависимости
〈
ε′ij
〉
= Qijαβ〈εαβ〉 из уравнения (16) приведёт к искомому нахождению

эффективных коэффициентов, входящих в осреднённый закон Гука 〈σij〉 = λ∗ijαβ〈εαβ〉. Данный
аргумент следует исходя из соотношений

〈σij〉 = λ∗ijαβ〈εαβ〉 = 〈λijαβ〉〈εαβ〉+ c1c2λ
′
ijαβ

〈
ε′αβ
〉
, (18)

полученных с учётом выражений (12) и (17). Отметим, что если уравнение (15) умножить
на cνλνpqmn и провести суммирование по ν, то с учётом уравнения на разность осреднённых
деформаций (16) будет следовать уравнение (18). Из работы [1] данный результат не получает-
ся, так как присутствует некорректность, связанная с отсутствием члена

〈
ε
(1)
ij

〉
в осреднённых

уравнениях, начиная с (11).
Уравнение (16) в силу изотропии и однородности осреднённой функции Грина и корреля-

ционной функции геометрии структуры представляет собой свёртку. Исходя из этого в МУМ
для выделения зависимости

〈
ε′ij
〉
= Qijαβ〈εαβ〉 к уравнению (16) применяется преобразование

Фурье. Следствиеми выполненной операции являются: выражение в фигурной скобке связано
с полями, и интегралы

Rijpq(k) = −
∫
∂q∂(j〈Gi)p〉(r)ϕ(r)e−ikr dr (19)

отображают информацию об отклике поля в среде на распространяющееся поле и геометрии
структуры. Представлять уравнения (16) в Фурье-пространстве здесь не будем, так как их вид
остался аналогичным формализму подхода [1]. Зная вид уравнений (16) в Фурье-пространстве,
мы знаем

〈
ε′αβ
〉
= Qijαβ〈εαβ〉. Подставив это соотношение в Фурье-образ уравнения (18), по-

лучим итоговое выражение по вычислению эффективных коэффициентов упругости:

λ∗jkαβ = 〈λjkαβ〉+ c1c2λ
′
jkmn

(
Iγδmn +Rγδpq

(
λ∗pqmn − λ′′pqmn

))−1
Rγδrνλ

′
rναβ. (20)

В полученном равенстве считается, что интегралы Rjkpq(k) не зависят от вектора k, т. е.
Rjkpq(k) = Rjkpq(0). Это связано с тем, что масштабы неоднородности в структуре полагаются
малыми относительно характерного масштаба макроточки, отображающей осреднённое зна-
чение поля и характерный масштаб его изменения. Разложение e−ikr по степеням kr приведёт
к зависимости от k эффективного тензора упругости λ∗jkαβ(k), что при выполнении обратного
преобразования Фурье модифицирует закон Гука с операторной точки зрения [1].

Для нахождения тензора λ∗jkαβ следует вычислить интегралы Rjkpq(0), значения которых

зависят от осреднённой функции Грина
〈
G

(1,2)
mp

〉
. Считаем, что выполняется гипотеза эрго-

дичности (об эквивалентности пространственного и статистического осреднений). Исходя из
этого приведём уравнение на осреднённую функцию Грина

〈
G

(1,2)
mp

〉
, которое получим путём

осреднения уравнений (9) по координатам r(1) и r(2) согласно формулам (3):

λ∗ijml∂
(1)
j ∂

(1)
l

〈
G(1,2)
mp

〉
+ λ∗ijml

∫
S

[
∂
(y)
l

〈
G(y,2)
mp

〉]
y=R(1)+x

dsj

+ λ∗ijml∂
(1)
j

∫
S

[〈
G(y,2)
mp

〉]
y=R(1)+x

dsl = δipδ
(
R

(1) −R
(2)
)
. (21)
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В данном уравнении осреднение функции Грина в поверхностных интегралах произведено
только по координате r(2). Уравнение (21) отображает информацию о том, что интегралы
по поверхности, возникшие вследствие концепции обобщённой производной, дополняют ис-
точник δ(R(1) − R(2)). Соответствующее дополнение обобщает работу [1], где используются
оператор λ∗ijml∂

(1)
j ∂

(1)
l и тривиальный источник. Анализ уравнения (21) представляет суще-

ственные трудности. Предположим, что решение на функцию осреднённого тензора Грина
реальной среды

〈
G

(1,2)
mp

〉
найдено, исходя из чего запишем уравнение

λ∗ijml∂j∂l
〈
G(1,2)
mp

〉
= T

(1,2)
ip , (22)

где источниковый член T (1,2)
ip осредненно учитывает микроструктурные особенности системы,

выраженные поверхностными интегралами в уравнении (9) и в его осреднённой версии (21).
Представленное уравнение через источник направлено выразить переходный слой через кон-
фигурацию зарядов и диполей, осредненно удовлетворяющих внутренним граничным услови-
ях. С учётом этого представим выражение для источника в виде

T
(1,2)
ip = δip

∑
k

ρkδ(r
(1) − r(2) − xk), (23)

где точки xk и функции ρk отражают геометрические свойства структуры и физические свой-
ства фаз K1, µ1, K2, µ2. Пропорциональность источника символу Кронекера δip подразумевает
осреднённую изотропность в структуре. Зависимости источника по типу δ(r(1)−r(2)−xk) под-
разумевает осреднённую однородность в структуре. В случае непрерывного распределения
точек xk и функций ρk ряд в (23) в пределе переходит в интеграл.

Воспользуемся выражением для источника Tip(r) в виде (23). Члены Rjkpq(0) при этом
включают интеграл

γ =

∫ ∑
l

ρlδ(r− xl)ϕ(r) dr, (24)

что является следствием учёта только сингулярной составляющей от действия вторых про-
изводных на функцию Грина ∂q∂(j〈Gi)p〉(r) ∝

∑
k ρkδ(r− xk). То есть интегралы Rjkpq(0)

при этом отображают информацию о микроструктуре среды γ =
∑

l ρlϕ(xl). Если произ-
водные рассматриваются не в обобщённом смысле, то источник имеет вид, как в работе [1]:
Tip(r) = δipδ(r) и учёт сингулярной составляющей от действия вторых производных на функ-
цию Грина ∂q∂(j〈Gi)p〉(r) ∝ δ(r) приведёт при этом к потере информации о микроструктуре
системы ϕ(0) = 1 (если соответствующая информация имеется). При данных рассуждениях
учитывается, что находить функцию Грина не нужно, так как имеет значение только син-
гулярная составляющая от действия на неё вторых производных. С позиции уравнения на
функцию Грина (9) равенство источника Tip(r) = δipδ(r) эквивалентно отсутствию у систе-
мы поверхностных интегралов с конфигурацией дельта-функций, что отображает отсутствие
нетривиального переходного слоя, за которым среда обладает эффективными свойствами. Ра-
венство источника Tip(r) = δipδ(r) с топологической точки зрения означает, что относительно
каждого рассматриваемого узла с определённой фазой в нём остальные узлы (микроточки)
анализируемой евклидовой решётки являются нескоррелированными. Понятие границ и обла-
стей при этом справедливо на масштабах узла, так как за пределом рассматриваемого узла
среда обладает эффективными свойствами. Вычисление интегралов (19) при e−ikr = 1 с учё-
том формулы (24) приводит к выражению

Rjkpq =
γ

3

1

µ∗
Ijkpq −

γ

15

K∗ + µ∗/3

µ∗
(
K∗ + 4µ∗/3

)(δjkδpq + 2Ijkpq), (25)
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отличающемуся от работы [1] наличием параметра γ 6= 1. Случаю γ = 1 соответствует
Tip(r) = δipδ(r). Подставив вычисленные Rjkpq в формулу (20), получим модифицированные
эффективные коэффициенты упругости:

K∗ = c1K1 + c2K2 −
c1c2(K1 −K2)

2

c1K2 + c2K1 +K∗ 1−γγ + 4
3γµ
∗
,

µ∗ = c1µ1 + c2µ2 −
c1c2(µ1 − µ2)2

c1µ2 + c2µ1 +
µ∗
((

5/2−γ
)
K∗+2

(
5/3−γ

)
µ∗
)

K∗+2µ∗

.
(26)

При γ = 1 полученные эффективные коэффициенты согласуются с работами [1, 2, 4, 6, 10].

4. ИССЛЕДОВАНИЕ СТРУКТУРНОГО ВИДА ПАРАМЕТРА γ

Определяемая выражением (24) функция γ содержит характерные масштабы структуры,
что является следствием формулы (19), в которой производится интегрирование корреляцион-
ной функции геометрии среды ϕ(r) и функции Грина с действующими на неё производными
∂q∂(j〈Gi)p〉(r).

Нахождение функции Грина для гетерогенной среды с реальной микроструктурой являет-
ся нетривиальной задачей. Для отображения механизма получения размеров в выражении на
функцию Грина (соответственно и в параметре γ) рассмотрим модельную ситуацию, в которой
два шара радиуса R находятся на расстоянии l. Данное рассмотрение упрощённо отображает
гетерогенную среду, в которой одна из фаз является шарами, а вторая заполняет оставше-
еся пространство. Для нахождения γ корреляционную функцию геометрии структуры ϕ(r),
как и в [20], представим в виде ϕ(r) = e−r/(βc1R), где β — некоторый структурный коэффи-
циент, c1 — концентрация шаров. Для указания того, как рассматриваемая микроструктура
дополняет главный заряд δ(r(1) − r(2)) в уравнении на функцию Грина (9), применим метод
изображений для оценивания структурного вида источника Tip(r), определяемого уравнени-
ями (22), (23). Для определённости будем считать, что точка с координатой r(2) находится
в центре шара 1 и в ней помещён главный заряд ρ0δ(r(1) − r(2)), ρ0 = 1. Для удовлетворения
граничных условий на функцию Грина KGν = 0 на расстоянии x1 = R2/l от центра второго
шара на линии, соединяющей центры шаров, следует поместить изображение главного заряда.
Значение ρ1 этого заряда уже будет отлично от значения главного заряда ρ0, будет пропорци-
онально отношению R/l и будет содержать зависимость, связанную с различными модулями
упругости фаз K1, µ1 и K2, µ2. Помещённый заряд ρ1δ(r(1)− r(2)−x1) в свою очередь создаст
изображение в шаре один. При этом ρ2 ∝ (R/l)2/(1−(R/l)2), x2 = R2/(l−R2/l). Соответствую-
щим образом строится конфигурация зарядов ρl в точках xl, описывающая взаимовлияние об-
ластей, разделённых областью с другими физическими свойствами, на распространение поля
по структуре. Здесь игнорировалось возможное (зависящее от граничных условий) помещение
зарядов-изображений в центры каждого из шаров и различие коэффициентов упругости фаз.
С учётом приведённой модельной ситуации запишем функцию γ в виде

γ =
∑
l

ρlϕ(xl) = 1 +
R

l
Q

(
R

l
,
K1

K2
,
µ1
µ2
,
µ1
K2

,
K1

µ2

)
, (27)

где масштаб l можно интерпретировать как осреднённое расстояние между шарами в структу-
ре. Свяжем характерные масштабы R и l с объёмными концентрациями фазы сфер c1 и второй
фазы c2 соответственно. Имеем c1 = R3/V0, c2 = α3l3/V0, где α — некоторый масштабный ко-
эффициент. Представим выражение для γ в следующем виде:

γ = 1 + Q̃

(
c1,

K1

K2
,
µ1
µ2
,
µ1
K2

,
K1

µ2

)
. (28)
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В случае γ = 1 информация о масштабах в структуре отсутствует, т. е. выделение масшта-
бов R и l теряет при этом смысл. Согласно приведённым выше выкладкам значение γ = 1 есть
следствие отсутствия поверхностных интегралов в уравнении на функцию Грина (9). Опре-
деляемая при этом оператором λ∗ijml∂j∂l и источником, содержащим один заряд δ(r(1) − r(2)),
функция Грина не отображает микроструктуру гетерогенной среды. Оператор λ∗ijml∂j∂l с три-
виальным источником δ(r(1) − r(2)) не описывает шар как совокупность микроточек, отделён-
ных от фазы с другими свойствами. Согласно указанной топологической точки зрения в случае
γ = 1 в каждом из узлов в среде присутствует одна из фаз и фазы в соседних и более уда-
лённых узлах при этом не являются скоррелированными, т. е. информация об областях фаз
с соответствующими им границами и масштабами не отображается при γ = 1. Переходный
слой при этом ограничивается рассматриваемым узлом (микроточкой). Отметим, что при ма-
лой концентрации сфер c1 � 1, R/l � 1 также имеет место равенство γ = 1, отклонение
от которого (по типу γ = 1 + c1) приведёт в превышению порядка точности при разложении
коэффициентов (26). Причём в случае c1 � 1 не важно, как распределена среда — случайно
или упорядоченно. (Это утверждение следует из аналогии для моделей Релея [21] и Макс-
велла [22], описывающих электропроводность гетерогенных сред.) Случай γ = 1 при этом
отображает отсутствие взаимовлияния полей между составляющими одной фазы.

Представим модельные выражения (27), (28) на функцию γ в случае существенного раз-
личия между упругими параметрами фаз. Для этого возьмём выражение для источника в виде

Tip(r) = δipδ(r) + δip
R

l
δ

(
r− R2

l
nl

)
, (29)

приближённо отображающем рассмотренное выше взаимовлияние двух шаров. Единичный
вектор nl в силу изотропии зададим в виде nl = r/r. С учётом выражения ϕ(r) = e−r/(βc1R)

найдём функцию γ:

γ = 1 +
R

l
exp

(
− 1

βc1

R

l

)
= 1 + α

(
c1
c2

)1/3

exp

(
− α

βc1

(
c1
c2

)1/3)
. (30)

Переход ко второму равенству осуществлён с учётом формул c1 = R3/V0, c2 = α3l3/V0. Полу-
ченное модельное выражение на γ является функцией двух структурных параметров α и β.
Как функция объёмной концентрации сфер c1 формула (30) испытывает экстремум, яв-
ляющийся максимумом. Свяжем этот экстремум с критической объёмной концентрацией
сфер c1 crit, при которой они становятся макроскопически связными. Выражение на кри-
тическую концентрацию c1 crit следует из анализа коэффициентов (26). Экстремум в точке

c1 = c1 crit позволяет получить выражение
(
c1 crit
c2 crit

)1/3 α

βc1 crit
= 1, связывающее парамет-

ры α и β, в результате чего модель (30) определяется только одним параметром. Соответ-
ствующий параметр можно найти из эксперимента, направленного на поиск модуля Юнга
системы при определённой объёмной концентрации фаз.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для анализа микроструктуры гетерогенной среды в работе введена концепция обоб-
щённой производной, отображающая сингулярной составляющей поведение полей на внут-
ренних границах неоднородной структуры. Во введённом формализме обобщённой производ-
ной поверхностная дельта-функция выражена альтернативным образом относительно подхо-
да Шварца, но не противоречит ему. В результате применения пространственного осредне-
ния к формуле для обобщённой производной получена пространственная теорема осредне-
ния в рамках теории смесей. Замена в исходной модели линейной теории упругости обычных
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производных на обобщённые сохраняет физическую суть исследуемых уравнений и коррект-
ность постановки задачи. Модифицированный обобщёнными производными оператор в ис-
ходной модели приводит к функции Грина, характеризующей микроструктурные особенности
гетерогенной среды. В результате использования метода условных моментов, базирующегося
на функции Грина, в итоговых эффективных коэффициентах упругости интегрально учтена
микроструктура системы.
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