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Статья посвящена поиску решений нагруженного уравнения Кортевега — де Фриза. По-
казано, что поиск решений с помощью метода (G′/G)-расширения является одним из наи-
более эффективных методов поиска решений интегрируемых нелинейных эволюционных
уравнений в силу удобства использования известных программных пакетов по сравнению
с другими известными методами такими, как метод Хироты, преобразования Дарбу, метод
обратной задачи рассеяния и др.
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ВВЕДЕНИЕ

Теория нелинейных волновых процессов находит своё применение в моделях артериальной
механики, в которых артерия рассматривается как тонкостенная предварительно напряжённая
упругая трубка с переменным радиусом (стенозом), а кровь как идеальная жидкость [1, 2]. Эти
модели сводятся к возмущённому уравнению Кортевега — де Фриза

ut + µ1uux + µ2uxxx − h(t)ux = 0,

где µ1, µ2 — константы, зависящие от свойств материала трубки, t — отмасштабированная
координата вдоль оси сосуда после статической деформации, который характеризует стеноз
на поверхности артериальной стенки, а x — переменная, зависящая от времени и координа-
ты вдоль оси сосуда. Здесь h(t) — форма стеноза, u(x, t) характеризует усреднённую осевую
скорость жидкости. В данной работе мы рассматриваем случай, когда форма стеноза пропор-
циональна u(0, t), а именно, рассматривается нагруженное уравнение Кортевега — де Фриза

ut − 6uux + uxxx − γ(t)u(0, t)ux = 0, t > 0, x ∈ R, (1)

где γ(t) – произвольная заданная непрерывная функция.
Нагруженными дифференциальными уравнениями в литературе принято называть урав-

нения, содержащие в коэффициентах или в правой части какие-либо функционалы от реше-
ния, в частности значения решения или его производных [3–7]. Наиболее общее определение
нагруженного уравнения впервые дано в монографии [4], где даются понятия и подробная
классификация различных нагруженных уравнений и их многочисленные приложения к за-
дачам биологии.
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Существует различное методы для решения нелинейных уравнений в частных производ-
ных таких, как прямой метод Хироты [8], метод обратной задачи рассеяния [9, 10], метод пре-
образования Дарбу [11–13] и т. д. В работах [14–22] показано, что метод (G′/G)-расширения
также эффективен при решении нелинейных эволюционных уравнений. В данной работе мы
покажем применимость метода (G′/G)-расширения для решения нагруженного уравнения
Кортевега — де Фриза.

1. АЛГОРИТМ МЕТОДА (G′/G)-РАСШИРЕНИЯ

Рассмотрим нелинейное уравнение в частных производных в следующем виде:

F (u(0, t), u, ut, ux, utt, uxx, uxt, . . . ) = 0, (2)

где u = u(x, t) — неизвестная функция, F — нелинейная функция от u(x, t) и её различных
частных производных. Приведём алгоритм метода (G′/G)-расширения [23].

Шаг 1. Мы используем подстановку типа бегущей волны в следующем виде:

u(x, t) = u(ξ), ξ = kx+ Ω(t), (3)

где k — параметр и Ω(t) — непрерывная функция, зависящая от t. Представления решения
в виде (3) позволяет привести уравнение (2) к обыкновенному дифференциальному уравнению

P (u(0, t), u, u′, u′′, u′′′, . . . ) = 0, (4)

где штрих обозначает производную по переменной ξ.
Шаг 2. Предположим, что решение уравнения (4) можно представить в виде многочлена

от (G′/G):

u(ξ) =
m∑
j=0

aj

(
G′

G

)j
, (5)

где штрих обозначает производную по переменной ξ; aj , j = 0, 1, 2, . . . ,m, — константы, ко-
торые будут определены ниже, m — положительное целое число, определяемое из баланса
производных высшего порядке, а функция G = G(ξ) удовлетворяет следующему линейному
обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка:

G′′ + λG′ + µG = 0, (6)

где λ, µ — произвольные постоянные, а производная берётся по переменной ξ.
Шаг 3. Подставляя разложение (5) в уравнение (4), используя линейное обыкновенное

дифференциальное уравнение второго порядка (6) и собирая члены одного и того же поряд-
ка при (G′/G), левую часть уравнения (4) преобразуем в другой многочлен от (G′/G). При-
равнивая каждый коэффициент этого многочлена к нулю, получаем систему уравнений для
определения k, Ω(t), λ, µ, aj , j = 1, 2, . . . ,m.

Шаг 4. Подставляя найденные значения k, Ω(t), λ, µ, aj , j = 1, 2, . . . ,m, в (5) и исполь-
зуя (6), получим точные решения уравнения (2).

2. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ НАГРУЖЕННОГО УРАВНЕНИЯ
КОРТЕВЕГА — ДЕ ФРИЗА

Найдём точные решения нагруженного уравнения Кортевега — де Фриза с помощью ме-
тода (G′/G)-расширения. Для этого мы выполним описанные выше шаги алгоритма для урав-
нения (1). Используя преобразование типа бегущей волны

u(x, t) = u(ξ), ξ = kx+ Ω(t), (7)
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для уравнения (1) получим следующее обыкновенное дифференциальное уравнение:

Ω′t(t)u
′ − 6kuu′ + k3u′′′ − kγ(t)u(0, t)u′ = 0 (8)

для u = u(ξ).
Разделение переменных ξ и t в уравнении (8) приводит к уравнениям

Ω′t(t)− kγ(t)u(0, t) = C1, 6kuu′ − k3u′′′ = C1u
′, C1 = const .

Второе из этих уравнений сводится к уравнению

k3u′2 = 2ku3 − C1u
2 + C2u+ C3, C2, C3 = const,

решение которого выражается через эллиптические функции. Для того чтобы выписать явные
точные решения (8), мы будем использовать метод (G′/G)-расширения. Для этого перепишем
уравнение (8) в интегрированном виде:

C + Ω′t(t)u− 3ku2 + k3u′′ − kγ(t)u(0, t)u = 0, (9)

где C — константа, которую определим ниже. Будем искать решение уравнения (9) в виде
выражения

u(ξ) =
m∑
j=0

aj

(
G′

G

)j
, (10)

где G = G(ξ) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению второго поряд-
ка (6). Используя (10) и (6), для u2 и u′′ имеем

u2(ξ) = a2m

(
G′

G

)2m

+ . . . ; (11)

u′′(ξ) = m(m+ 1)am

(
G′

G

)m+2

+ . . . . (12)

Рассматривая однородный баланс между u′′ и u2 в уравнении (9), на основании (11) и (12)
находим, что m = 2. Таким образом, форма многочлена для u имеет вид

u(ξ) = a2

(
G′

G

)2

+ a1

(
G′

G

)
+ a0. (13)

Следовательно,

u2(ξ) = a22

(
G′

G

)4

+ 2a1a2

(
G′

G

)3

+
(
a21 + 2a0a2

)(G′
G

)2

+ 2a0a1

(
G′

G

)
+ a20. (14)

Откуда с учётом (13) и (6) получим

u′′(ξ) = 6a2

(
G′

G

)4

+ (2a1 + 10a2λ)

(
G′

G

)3

+ (8a2µ+ 3a1λ+ 4a2λ
2)

(
G′

G

)2

+ (6a2λµ+ 2a1µ+ a1λ
2)

(
G′

G

)
+ (2a2µ

2 + a1λµ). (15)
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Подставляя (13)–(15) в (9) и группируя коэффициенты с одинаковыми степенями (G′/G),
левую часть уравнения (9) преобразуем в другой многочлен по степеням (G′/G), т. е.

(
− 3ka22 + 6k3a2

)(G′
G

)4

+
(
− 6ka1a2 + 2a1k

3 + 10a2λk
3
)(G′

G

)3

+
(
Ω′t(t)a2 − 3ka21 − 6ka0a2 + 8a2µk

3 + 3a1λk
3 + 4a2λ

2k3 − kγ(t)u(0, t)a2
)(G′

G

)2

+
(
Ω′t(t)a1 − 6ka0a1 + 6a2λµk

3 + 2a1µk
3 + a1λ

2k3 − kγ(t)u(0, t)a1
)(G′

G

)
+
(
C + Ω′t(t)a0 − 3a0k

2 + 2a2µ
2k3 + a1λµk

3 − kγ(t)u(0, t)a0
)

= 0. (16)

Приравнивая в (16) коэффициенты при
(
G′

G

)k
, k = 0, 1, 2, 3, 4, к нулю, получаем набор урав-

нений для a0, a1, a2, Ω(t) и C:

−3ka22 + 6k3a2 = 0,

−6ka1a2 + 2a1k
3 + 10a2λk

3 = 0,

Ω′t(t)a2 − 3ka21 − 6ka0a2 + 8a2µk
3 + 3a1λk

3 + 4a2λ
2k3 − kγ(t)u(0, t)a2 = 0,

Ω′t(t)a1 − 6ka0a1 + 6a2λµk
3 + 2a1µk

3 + a1λ
2k3 − kγ(t)u(0, t)a1 = 0,

C + Ω′t(t)a0 − 3a0k
2 + 2a2µ

2k3 + a1λµk
3 − kγ(t)u(0, t)a0 = 0.

Решая систему этих уравнений, получим

a0 = 2µk2, a1 = 2k2λ, a2 = 2k2, C = 0,

Ω(t) = −k3(λ2 − 4µ)t+ k

t∫
0

γ(τ)u(0, τ) dτ + Ω0,
(17)

где λ, µ, k и Ω0 — произвольные константы. Следовательно, с учётом (17) выражение (13)
можно переписать в виде

u(ξ) = 2k2
(
G′

G

)2

+ 2k2λ

(
G′

G

)
+ 2k2µ, (18)

где ξ = kx− k3(λ2 − 4µ)t+ k
t∫
0

γ(τ)u(0, τ) dτ + Ω0.

Функция (18) является решением уравнения (9) при условии, что константа интегриро-
вания C в уравнении (9) принимается такой же, как и в (17). Подставляя решения уравне-
ния (6) в (18), мы получим три вида решений типа бегущей волны нагруженного уравнения
Кортевега — де Фриза (1) следующим образом.

При (λ2− 4µ) > 0, используя решение обыкновенного дифференциального уравнения (6),
находим представления для решения нагруженного уравнения Кортевега — де Фриза (1) через
гиперболические функции:

u(ξ) =
k2(λ2 − 4µ)

2

c1 sh

√
λ2−4µ
2 ξ + c2 ch

√
λ2−4µ
2 ξ

c1 ch

√
λ2−4µ
2 ξ + c2 sh

√
λ2−4µ
2 ξ

2

− λ2k2

2
+ 2k2µ, (19)
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где ξ = kx − k3(λ2 − 4µ)t + k
t∫
0

γ(τ)u(0, τ) dτ + Ω0; c1, c2 и Ω0 — произвольные постоянные.

Очевидно, что функция u(0, t) может быть легко найдена из равенства (19). Пусть γ(t) имеет

вид γ(t) = −
(

4t

k3(λ2 − 4µ)
+ 2

)
ch2

√
λ2 − 4µ

2
t2 , тогда при c1 = 1, c2 = 0, Ω0 = 0 решение (19)

имеет следующий вид:

u(x, t) = −λ
2 − 4µ

2
k2

1

ch2
√
λ2−4µ
2 (kx+ t2)

. (20)

На рис. 1 изображена функция (20), которая является точным решением следующего
нагруженного уравнения Кортевега — де Фриза:

ut − 6uux + uxxx +

(
4t

k3(λ2 − 4µ)
+ 2

)
ch2

√
λ2 − 4µ

2
t2u(0, t)ux = 0.

Рис. 1. Решение нагруженного уравнения Кортевега — де Фриза (20)

при λ = 3, µ = −1, k = −1, γ(t) = (4t/13− 2) ch2

√
13

2
t2

При (λ2 − 4µ) < 0 получаем решение нагруженного уравнения Кортевега — де Фриза (1)
через тригонометрические функции:

u(ξ) =
k2(4µ− λ2)

2

−c1 sin

√
4µ−λ2
2 ξ + c2 cos

√
4µ−λ2
2 ξ

c1 cos

√
4µ−λ2
2 ξ − c2 sin

√
4µ−λ2
2 ξ

2

− λ2k2

2
+ 2k2µ. (21)

Здесь ξ = kx − k3(λ2 − 4µ)t + k
t∫
0

γ(τ)u(0, τ) dτ + Ω0; c1, c2, и Ω0 — произвольные посто-

янные. Как и предыдущем случае, u(0, t) находим из равенства (21). Пусть γ(t) имеет вид

γ(t) =

(
4t

k3(4µ− λ2)
− 2

)
cos2

√
4µ− λ2

2
t2, тогда из (21) при c1 = 1, c2 = 0, Ω0 = 0 получаем

u(x, t) =
4µ− λ2

2
k2

1

cos2
√

4µ−λ2
2 (kx+ t2)

. (22)

На рис. 2 изображена функция (22), которая является точным решением следующего
нагруженного уравнения Кортевега — де Фриза:

ut − 6uux + uxxx −
(

4t

k3(4µ− λ2)
− 2

)
cos2

√
4µ− λ2

2
t2u(0, t)ux = 0.
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Рис. 2. Решение нагруженного уравнения Кортевега — де Фриза (22)

при λ = 1, µ = 2, k = −1, γ(t) = −(4t/7 + 2) cos2
√

7

2
t2

При (λ2− 4µ) = 0 решение нагруженного уравнения Кортевега — де Фриза (1) имеет вид

u(x, t) =
2k2c22

(c1 + ξc2)2
, (23)

где ξ = kx + k
t∫
0

γ(τ)u(0, τ)dτ + Ω0; c1, c2 и Ω0 — произвольные постоянные. Функцию u(0, t)

определяем из равенства (23). Пусть γ(t) имеет вид γ(t) = t5/k3 . В этом случае при c1 = 0,
c2 = 1, Ω0 = 0 получаем

u(x, t) =
2k2

(kx+ t2)2
. (24)

На рис. 3 изображена функция (24), которая является точным решением нагруженного

уравнения Кортевега — де Фриза: ut − 6uux + uxxx −
t5

k3
u(0, t)ux = 0.

Рис. 3. Решение нагруженного уравнения Кортевега — де Фриза (24)
при λ = 2, µ = 1, k = −1, γ(t) = t5/k3

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результаты проведённого исследования показывают, что метод (G′/G)-расширения явля-
ется эффективным при получении точных решений нагруженного уравнения Кортевега — де
Фриза. Параметры c1, c2, λ, µ, k и произвольная функция γ(t) в решениях (19), (21), (23)
предоставляют достаточную свободу для построения решений.

Данный метод нетрудно реализовать с помощью известных программных пакетов, что
позволяет решать сложные нелинейные эволюционные уравнения математической физики.

Выражаем огромную благодарность рецензенту за весьма конструктивные замечания
и предложения.
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