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ВВЕДЕНИЕ

Одномерное уравнение Хопфа имеет вид

ut + uux = 0, (1)

где u = u(t, x) — функция переменных t, x ∈ R. Как хорошо известно [1], общее решение (1)
даётся формулой

tu− x = ϕ(u), (2)

где ϕ(u) — произвольная функция аргумента u.
Естественное многомерное обобщение уравнения (1) имеет вид

ukt +
n∑

s=1

usukxs = 0, k = 1, . . . , n, (3)

где (u1, . . . , un) — функции переменных t, x = (x1, . . . , xn). Если ввести дифференциальный
оператор первого порядка

D = ∂t + u1∂x1 + · · ·+ un∂xn , (4)

то система уравнений (3) примет вид
D(ū) = 0. (5)

Система (3), (5) представляет собой систему уравнений импульсов в механике континуума в
простейшем случае среды без давления.

Работа выполнена при финансовой поддержке Программ фундаментальных научных исследований
ИМ СО РАН (проект FWNF-2022-0009) и ИГиЛ СО РАН (проект FWGG-2021- 009).
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Пусть J — матрица Якоби системы функций ū = (u1, . . . , un)T :

J =


u1x1 u1x2 . . . u1xn

u2x1 u2x2 . . . u2xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
unx1 unx2 . . . unxn

 .

Дифференцируя уравнения (5) по переменным x̄ = (x1, . . . , xn), в силу строения (4) операто-
ра D получим матричное уравнение Риккати (МУР)

DJ + J2 = 0. (6)

Таким образом, из решений системы (3) можно получить решение матричного уравнения Рик-
кати (6). Если система уравнений (3) неоднородная, а именно, в правой части стоит градиент
некоторой функции h(t, x), то в правой части (6) стоит соответственно матрица Гессе [2].

МУР находит широкое применение в вариационном исчислении, теории оптимально-
го управления [3, 4]. В механике сплошной среды оно возникает в газовой динамике [5].
МУР используется при отыскании и анализе частных решений уравнений механики конти-
нуума [2, 6, 7]. В последнее время матричные дифференциальные уравнения возникают и ис-
пользуются и в более сложных моделях гидродинамики [8, 9]. Также МУР используются в чис-
ленных методах. На их использовании базируется метод послойного пересчёта для решения
систем дифференциальных уравнений второго порядка с кусочно-постоянными коэффици-
ентами [10–12]. Наличие большого запаса точных решений, заданных явными формулами,
позволяет строить модели, анализировать выводы численных и аналитических результатов
исследуемых систем уравнений.

В работе [13] приводится полное интегрирование простейшего МУР (6) для произвольного
линейного дифференциального оператора D и двумерных и трёхмерных матриц J . Решение
строится в терминах жордановой формы (верхнетреугольной) Λ-матрицы J и матрицы подо-
бия T , J = TΛT−1. В работе [14] проведено исследование матричного уравнения Риккати, ос-
нованное на анализе алгебраической структуры матриц, входящих в это уравнение. Основным
инструментом является при этом исследование условий совместности, возникающей переопре-
делённой системы [15–17]. В работе [14], в частности, приведено полное интегрирование МУР
механики континуума для размерности 2.

В настоящей работе рассматривается задача построения явных точных решений системы
уравнений (3), (5). Отсюда, как уже отмечалось, естественно получаются и точные решения
матричного уравнения Риккати (6). В разд. 1 доказывается основная теорема. В разд. 2 стро-
ятся три класса точных решений — линейные и квадратичные. В разд. 3 построено матричное
обобщённое уравнение Хопфа и его неявные решения. Отметим, что анализ решений многомер-
ного уравнения Хопфа (3) на основе инвариантов соответствующей группы преобразований
проводился в работах [2, 6].

Все рассматриваемые функции в работе предполагаются достаточно гладкими.

1. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Для системы уравнений (3), (5) имеет место формула, аналогичная (2). А именно, спра-
ведлива следующая

Теорема. Пусть ϕk(y1, . . . , yn), k = 1, . . . , n, — произвольные функции такие, что

det

(
∂ϕ

∂y
− tE

)
6= 0, E — единичная матица порядка n. Тогда функции uk = uk(t, x),

k = 1, . . . , n, x = (x1, . . . , xn), — решение системы неявных уравнений

tuk − xk = ϕk(u), k = 1, . . . , n, (7)

удовлетворяют системе (3).
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Доказательство. Пусть A =

(
∂ϕ

∂y

)
y=u

. Из системы (7) дифференцированием по пере-

менным t, x1, . . . , xn получаем

u+ t
∂u

∂t
= A

∂u

∂t
, t

∂u

∂xs
− es = A

∂u

∂xs
, s = 1, . . . , n,

где u = (u1, . . . , un)T , es = (0, . . . , 1, . . . , 0)T , s = 1, . . . , n, — вектор-столбцы. Отсюда

∂u

∂t
= (A− tE)−1u,

∂u

∂xs
= −(A− tE)−1es, s = 1, . . . , n. (8)

Система (3) может быть записана в матричном виде

∂u

∂t
+

n∑
s=1

us
∂u

∂xs
= 0. (9)

Подставляя (8) в (9), получаем

(A− tE)−1(u−
n∑

s=1

uses) = 0

— тождественное равенство. Теорема доказана. �

Замечание 1. Решение u = u(t, x) системы (7) дают общее решение системы (3), если
отображение ϕ(u) имеет обратное. А именно, при t = 0 система (7) принимает вид

−x = ϕ(u) ⇔ u = ϕ−1(−x),

если отображение y 7→ ϕ(y) обратимо. Поставим задачу Коши для (3):

Duk = 0, k = 1, . . . , n, u|t=0 = f(x),

где det

(
∂f

∂x

)
6= 0 и D определён равенством (4). Тогда f(x) = ϕ−1(−x). Полагая z = −x,

находим ϕ−1(z) = f(−z). Следовательно, если мы рассмотрим систему (7), где ϕ−1(z) = f(−z),
то получим решение u = u(t, x) такое, что u|t=0 = f(x).

2. ПРИМЕРЫ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ

В этом разделе мы рассмотрим задачу построения решений системы (4) для конкретных
функций ϕ(y). Это соответственно приведёт к построению решений системы (3) и её диффе-
ренциального следствия матричного уравнения Риккати (6).

Пример 1. Пусть n > 1 и tu − x = Au + b, где u = (u1, . . . , un)T , x = (x1, . . . , xn)T , A —
n × n постоянная матрица, b = (b1, . . . , bn)T ∈ Rn. Тогда u = (tE − A)−1(x + b) — решение
системы (3).

Пример 2. Пусть n > 2 и

t

u
1

...
un

−
x

1

...
xn

 = −

ϕ
1(u)
...

ϕn(u)

 ,

где
ϕk(u) = Ak(uk)2 +Bku

k + Ck, k = 1, . . . n,
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Ak 6= 0, Bk, Ck — произвольные функции от u1, . . . , uk−1, k = 2, . . . n и A1 6= 0, B1, C1 ∈ R.
Имеем

uk =
1

2Ak
(t−Bk ±

√
(t−Bk)2 − 4Ak(Ck + xk) ), k = 1, . . . n.

Это явные формулы для функций uk, k = 1, . . . n, так как u1 — функция переменных t, x1;
u2 — функция переменных t, x1, u1 и т. д.; un — функция переменных t, x1, u1, . . . , un−1.

В частности, пусть n = 2 и

tu1 − x1 = A1(u
1)2 +B1u

1 + C1,

tu2 − x2 = A2(u
2)2 +B2u

2 + C2,

где A1 6= 0, B1, C1 ∈ R и A2(u
1) 6= 0, B2(u

1), C2(u
1)) — произвольные функции от u1. Тогда

u1 =
1

2A1
(t−B1 ±

√
(t−B1)2 − 4A1(C1 + x1)),

u2 =
1

2A2
(t−B2 ±

√
(t−B2)2 − 4A1(C2 + x1)).

Пример 3. Пусть n = 2 и

tu1 − x1 = u1 + h(u2),

tu2 − x2 = A(u2)2 +Bu2 + C,

где h(z) — произвольная функция, A 6= 0, B,C ∈ R. Имеем

u1 =
x1

t− 1
+

1

t− 1
h

(
1

2A
(t−B ±

√
(t−A)2 − 4B(C + x2))

)
,

u2 =
1

2A
(t−B ±

√
(t−A)2 − 4B(C + x2)).

Пример 4. Пусть n > 2 и

t

u
1

...
un

−
x

1

...
xn

 =

ϕ
1(u)
...

ϕn(u)

 ,

где

ϕk(u) =
Ak

uk
+Bku

k + Ck, k = 1, . . . n,

Ak 6= 0, Bk, Ck — произвольные функции от u1, . . . , uk−1, k = 2, . . . n, и A1 6= 0, B1, C1 ∈ R.
Имеем

uk =
1

2(t−Bk)
(xk + Ck ±

√
(xk + Ck)2 + 4Ak(t−Bk)), k = 1, . . . n.

Это явные формулы для функций uk, k = 1, . . . n, так как u1 — функция переменных t, x1;
u2 — функция переменных t, x1, u1 и т. д.; un — функция переменных t, x1, u1, . . . , un−1.
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Замечание 2. Комбинации «линейного» примера 1 и «квадратичных» примеров 2, 3,
естественно, позволяют строить более сложные решения системы (7). Кроме того, если функ-
ции ϕ(u) — аналитические функции переменных ū = (u1, . . . , un), то естественно использовать
для построения точных решений системы (7) аналитические формулы типа формулы Бюрма-
на — Лагранжа обращения рядов [18].

Также было бы интересно исследовать вопросы построения точных решений системы (7),
где правая часть ϕ(u) является алгебраической функцией, например, каждая компонента пред-
ставляет собой квадратичную форму переменных ū = (u1, . . . , un):

tui − xi =

n∑
k,l=1

aiklu
kul +

n∑
k=1

aiku
k + ai, i = 1, . . . , n,

где aikl, a
i
kl, a

i
kl — некоторые постоянные. Следующие вычисления показывают, что для решения

таких систем возможно применение алгебраической теории исключения [19].
Пусть n = 2 и, используя индивидуальные обозначения x1 = x, x2 = y, u1 = u, u2 = v,

рассмотрим следующую систему:

tu− x = au2 + buv + cv2 + du+ eu+ f,

tv − x = Au2 +Buv + Cv2 +Du+ Eu+ F,

где a, . . . , F — некоторые постоянные. Исключая переменную u, получаем уравнение

a

∣∣∣∣∣∣
a bv + d− t cv2 + ev + f + x

Bv +D Cv2 + (E − t)v + F + y 0
A Bv +D Cv2 + (E − t)v + F + y

∣∣∣∣∣∣
+A

∣∣∣∣∣∣
bv + d− t cv2 + ev + f + x 0

a bv + d− t cv2 + ev + f + x
A Bv +D Cv2 + (E − t)v + F + y

∣∣∣∣∣∣ = 0

четвёртой степени относительно v с коэффициентами, зависящими от переменных t, x, y.
Отметим, что коэффициент при v4 равен

(cA− Ca)2 + (acB2 +ACb2)− (acBC + bcAB).

Решая его, находим v и далее из исходной системы при известной v находим u.

3. ОБОБЩЁННОЕ МНОГОМЕРНОЕ УРАВНЕНИЕ ХОПФА

Формулы разд. 1 естественным образом переносятся на более общие уравнения. А именно,
имеет место

Утверждение. Пусть ϕ(u) = (ϕ1(u), . . . , ϕn(u))T , ψ(u) = (ψ1(u), . . . , ψn(u))T — некото-
рые вектор-функции переменных (u1, . . . , un), f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))T — вектор-функция
переменных x = (x1, . . . , xn), причём

det

(
∂ϕ

∂u
− t∂ψ

∂u

)
6= 0, det

(
∂f

∂x

)
6= 0.

Тогда неявное решение u = u(t, x) уравнения tψ(u) + f(x) = ϕ(u) удовлетворяет системе
обобщённых уравнений Хопфа:

∂u

∂t
− ∂u

∂x

(
∂f

∂x

)−1

ψ(u) = 0. (10)
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Доказательство. Дифференцированием по переменным t, x из соотношения

tψ(u) + f(x) = ϕ(u)

находим
∂u

∂t
=

(
∂ϕ

∂u
− t∂ψ

∂u

)−1

ψ(u),
∂u

∂x
=

(
∂ϕ

∂u
− t∂ψ

∂u

)−1(∂f
∂x

).

Следовательно,
∂u

∂t
− ∂u

∂x

(
∂f

∂x

)−1

ψ(u) = 0.

Утверждение доказано. �

В частности, если f(x) = x = (x1, . . . , xn)T , то неявное решение u = u(t, x) уравнения

tψ(u)− x = ϕ(u) удовлетворяет системе уравнений
∂u

∂t
+
∂u

∂x
ψ(u) = 0.

Замечание 3. Используя алгебраическую технику исключения переменных [19] (в част-
ности, комбинацией примеров 2, 3), можно построить явные формулы для обобщённого мно-
гомерного уравнения Хопфа (10).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Многомерное уравнение Хопфа (3) можно рассматривать как частный случай системы
гидродинамического типа от n пространственных переменных [20]:

uit +
n∑

j=1

aj(u, t)uixj = 0, i = 1, . . . , n. (11)

Известно [20], что оператор локальных симметрий системы (11) имеет вид

X = α(u, t)L+
n∑

j=1

βj(u)∂xj ,

где α(u, t), βj(u), j = 1, . . . , n, — произвольные функции своих переменных и оператор L

имеет вид L = ∂t +
n∑

j=1
aj(u, t)∂xj . Применительно к системе (3) получаем L = D, и оператор

локальных симметрий имеет вид

X = α(u, t)∂t +

n∑
j=1

(α(u, t)uj + βj(u))∂xj ,

где α(u, t), βj(u), j = 1, . . . , n, — произвольные функции своих переменных. Используя группо-
вые преобразования [1, 21], можно расширить классы точных решений, приведённых в данной

работе. Например, если взять X =
n∑

j=1
βj(u)∂xj , где βj(u), j = 1, . . . , n, — произвольные функ-

ции переменных u, то соответствующее групповое преобразование имеет вид

(t, x, u) 7→ (t, x+ β(u)ε, u),

где ε — групповой параметр. Следовательно, если u = U(x, t) — решение (3), то неявное
решение системы u = U(x+ β(u)ε, t) также является решением системы (3).
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