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В ограниченной по переменной z области, имеющей слабо горизонтальную неоднород-
ность, рассматривается задача определения сверточного ядра k(t, x), t ∈ [0, T ], x ∈ R,
входящего в уравнение вязкоупругости. Предполагается, что это ядро слабо зависит от
переменной x и разлагается в степенной ряд по степеням малого параметра ε. Построен
метод нахождения первых двух коэффициентов k0(t), k1(t) этого разложения. Получены
теоремы глобальной однозначной разрешимости поставленной задачи.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим двумерное гиперболическое интегро-дифференциальное уравнение

utt = ∆u+

t∫
0

k(τ, x)∆u(t− τ, x, z) dτ (1)

в ограниченной по переменной z области D := {(t, x, z) | (t, x) ∈ R2, 0 < z < l} с начальным
и граничными условиями

u|t<0 ≡ 0, (2)(
∂u

∂z
+

t∫
0

k(τ, x)
∂u

∂z
(t− τ, x, z) dτ

)∣∣∣∣∣
z=0

= δ(x)δ′(t), (3)

(
∂u

∂z
+

t∫
0

k(τ, x)
∂u

∂z
(t− τ, x, z)dτ

)∣∣∣∣∣
z=l

= 0, (4)

где ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2
— оператор Лапласа, δ(·) — дельта-функция Дирака, l > 0 — некоторое

число.
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Уравнение (1) возникает в теории вязкоупругих тел с постоянной плотностью и коэффи-
циентами Ламе. Здесь функция u(t, x, z) имеет физический смысл, y — компоненты вектора
смещений частиц тела. Интегральный оператор в этом уравнении описывает влияние предыс-
тории на процесс распространения упругих волн, вызванных сосредоточенной силой (3), при-
ложенной на границе области D. Граничное условие на левом конце рассматриваемой области
означает, что одна из компонент тензора напряжений имеет мгновенную направленную силу.
В тоже время такая сила отсутствует на правом конце.

Обратную задачу поставим следующим образом: требуется найти ядро k(t, x), t > 0, x ∈ R,
интегрального члена в (1), если известны значения решения задачи (1)–(4) при z = 0, т. е.
задана функция

u(t, x, 0) = g(t, x), t > 0, x ∈ R. (5)

К настоящему времени изучение одномерных и многомерных обратных задач определе-
ния ядра интегрального члена интегро–дифференциальных уравнений гиперболического типа
стало объектом исследования многих учёных. В работах [1, 2] рассматривались одномерные
задачи нахождения ядра гиперболических интегро–дифференциальных уравнений с распре-
делёнными источниками возмущения, а в работах [3–12] — задачи нахождения ядра, входящего
в интегро–дифференциальное уравнение с дельта-функцией в правой части либо на граничном
условии. Для поставленных в этих работах задач доказаны теоремы существования, единствен-
ности и получены оценки устойчивости на основе принципа сжимающих отображений.

В работах [13–17] исследовались задачи определения многомерной памяти из интегро–
дифференциальных уравнений Максвелла и вязкоупругости. Получены оценки условной
устойчивости решения рассматриваемых обратных задач. В работах [18–21] для многомерных
обратных задач нахождения ядра в гиперболических интегро-дифференциальных уравнений
второго порядка доказаны теоремы однозначной локальной разрешимости в классе аналити-
ческих функций по пространственным и непрерывным по временной переменным.

Работы [22–24] посвящены численным решениям прямых задач для системы уравнений
вязкоупругости, [25–35] — численным решениям прямых и обратных задач для гиперболиче-
ских интегро–дифференциальных уравнений и систем. В них, в частности, построен численный
метод определения параметров функции памяти для горизонтально-слоистой среды.

Задача (1)–(5) относится к числу многомерных обратных задач для дифференциальных
уравнений. В настоящей работе, развивая методы решения обратных задач, использованные
в [37], мы исследуем задачу восстановления сверточного ядра интегрального члена уравне-
ния (1). При этом предполагается, что ядро k(t, x) слабо зависит от горизонтальной перемен-
ной x:

k(t, x) = k0(t) + εxk1(t) + . . . , (6)

где ε — малый параметр.
Основным результатом данной работы является то, что в ней предложен метод нахожде-

ния одномерных функций k0(t) и k1(t) с точностью до величины порядка O(ε2). Для этого,
как мы увидим далее, достаточно задать образ Фурье от функции g(t, x) по x для одного
фиксированного значения преобразования.

2. СВЕДЕНИЕ ЗАДАЧИ К СЕРИИ ОДНОМЕРНЫХ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ

Решение прямой задачи (1)–(4) будем искать в виде ряда по степеням ε, т. е.

u(t, z, x) = u0(t, z, x) + εu1(t, z, x) + . . . . (7)

Подставляя (7) в уравнение (1) и приравнивая выражения при одинаковых степенях ε, полу-
чим, в итоге, рекуррентную систему прямых задач, из которых находятся u0, u1 и т. д. Тогда,
очевидно, согласно формуле (7) функция g(t, x) будет иметь такую же структуру:

g(t, x) = g0(t, x) + εg1(t, x) + . . . . (8)
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Нетрудно проверить, что функции un(t, z, x) (а следовательно, и gn(x, t)) — чётные функ-
ции по x при чётных n и нечётные — при нечётных n. Это видно из нижеприведённых прямых
задач: un с чётным n (нечётным n) — решение задачи с чётными (нечётными) по x данными.
Тем самым по известной функции g(t, x) можно найти g0(t, x) и g1(t, x) с точностью до O(ε2):

g0(t, x) = (g(t, x) + g(t,−x))/2, g1(t, x) = g(t, x)− g(t,−x))/2.

Перейдём к решению задачи. Используя разложения функции u по формуле (7), функ-
ции k по формуле (6) и приравнивая выражения при одинаковых степенях ε, находим,
что обратная задача (1)–(5) распадается на следующие задачи последовательного определе-
ния k0, k1, . . . :

u0tt = ∆u0 +

t∫
0

k0(t− τ)∆u0(τ, x, z) dτ, (t, x, z) ∈ D, (9)

u0|t<0 ≡ 0, (10)

∂

∂z

(
u0 +

t∫
0

k0(t− τ)u0(τ, x, z) dτ

)∣∣∣∣∣
z=0

= δ(x)δ′(t), (11)

∂

∂z

(
u0 +

t∫
0

k0(t− τ)u0(τ, x, z) dτ

)∣∣∣∣∣
z=l

= 0, (12)

u0|z=0 = g0(t, x), (t, x) ∈ R2, (13)

untt = ∆un +

t∫
0

n∑
j=0

xjkj(t− τ)∆un−j(τ, x, z) dτ, (t, x, z) ∈ D, (14)

un|t<0 ≡ 0, (15)

∂

∂z

(
un +

t∫
0

n∑
j=0

xjkj(t− τ)un−j(τ, x, z) dτ

)∣∣∣∣∣
z=0

= 0, (16)

∂

∂z

(
un +

t∫
0

n∑
j=0

xjkj(t− τ)un−j(τ, x, z) dτ

)∣∣∣∣∣
z=l

= 0, (17)

un|z=0 = gn(t, x), (t, x) ∈ R2, n = 1, 2, . . . . (18)

В дальнейшем нас будут интересовать задачи определения функций k0(t) и k1(t). Для
зтого достаточно рассмотреть задачи (9)–(13) и (14)–(18) при n = 1.

Перейдём от функций uj(t, x, z), j = 1, 2, . . . , к их экспоненциальным образам Фурье по
переменной x:

ũi(t, λ, z) =

∫
R

ui(t, x, z)e
−iλx dx, λ ∈ R.

Преобразование Фурье функций uj(t, x, z), j = 1, 2, . . . , существует при любом конечном t,
так как каждая uj представляет сумму некоторой сингулярной обобщённой функции конеч-
ного порядка и регулярной функции, причём носители функций uj ограничены.

Обратные задачи (9)–(13) и (14)–(18) в терминах функций ũj выглядят как задачи на-
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хождения k0(t), k1(t) из следующих задач:

ũ0tt =

[
∂2

∂z2
− λ2

](
ũ0 +

t∫
0

k0(t− τ)ũ0(τ, λ, z) dτ

)
, (t, λ) ∈ R2, z ∈ (0, l), (19)

ũ0|t<0 ≡ 0, (20)

∂

∂z

(
ũ0 +

t∫
0

k0(t− τ)ũ0(τ, λ, z) dτ

)∣∣∣∣∣
z=0

= δ′(t), (21)

∂

∂z

(
ũ0 +

t∫
0

k0(t− τ)ũ0(τ, λ, z) dτ

)∣∣∣∣∣
z=l

= 0, (22)

ũ0|z=0 = g̃0(λ, t), (λ, t) ∈ R2, (23)

ũ1tt =

[
∂2

∂z2
− λ2

](
ũ1 +

t∫
0

k0(t− τ)ũ1(τ, λ, z) dτ

)

− i
t∫

0

k1(t− τ)

[
2λũ0(τ, λ, z) + λ2ũ0λ(τ, λ, z)− ∂2ũ0λ

∂z2

]
dτ, (t, λ) ∈ R2, z ∈ (0, l), (24)

ũ1|t<0 ≡ 0, (25)

∂

∂z

(
ũ1 +

t∫
0

(
k0(t− τ)ũ1(τ, λ, z)dτ − ik1(t− τ)

∂ũ0

∂λ
(t− τ, λ, z)

)
dτ

)∣∣∣∣∣
z=0

= 0, (26)

∂

∂z

(
ũ1 +

t∫
0

(
k0(t− τ)ũ1(τ, λ, z)dτ − ik1(t− τ)

∂ũ0

∂λ
(t− τ, λ, z)

)
dτ

)∣∣∣∣∣
z=l

= 0, (27)

ũ1|z=0 = g̃1(t, λ), (t, λ)∈ R2, (28)

соответственно, где g̃m(t, λ) =
∫
R
gm(t, x)e−iλx dx, m = 0, 1, . . . .

В следующих разделах мы исследуем обратные задачи (19)–(23) и (24)–(28).

3. ЗАДАЧА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ФУНКЦИЙ k0 И ũ0

Обратная задача (19)–(23) является переопределённой, так как для определения одной
функции k0(t) задаётся функция двух переменных (условие (23)). Ниже мы увидим, что для
однозначной разрешимости обратной задачи достаточно задать образ Фурье функции g0(t, x)
для одного фиксированного значения параметра преобразования. В дальнейшем, не оговари-
вая каждый раз, будем считать, что в равенствах (19)–(28) параметр λ фиксирован и всюду
λ 6= 0.

Введём в рассмотрение новую функцию v(t, λ, z), определив её равенством

v(t, λ, z) := ũ0(t, λ, z) +

t∫
0

k0(t− τ)ũ0(τ, λ, z) dτ.
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Нетрудно проверить, что функция ũ0(t, λ, z) выражается через v(t, λ, z) по формуле

ũ0(t, λ, z) = v(t, λ, z) +

t∫
0

r(t− τ)v(τ, λ, z) dτ, (29)

где

r(t) = −k0(t)−
t∫

0

k0(t− τ)r(τ) dτ. (30)

Для простоты предположим k0(0) = k′0(0) = 0. Следовательно, как следуют из (30) r(0) =
r′(0) = 0. Нетрудно в дальнейшем видеть, что этого можно добиться, выбирая подходящим
образом f(t) при t = 0. Относительно новых функций v(t, λ, z) и r(t) уравнения (19)–(22)
с учётом (23) принимают вид

∂2v

∂t2
=
∂2v

∂z2
− λ2v −

t∫
0

h(t− τ)v(τ, λ, z)dτ, (t, z) ∈ D, (31)

v|t<0 ≡ 0, (32)
∂v

∂z

∣∣∣∣
z=0

= δ′(t),
∂v

∂z

∣∣∣∣
z=l

= 0, (33)

где введено обозначение h(t) := r′′(t). Дополнительное условие (23) выглядит как

v(t, λ, 0) = g̃0(t, λ) +

t∫
0

k0(t− τ)g̃0(τ, λ) dτ. (34)

Лемма 1. Имеют места следующие равенства:

v(t, λ, z) ≡ 0, (z, t) ∈ D1 := {(z, t) | 0 < z < l, 0 < t < z}, (35)

v(t, λ, z) = −δ(t− z) +

t−z∫
0

τ/2∫
0

[
λ2v(τ − ξ, λ, ξ) +

τ−2ξ∫
0

h(α)v(τ − ξ − α, λ, ξ) dα
]
dξdτ

+

t∫
t−z

2τ−t+z
2∫

τ−t+z

[
λ2v(2τ − t+ z − ξ, λ, ξ) +

2τ−t+z−2ξ∫
0

h(α)v(2τ − t+ z − ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξdτ (36)

для (z, t) ∈ D2 := {(z, t) | 0 < z < l, z < t < 2l − z}.

Доказательство. В области D0 := {(z, t) | 0 < z < l, 0 < t < l/2 − |z − l/2|} ⊂ D1

по формуле Даламбера получим однородное интегральное уравнение вольтерровского типа
относительно v(t, λ, z), отсюда следует v(t, λ, z) ≡ 0.

В области D1 \D0 представляем волновой оператор в виде произведения(
∂

∂t
+

∂

∂z

)(
∂

∂t
− ∂

∂z

)
,
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интегрируем равенство (31) вдоль отрезка фиксированной характеристики пучка
∂

∂t
+

∂

∂z
и, используя условие (32), находим(

∂

∂t
− ∂

∂z

)
v

∣∣∣∣
z=l

= −
t∫

t/2

[
λ2v(τ, λ, τ − t+ l, ) +

τ∫
0

h(τ − α)v(α, λ, τ − t+ l) dα

]
dτ, t ∈ (0, l).

С учётом граничного условия (33) при z = l из этого равенства получим

v(t, λ, l) = −
t∫

0

τ∫
τ/2

[
λ2v(τ1, λτ1 + τ + l) +

τ1∫
0

h(τ1 − α)v(α, λ, τ1 − τ + l) dα

]
dτ1dτ, t ∈ (0, l).

Произведя замену переменных во внутреннем интеграле τ1 на ξ по формуле τ1− τ + l = ξ,
последнее уравнение перепишем в виде

v(t, λ, l) = −
t∫

0

l∫
l−τ/2

[
λ2v(τ− l+ξ, λ, ξ)+

τ−l+ξ∫
0

h(τ− l+ξ−α)v(α, λ, ξ) dα

]
dξdτ, t ∈ (0, l). (37)

Интегрируя уравнение (31) вдоль характеристики
dz

dt
= 1, получаем(

∂

∂t
− ∂

∂z

)
v(t, λ, z)

= −
z∫

l+z−t
2

[
λ2v(ξ + t− z, λ, ξ) +

ξ+t−z∫
0

h(ξ + t− z − α)v(α, λ, ξ) dα

]
dξ, (t, z) ∈ D1\D0.

Далее, используя формулу (37), находим уравнение для v(t, λ, z) в области D1\D0:

v(t, λ, z) = −
t+z−l∫
0

l∫
l−τ/2

[
λ2v(τ − l + ξ, λ, ξ) +

τ−l+ξ∫
0

h(τ − l + ξ − α)v(α, λ, ξ) dα

]
dξdτ

−
t∫

t+z−l

t+z−τ∫
l+t+z−2τ

2

[
λ2v(ξ, ξ + 2τ − t− z) +

ξ+2τ−t−z∫
0

h(ξ + 2τ − t− z − α)v(α, λ, ξ) dα

]
dξdτ.

Полученное уравнение является однородным уравнением вольтерровского типа с непрерыв-
ным ядром. Следовательно, v(t, λ, z) ≡ 0 в области D1\D0.

Рассмотрим теперь область D2 := {(t, z) | 0 < z < l, z < t < 2l − z}. Интегрируя (31)
вдоль соответствующей характеристики, находим

(
∂

∂t
+

∂

∂z

)
v|x=0 =

t/2∫
0

[
λ2v(t− ξ, λ, ξ) +

t−2ξ∫
0

h(α)v(t− ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξ, t ∈ (0, 2l).

В сочетании с граничным условием (33) находим v(t, λ, z) при z = 0:

v|z=0 = −δ(t) +

t∫
0

τ/2∫
0

[
λ2v(τ − ξ, λ, ξ) +

τ−2ξ∫
0

h(α)v(τ − ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξdτ, t ∈ (0, 2l).



20 Д. К. Дурдиев, Ж. Ш. Сафаров

Используя последнее равенство, интегрированием (31) по характеристикам
dz

dt
= −1 и

dz

dt
= 1

получим интегральное уравнение (36) для v(t, λ, z) в области D2. �

В уравнении (36) заменим во внешнем интеграле последнего слагаемого переменное ин-
тегрирование τ на β по формуле t− τ = β и функцию v(t, λ, z) представим в виде

v(t, λ, z) = ṽ(t, λ, z)− δ(t− z), (38)

где ṽ(t, λ, z) — регулярная функция. Тогда уравнение (36) принимает вид

ṽ(t, λ, z) = −λ
2

2
t+

t−z∫
0

τ/2∫
0

[
λ2ṽ(τ − ξ, λ, ξ)− h(τ − 2ξ) +

τ−2ξ∫
0

h(α)ṽ(τ − ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξdτ

+

z∫
0

t−2β+z
2∫

z−β

[
λ2ṽ(t− 2β + z − ξ, λ, ξ)− h(t− 2β + z − 2ξ)

+

t−2β+z−2ξ∫
0

h(α)ṽ(t− 2β + z − ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξdβ, (39)

следовательно, ṽ(t, λ, z)|t=z+0 = −zλ2/2. Для разрешимости обратной задачи заметим, что
функция g̃0(t, λ) должна иметь следующую структуру: g̃0(t, λ) = g̃00(t, λ) − δ(t). Тогда из
условия (34) получим

ṽ(t, λ, 0) = g̃00(t, λ)− k0(t) +

t∫
0

k0(t− τ)g̃00(τ, λ) dτ. (40)

Таким образом, функция ṽ(t, λ, z) удовлетворяет в области D2 уравнениям

∂2ṽ

∂t2
=
∂2ṽ

∂z2
− λ2ṽ − h(t− z)−

t∫
0

h(t− τ)ṽ(τ, λ, z) dτ, (t, z) ∈ D2, (41)

ṽ|t<0 ≡ 0, (42)
∂ṽ

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0,
∂ṽ

∂z

∣∣∣∣
z=l

= 0. (43)

В уравнении (39) положим z = 0 и воспользуемся дополнительным условием (40):

g̃00(t, λ)− k0(t) +

t∫
0

k0(t− τ)g̃00(τ, λ) dτ = −λ
2

2
t

+

t∫
0

τ/2∫
0

[
λ2ṽ(τ − ξ, λ, ξ)− h(τ − 2ξ) +

τ−2ξ∫
0

h(α)ṽ(τ − ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξdτ, t ∈ (0, 2l).

Отсюда, в частности, следует необходимое условие разрешимости обратной задачи g̃00(0, λ)=0.
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Дифференцируя предыдущее интегральное уравнение два раза по t, разрешая относи-
тельно h(t), получим

h(t) = −λ
4

4
t− 2g̃′′00t(t, λ) + 2k′′0(t)− 2

t∫
0

k′′0(t− τ)g̃00(τ, λ) dτ

+ 2

t/2∫
0

[
λ2ṽt(t− ξ, λ, ξ)−

λ2

2
ξh(t− 2ξ) +

t−2ξ∫
0

h(α)ṽt(t− ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξ. (44)

Отсюда

h′(t) = −3λ4

4
+
λ2t2

4
h(0)− 2g̃′′′00t(t, λ) + 2k′′′0 (t) + 2

t∫
0

k′′0(τ)g̃′00(t− τ, λ) dτ − λ2

4

t∫
0

h(ξ) dξ

+ 2

t/2∫
0

[
λ2ṽtt(t− ξ, λ, ξ)−

(
λ2

2
+

1

2
h(0)ξ

)
h(t− 2ξ) +

t−2ξ∫
0

h(α)ṽtt(t− ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξ. (45)

Для дальнейших исследований нам необходимо знать производные ṽt и ṽtt функции ṽ.
Вычислим их:

ṽt(t, λ, z) = −λ
2

2
− λ4

8
tz − 1

2
h(t− z)z

+

t−z
2∫

0

[
λ2ṽ(t− z − ξ, λ, ξ)− h(t− z − 2ξ) +

t−z−2ξ∫
0

h(α)ṽ(t− z − ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξ

+

z∫
0

t+z−2β
2∫

z−β

[
λ2ṽt(t+ z − 2β − ξ, λ, ξ)− λ2

2
ξh(t− 2β + z − 2ξ)

+

t−2β+z−2ξ∫
0

h(α)ṽt(t− 2β + z − ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξdβ, (46)

ṽtt(t, λ, z) = −λ
4

8
t(1 + z)− z

2
h′(t− z) +

1

2
m(z)h(t− z)

+

t−z
2∫

0

[
λ2ṽt(t− z − ξ, λ, ξ)−

λ2

2
ξh(t− z − 2ξ) +

t−z−2ξ∫
0

h(α)ṽt(t− z − ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξ

−
z∫

0

t+z−2β
2∫

z−β

[
λ2ṽtt(t+ z − 2β − ξ, λ, ξ)− 1

(
λ4

8
ξ2 − h(0)

2
ξ +

λ2

2

)
h(t+ z − 2β − 2ξ)

−
t+z−2β−2ξ∫

0

h(α)ṽtt(t+ x− 2β − ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξdβ, (47)
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где введено обозначение m(z) = λ2z2/4 − 1. Для замыкания системы интегральных уравне-
ний (39) и (44)–(47) используются следующие очевидные равенства:

k0(t) =

t∫
0

(t− τ)k′′0(τ) dτ, (48)

k′0(t) =

t∫
0

k′′0(τ) dτ, (49)

k′′0(t) = −h(t)− λ2k0(t)−
t∫

0

h(t− τ)k0(τ) dτ, (50)

k′′′0 (t) = −h′(t)− λ2k′0(t)−
t∫

0

h(τ)k′0(t− τ) dτ. (51)

Теорема 1. Пусть g̃00(t, λ) ∈ C3[0, 2l] и g̃00(+0, λ) = 0, g̃′00t(+0, λ) = −λ2/2. Тогда суще-
ствует единственное решение обратной задачи (9)–(13): k0(t) ∈ C3[0, 2l] для любого l > 0.

Доказательство. Уравнения (39) и (44)–(51) определяют в D2 замкнутую систему инте-
гральных уравнений, относительно девяти неизвестных функций ṽ(t, λ, z), ṽt(t, λ, z), ṽtt(t, λ, z),
h(t), h′(t), k0(t), k′0(t), k′′0(t), k′′′0 (t). Отметим тот факт, что было бы достаточно рассмотрения
шести функций ṽ(t, λ, z), ṽt(t, λ, z), h(t), k0(t), k′0(t), k′′0(t), также образующих замкнутую си-
стему в D2, но при доказательстве теоремы 3 возникает необходимость функций ṽtt(t, λ, z),
h′(t), k′′′0 (t), поэтому с самого начало будем рассматривать систему из девяти функций. Эту
систему можно представить в виде операторного уравнения

Aϕ = ϕ, (52)

где

ϕ = [ϕ1(t, λ, z), ϕ2(t, λ, z), ϕ3(t, λ, z), ϕ4(t), ϕ5(t), ϕ6(t), ϕ7(t), ϕ8(t), ϕ9(t)]

=

[
ṽ(t, λ, z), ṽt(t, λ, z) +

z

2
h(t− z), ṽtt(t, λ, z) +

z

2
h′(t− z) +

1

2
m(z)h(t− z), h(t)− 2k′′0(t),

h′(t)− 2k′′′0 (t), k0(t), k′0(t), k′′0(t) + h(t) + λ2k0(t), k′′′0 (t) + h′(t) + λ2k′0(t)

]
— векторная функция с компонентами ϕi, i = 1, 9, а оператор A определён на множе-
стве функций ϕ ∈ C[D2] и в соответствии с равенствами (39) и (44)–(51) имеет вид A =
(A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9), где

A1ϕ = ϕ01 +

t−z∫
0

τ/2∫
0

[
λ2ϕ1(t− ξ, λ, ξ)− 1

3
(2ϕ8(t− 2ξ) + ϕ4(t− 2ξ)− 2λ2ϕ6(t− 2ξ))

+
1

3

t−2ξ∫
0

[2ϕ8(α) + ϕ4(α)− 2λ2ϕ6(α)]ϕ1(ξ, λ, t− ξ − α) dα

]
dξdτ

+

t∫
t−z

2τ−t+z
2∫

τ−t+z

[
λ2ϕ1(t− 2β + z − ξ, λ, ξ)
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− 1

3

(
2ϕ8(t− 2β + z − 2ξ) + ϕ4(t− 2β + z − 2ξ)− 2λ2ϕ6(t− 2β + z − 2ξ)

)

+
1

3

2τ−t+z−2ξ∫
0

[2ϕ8(α) + ϕ4(α)− 2λ2ϕ6(α)]ϕ1(2τ − t+ z − ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξdτ, (53)

A2ϕ = ϕ02 +

t−z
2∫

0

[
ϕ1(t− z − ξ, λ, ξ)− 1

3
(2ϕ8(t− z − 2ξ) + ϕ4(t− z − 2ξ)− 2λ2ϕ6(t− z − 2ξ))

− 1

3

t−z−2ξ∫
0

[2ϕ8(α) + ϕ4(α)− 2λ2ϕ6(α)]ϕ1(t− z − ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξ

+

z∫
0

t+z−2β
2∫

x−β

[
λ2ϕ2(t+ z − 2β − ξ, λ, ξ)− λ2

6
ξ[2ϕ8(t+ z − 2β − 2ξ) + ϕ4(t+ z − 2β − ξ)

− 2λ2ϕ6(t+ z − 2β − 2ξ)] +
1

3

t+z−2β−2ξ∫
0

[2ϕ8(α) + ϕ4(α)− 2λ2ϕ6(α)]

(
λ2ϕ2(t+ z − 2β − ξ, λ, ξ)

− λ2

6
ξ[2ϕ8(t+ z − 2β − 2ξ) + ϕ4(t+ z − 2β − ξ)− 2λ2ϕ6(t+ z − 2β − 2ξ)]

)
dα

]
dξdβ, (54)

A3ϕ = ϕ03 +

t−z
2∫

0

[
λ2ϕ2(t− z− ξ, λ, ξ)− λ

2

6
ξ[2ϕ8(t− z− 2ξ) +ϕ4(t− z− 2ξ)− 2λ2ϕ6(t− z− 2ξ)]

+
1

3

t−z−2ξ∫
0

[2ϕ8(α) + ϕ4(α)− 2λ2ϕ6(α)]

(
λ2ϕ2(t− z − ξ − α, λ, ξ)

− λ2

6
ξ[2ϕ8(t− z − 2ξ − α) + ϕ4(t− z − 2ξ − α)− 2λ2ϕ6(t− z − 2ξ − α)]

)
dα

]
dξ

+

z∫
0

t+z−2β
2∫

z−β

[
λ2ϕ2(t+z−2β−ξ, λ, ξ)−λ

2

6
[2ϕ8(t+z−2β−2ξ)+ϕ4(t+z−2β−2ξ)−2λ2ϕ6(t+z−2β−2ξ)]

− λ2ξ

6
[2ϕ9(t+ x− 2β − ξ) + ϕ5(t+ x− 2β − ξ)− 2λ2ϕ7(t+ x− 2β − ξ)]

−
(
h(0)

6
ξ − λ2

6

)
[2ϕ8(t+ z − 2β − 2ξ) + ϕ4(t+ z − 2β − 2ξ)− 2λ2ϕ6(t+ z − 2β − 2ξ)]

+
1

3

t+z−2β−2ξ∫
0

[
2ϕ8(α) +ϕ4(α)−2λ2ϕ6(α)]

[
ϕ3(t+x−2β− ξ−α, λ, ξ)− ξ

6
[2ϕ9(t+x−2β−2ξ−α)

+ ϕ5(t+ x− 2β − 2ξ − α)− 2λ2ϕ7(t+ x− 2β − 2ξ − α)] +
1

6
[2ϕ8(t+ z − 2β − 2ξ − α)

+ ϕ4(t+ z − 2β − 2ξ − α)− 2λ2ϕ6(t+ z − 2β − 2ξ − α)]

]
dα

]
dξdβ, (55)



24 Д. К. Дурдиев, Ж. Ш. Сафаров

A4ϕ = ϕ04 −
1

3

t∫
0

[2ϕ8(τ)− ϕ4(τ)− 2λ2ϕ6(τ)]g̃00(t− τ, λ) dτ

− 2

t/2∫
0

[
λ2[ϕ2(t− ξ, λ, ξ)− ξ

6
[2ϕ8(t− 2ξ) + ϕ4(t− 2ξ)− 2λ2ϕ6(t− 2ξ)]− λ2ϕ5(t− 2ξ)]

− 1

3

t−2ξ∫
0

[2ϕ8(α) + ϕ4(α)− 2λ2ϕ6(α)][ϕ2(t− ξ − α, λ, ξ)

− ξ

6
[2ϕ8(t− 2ξ − α)− ϕ4(t− 2ξ − α)− 2λ2ϕ6(t− 2ξ] dα

]
dξ, (56)

A5ϕ = ϕ05 −
1

3

t∫
0

[ϕ8(τ)− 2ϕ4(τ)− λ2ϕ6(τ)]g̃′00(t− τ, λ) dτ

− 2

t/2∫
0

[
λ2[ϕ3(t− ξ, λ, ξ)− ξ

6
[2ϕ9(t− 2ξ) + ϕ5(t− 2ξ)− 2λ2ϕ7(t− 2ξ)]

− 1

6
[2ϕ8(t− 2ξ) + ϕ4(t− 2ξ)− 2λ2ϕ6(t− 2ξ)]

−
(
h(0)

6
ξ − λ2

6

)
[2ϕ8(t− 2ξ) + ϕ4(t− 2ξ)− 2λ2ϕ6(t− 2ξ)]

+
1

3

t−2ξ∫
0

[2ϕ8(α) + ϕ4(α)− 2λ2ϕ6(α)]

(
ϕ3(t− ξ − α, λ, ξ) +

ξ

6
[2ϕ8(t− 2ξ − α)

+ ϕ4(t− 2ξ − α)− 2λ2ϕ6(t− 2ξ − α)]

− 1

6
[2ϕ8(t− 2ξ − α) + ϕ4(t− 2ξ − α)− λ2ϕ6(t− 2ξ − α)]

)
dα

]
dξ, (57)

A6ϕ = ϕ06 +
1

3

t∫
0

(t− τ)[ϕ8(τ)− ϕ4(τ)− λ2ϕ6(τ)] dτ, (58)

A7ϕ = ϕ07 +
1

3

t∫
0

[ϕ8(τ)− ϕ4(τ)− λ2ϕ6(τ)] dτ, (59)

A8ϕ = ϕ08 +
1

3

t∫
0

[2ϕ8(τ) + ϕ4(τ)− 2λ2ϕ6(τ)]ϕ6(t− τ) dτ, (60)

A9ϕ = ϕ09 +
1

3

t∫
0

[2ϕ8(τ) + ϕ4(τ)− 2λ2ϕ6(τ)]ϕ7(t− τ) dτ, (61)

где введено обозначение
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ϕ0(t, λ, z) = (ϕ01, ϕ02, ϕ03, ϕ04, ϕ05, ϕ06, ϕ07, ϕ08, ϕ09)

:=

[
− λ2

2
(t− z),−λ

2

2
,−λ

2

8
h(0)tz − λ4z

4
,−2g̃′′00t(t, λ),

λ4

2
+

1

4
h(0)t− 2g̃′′′00t(t, λ), 0, 0, 0, 0

]
.

Обозначим через Cσ банахово пространство непрерывных функций, порождённых семей-
ством весовых норм

‖ϕ‖σ = max{ sup
(t,λ,z)∈D2

|ϕi(t, λ, z)e−σt|, i = 1, 3, sup
t∈[0,2l]

|ϕj(t)e−σt|, j = 4, 9}, σ > 0.

При σ = 0 данное пространство совпадает с пространством непрерывных функций с обычной
нормой. Эту норму будем обозначать далее ‖ϕ‖. Из неравенства

e−σt‖ϕ‖ 6 ‖ϕ‖σ 6 ‖ϕ‖ (62)

следует эквивалентность норм ‖ϕ‖σ и ‖ϕ‖ при любом фиксированном l ∈ (0,∞). Число σ
выберем позже. Пусть Qσ(ϕ0, ‖ϕ0‖) := {ϕ | ‖ϕ − ϕ0‖ 6 ‖ϕ0‖} — шар радиуса ‖ϕ0‖ с центром
в точке ϕ0 некоторого весового пространства Cσ(σ > 0), в котором

‖ϕ0‖ = max(‖ϕ01‖, ‖ϕ02‖, ‖ϕ03‖, ‖ϕ04‖, ‖ϕ05‖, ‖ϕ06‖), ‖ϕ07‖, ‖ϕ08‖, ‖ϕ09‖).

Нетрудно заметить, что для Qσ(ϕ0, ‖ϕ0‖) имеет место оценка

‖ϕ‖σ 6 ‖ϕ0‖σ + ‖ϕ0‖ 6 2‖ϕ0‖.

Пусть ϕ(x, t) ∈ Qσ(ϕ0, ‖ϕ0‖). Покажем, что при подходящем выборе σ > 0 оператор A
переводит шар в шар, т. е. Aϕ ∈ Qσ(ϕ0, ‖ϕ0‖). На самом деле, с помощью равенств (53)–(61)
составляя норму разностей, для (t, z) ∈ D2 имеем

‖A1ϕ− ϕ01‖σ = sup
(t,z)∈D2

|(A1ϕ− ϕ01)e−σt| = sup
(t,z)∈D2

∣∣∣∣∣
t−z∫
0

τ/2∫
0

[
λ2ϕ1(t− ξ, λ, ξ)e−σ(t−ξ)e−σξ

− 1

3
(2ϕ8(t− 2ξ) + ϕ4(t− 2ξ)− 2λ2ϕ6(t− 2ξ))e−σ(t−2ξ)e−2σξ

+
1

3

t−2ξ∫
0

[2ϕ8(α) + ϕ4(α)− 2λ2ϕ6(α)]e−σαϕ1(t− ξ − α, λ, ξ)e−σ(t−ξ−α)e−σξ dα

]
dξdτ

+

t∫
t−z

2τ−t+z
2∫

τ−t+z

[
λ2ϕ1(2τ − t+ z − ξ, λ, ξ)e−σ(2τ−t+z−ξ)e−σ(ξ−2τ−z)

− 1

3
(2ϕ8(t− 2β+ z− 2ξ) +ϕ4(t− 2β+ z− 2ξ)− 2λ2ϕ6(t− 2β+ z− 2ξ))e−σ(2τ−t+z−2ξ)e−σ(2ξ−2τ−z)

+
1

3

2τ−t+z−2ξ∫
0

[2ϕ8(α) + ϕ4(α)− 2λ2ϕ6(α)]e−σαϕ1(2τ − t+ z − ξ − α, λ, ξ)

× e−σ(2τ−t+z−ξ−α)e−σ(2t+ξ−2τ−z) dα

]
dξdτ

∣∣∣∣∣ 6 2‖ϕ0‖
σ

l[3λ2 + (3 + 2λ2)(4‖ϕ0‖l+ 2/3)] =:
‖ϕ0‖
σ

α1.

Аналогичным образом получим оценки

‖Ajϕ− ϕ0j‖σ 6
‖ϕ0‖
σ

αj , j = 2, 9,
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где

(α2, α3, α4, α5, α6, α7, α8, α9) =

{
2[λ2l + 1 + L(1 + λ2l2 + (16 + 2λ2(1 + l))‖ϕ0‖)],

2[λ2L(1 + L+
1

2
L(1 + l)) + λ2(L+ 1)(4λ2L+ 3(1 + lL))‖ϕ0‖],

2[6λ2 + 2L(G0 + l + 8(1 + l2L)|ϕ0‖)], 2[2(λ2 + L(G1 + l + 1 + 6L0) + 8(2L+ l2)/3‖ϕ0‖],
(2 + λ2)

3
l,

(2 + λ2)

3
, 2

[
2

9
l2‖ϕ0‖

(
3 +

5λ2

2

)(
2 +

5λ2

4

)]}
, 2

[
2

9
l3‖ϕ0‖

(
3 +

5λ2

2

)(
2 +

5λ2

4

)]
.

Здесь введены обозначения:

L = (3 + 2λ2)/6, L0 = h(0)l/6− λ2/6, G0 = max
t∈[0,2l]

|g0(t, λ)|, G1 = max
t∈[0,2l]

∣∣g′0(t, λ)
∣∣.

Выбирая σ > α0 := max(α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7, α8, α9), получим, что A переводит шар
Qσ(ϕ0, ‖ϕ0‖) в шар Qσ(ϕ0, ‖ϕ0‖).

Пусть теперь ϕ1, ϕ2 — любые два элемента из Qσ(ϕ0, ‖ϕ0‖). Тогда, используя вспомога-
тельные неравенства вида∣∣ϕ1

iϕ
1
j − ϕ2

iϕ
2
j

∣∣e−σt 6 ∣∣ϕ1
i

∣∣∣∣ϕ1
j − ϕ2

j

∣∣e−σt +
∣∣ϕ2
j

∣∣∣∣ϕ1
i − ϕ2

i

∣∣e−σt 6 4‖ϕ0‖
∥∥ϕ1 − ϕ2

∥∥
σ

для (t, z) ∈ D2, получим

‖(Aϕ1 −Aϕ2)j‖σ = sup
(t,z)∈D2

|(Aϕ1 −Aϕ2)je
−σt| 6 ‖ϕ

1 − ϕ2‖σ
σ

β0,

где

β0 = max

{
[3λ2 + (3 + 2λ2)(8‖ϕ0‖l + 2/3)], [λ2l + 1 + L(1 + λ2l2 + 2(16 + 2λ2(1 + l))‖ϕ0‖)],

[λ2L(1 +L+L(1 + l)/2) + 2λ2(L+ 1)(4λ2L+ 3(1 + lL))‖ϕ0‖], [6λ2 + 2L(G0 + l+ 16(1 + l2L)|ϕ0‖)],

[2(λ2 + L(G1 + l + 1 + 6L0) + 16(2L+ l2/3)‖ϕ0‖],
(2 + λ2)

6
l,

(2 + λ2)

6
,

2

[
2

9
l2‖ϕ0‖

(
3 +

5λ2

2

)(
2 +

5λ2

4

)]}
, 2

[
2

9
l3‖ϕ0‖

(
3 +

5λ2

2

)(
2 +

5λ2

4

)]
.

Из полученных оценок следует, что если число σ будет выбрано из условия σ >
max(α0, β0), то оператор A является сжимающим на Qσ(ϕ0, ‖ϕ0‖) и по принципу Банаха суще-
ствует единственное решение уравнения (52) в Qσ(ϕ0, ‖ϕ0‖) при любом фиксированном l > 0.
Теорема 1 доказана. �

Пусть K(m0) — множество функций k0(t) ∈ C[0, 2l], удовлетворяющих при некотором
l > 0 условию ‖k0‖C[0,2l] 6 m0 с постоянной m0 > 0.

Теорема 2. Пусть k1
0(t), k2

0(t) ∈ K(m0) — два решения обратной задачи (9)–(13) с дан-
ными g1

0 и g2
0 соответственно. Тогда найдётся такое положительное число C = C(m0, l),

что выполняется неравенство∥∥k1
0(t)− k2

0(t)
∥∥
C[0,2l]

6 C
∥∥g1

0 − g2
0

∥∥
C3[0,2l]

. (63)
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Доказательство. Пусть ϕ1 и ϕ2 — две вектор-функции, которые являются решения-
ми (52) с данными g1

0 и g2
0 соответственно, т. е. ϕj = Aϕj при j = 1, 2. Переходя в интегральных

уравнениях к разностям ϕ1
i − ϕ2

i , i = 1, 8, как в работе [37], из рассуждений, сделанных при
доказательстве теоремы 1 для σ > σ0, получим оценку

‖ϕ1 − ϕ2‖σ 6 C0

∥∥g1
0 − g2

0

∥∥
C3[0,2l]

+
σ

σ0
‖ϕ1 − ϕ2‖σ, (64)

где постоянная C0 зависит от тех же параметров, что и C. Из неравенств (62) и (64) следует
оценка ∥∥k1

0(t)− k2
0(t)

∥∥
C[0,2l]

6
C0σ

|σ − σ0|
∥∥g1

0 − g2
0

∥∥
C3[0,2l]

.

Если в этом неравенстве обозначить
C0σ

|σ − σ0|
=: C,

то получим оценку (63). Теорема 2 доказана. �

А теперь установим некоторые факты, которые пригодятся при доказательствах теорем
разд. 4. Из формул (29) и (38) следует, что u0 выражается через ṽ по формуле

ũ0(t, λ, z) = ṽ(t, λ, z)− δ(t− z) +

t∫
0

r(t− τ)(ṽ(τ, λ, z)− δ(τ − z)) dτ. (65)

Так как в области t > z > 0 имеем ṽ(t, x, z) = v(t, x, z), то, убирая волну функции ṽ и диффе-
ренцируя уравнение (65) по λ, получим

ũ0λ(t, λ, z) = vλ(t, λ, z) +

t∫
z

r(t− τ)vλ(τ, λ, z) dτ. (66)

Следует отметить, что для функции vλ справедлива следующая задача, получаемая диф-
ференцированием (40)–(43) по λ:

∂2vλ
∂t2

=
∂2vλ
∂z2

− 2λv − λ2vλ −
t∫
z

h(t− τ)vλ(τ, λ, z)dτ, (t, z) ∈ D2, (67)

vλ|t=z+0 = −λz, (68)
∂vλ
∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0,
∂vλ
∂z

∣∣∣∣
z=l

= 0, (69)

ṽλ(t, λ, 0) = g̃0λ(t, λ) +

t∫
0

k0(t− τ)g̃0λ(τ, λ) dτ. (70)

Лемма 2. В области D2 функция ṽλ(t, λ, z) ∈ C3(D2) и имеет место интегральное
уравнение

vλ(t, λ, z) =
1

2

[
g̃0λ(t+z, λ)+g̃0λ(t−z, λ)+

t+z∫
0

k0(t+z−τ)g̃0λ(τ, λ) dτ+

tz∫
0

k0(t−z−τ)g̃0λ(τ, λ) dτ

]

− 1

2

z∫
0

t+z−ξ∫
t−z+ξ

[
λ2vλ(τ, λ, ξ) + 2λv(τ, λ, ξ) +

τ∫
ξ

h(τ − α)v(α, λ, ξ) dα+

τ∫
ξ

k1(τ − α) dα

]
dτdξ, (71)
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Доказательство. Воспользуемся эквивалентным описанием области D2 в виде D2 =
{(t, z) | 0 < t < 2l, t < z < 2l − t}. С помощью формулы Даламбера из уравнения (67)
и начальных условий (70), (69)(имеется в виду первое из двух условий (69)) получим линейное
интегральное уравнение (71) в области D2. Из теории интегральных уравнений следует, что
уравнение (71) имеет единственное, непрерывное решение в D2. Степень гладкости решения
устанавливается при помощи дифференцирования уравнения (71) достаточное количество раз.
Легко проверяется, что правая часть продифференцированного уравнения будет непрерывной,
а следовательно, будет непрерывна и левая часть [38, гл. 2]. Таким образом, vλ ∈ C3[D2]. �

4. ЗАДАЧА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ФУНКЦИЙ k1 и ũ1

Функции k0 и ũ0 будем считать известными. Введём в рассмотрение новую функцию
w(t, λ, z), как в предыдущем разделе, следующим образом:

w(t, λ, z) := ũ1(t, λ, z) +

t∫
0

k0(t− τ)ũ1(τ, λ, z) dτ.

Тогда функция ũ1(t, λ, z) выражается через w(t, λ, z) по формуле

ũ1(t, λ, z) = w(t, λ, z) +

t∫
0

r(t− τ)w(τ, λ, z) dτ,

где

r(t) = −k0(t)−
t∫

0

k0(t− τ)r(τ) dτ.

Относительно новых функций w(t, λ, z) и r(t) уравнения (24)–(27) с учётом (28) прини-
мают вид

∂2w

∂t2
=
∂2w

∂z2
− λ2w −

t∫
0

h(t− τ)w(τ, λ, z) dτ

− i
t∫

0

k1(t− τ)

[
2λũ0(τ, λ, z) + λ2ũ0λ(τ, λ, z)− ∂2ũ0λ

∂z2

]
dτ, (z, t) ∈ D2, λ ∈ R, (72)

w|t<0 ≡ 0, (73)[
∂w

∂z
− i

t∫
0

k1(t− τ)
∂ũ0λ

∂z
dτ

]∣∣∣∣∣
z=0

= 0, (74)

[
∂w

∂z
− i

t∫
0

k1(t− τ)
∂ũ0λ

∂z
dτ

]∣∣∣∣∣
z=l

= 0, (75)

w|z=0 = a1(t, λ), (76)

w|t=z = 0, (77)
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где h(t) := r′′(t),

a1(t, λ) := g̃1(t, λ) +

t∫
0

k0(t− τ)g̃1(τ, λ) dτ. (78)

Используя формулы (65)–(69), последние слагаемые (72), (74) и (75) преобразуются сле-
дующим образом:

t∫
0

k1(t− τ)
∂ũ0λ

∂z
dτ =

t∫
z

k1(t− τ)

[
∂vλ(τ, λ, z)

∂z
dτ −

η∫
z

r(τ − η)
∂vλ(τ, λ, η)

∂z
dη

]
dτ,

t∫
0

k1(t− τ)
∂2ũ0λ

∂z2
dτ =

t∫
z

k1(t− τ)

[
∂2vλ
∂z2

dτ −
η∫
z

r(τ − η)
∂2vλ
∂z2

dη

]
dτ,

t∫
0

λ2k1(t− τ)u0λ(τ, λ, z) dτ =

t∫
z

λ2k1(t− τ)

[
v(τ, λ, z)−

η∫
z

r(τ − η)v(τ, λ, η) dη

]
dτ,

t∫
0

2λk1(t− τ)ũ0(τ, λ, z) = −2λk1(t− z)− 2λ

t∫
z

k1(t− τ)r(τ − z)dτ

+ 2λ

t∫
z

k1(t− τ)

[
v(τ, λ, z) +

τ∫
z

r(τ − η)v(η, λ, z) dη

]
dτ.

Таким образом, задачу (72)–(77) можно переписать в следующем виде:

∂2w

∂t2
=
∂2w

∂z2
− λ2w + λ1k1(t− z)−

t∫
z

h(t− τ)w(τ, λ, z) dτ −
t∫
z

k1(t− τ)s(τ, λ, z) dτ,

(z, t) ∈ D2, λ ∈ R, λ1 := 2iλ,

(79)

w|t<0 ≡ 0, (80)
∂w

∂z
|z=0= 0,

∂w

∂z
|z=l= 0, (81)

w|z=0 = a1(t, λ), (82)

w|t=z = 0, (83)

s(t, λ, z) := i

[
λ2

(
v(t, λ, z)−

t∫
z

r(t− τ)v(τ, λ, z) dτ

)
+
∂2vλ
∂z2

−
t∫
z

r(t− τ)
∂2vλ
∂z2

dτ

+ 2λ

t∫
z

k1(t− τ)r(τ − z) dτ − 2λ

t∫
z

k1(t− τ)

[
v(τ, λ, z) +

τ∫
z

r(τ − η)v(η, λ, z) dη

]]
. (84)
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Лемма 3. В области D2 имеет место соотношение

s(t, λ, z)|t=z+0 = − iλ
2

2
z. (85)

Доказательство. При t = z + 0 все слагаемые (84), кроме первого, обратятся в нуль,
а в первом слагаемом, если вместо (v(z+ 0, λ, z) поставим известное значение ṽ(t, λ, z)|t=z+0 =

−λ
2

2
z, исходящее непосредственно из (39), то получим (85). �

Заметим, что неизвестные функции входят в уравнение (24) линейным образом. Заме-
ним систему равенств (79)–(83) эквивалентными интегральными уравнениями. С помощью
формулы Даламбера из (79), (81), (82) получим уравнение

w(t, λ, z) =
1

2
[a1(t− z, λ) + a1(t+ z, λ)]− 1

2

z∫
0

t+z−ξ∫
t−z+ξ

[
λ2w(τ, λ, ξ)− λ1k1(τ − ξ)

+

τ∫
ξ

h(τ − α)w(α, λ, ξ) dα+

τ∫
ξ

k1(τ − α)s(α, λ, ξ) dα

]
dτdξ. (86)

Переходя в этом равенстве к пределу при t→ z+0 и учитывая условия w|t=z = 0 и a1(0, λ) = 0,
находим

a1(2z, λ)

=

z∫
0

2z−ξ∫
ξ

[
λ2w(τ, λ, ξ)−λ1k1(τ−ξ)+

τ−ξ∫
0

h(α)w(τ−α, λ, ξ) dα+

τ−ξ∫
0

k1(α)s(τ−α, λ, ξ) dα

]
dτdξ.

Для получения интегрального уравнения относительно k1(t) дифференцируем два раза
по t последнее уравнение, предварительно заменив 2z на t:

k1(t) =
2

λ1
a′′1(t, λ)− 2

λ1

{ t/2∫
0

[
λ2wt(t− ξ, λ, ξ)

+

t−2ξ∫
0

h(α)wt(t− ξ − α, λ, ξ) dα+

t−2ξ∫
0

k1(α)st(t− ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξ

}
. (87)

Дифференцируя (86) по t, с учётом (85) получим уравнения относительно wt:

wt(t, λ, z)

=
1

2

[
a′1(t− z, λ) + a′1(t+ z, λ)

]
− 1

2
λ1k1(t− z)z +

1

2

z∫
0

{
λ2w(t+ z − ξ, λ, ξ)− λ2w(t− z + ξ, λ, ξ)

− λ1k1(t+ z − 2ξ)−
t+z−2ξ∫

0

h(α)w(t+ z − ξ − α, λ, ξ) dα+

t−z∫
0

h(α)w(t− z + ξ − α, λ, ξ) dα

+

t+z−2ξ∫
0

k1(α)s(t+ z − ξ − α, λ, ξ) dα−
t−z∫
0

k1(α)s(t− z + ξ − α, λ, ξ) dα

}
dξ. (88)
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Уравнения (86)–(88) образуют замкнутую линейную систему интегральных уравнений
Вольтерра второго рода в области D2 относительно функций w(t, x, z), wt(t, x, z), k1(t) для
фиксированного λ.

Так как в уравнении (87) присутствует st(t, λ, z), то для дальнейших рассуждений мы
должны показать принадлежность s(t, λ, z) классу C1[D2]. Следовательно, необходимо пока-
зать, что vλ(t, λ, z) ∈ C3[D2]. Принадлежность vλ(t, λ, z) классу C3[D2] доказана в лемме 2.

Основными результатами этого раздела являются теоремы 3 и 4 однозначной глобальной
разрешимости и устойчивости обратной задачи определения k1(t).

Теорема 3. Пусть g̃00(t, λ) ∈ C3[0, 2l], g̃00(+0, λ) = 0, g̃′00(+0, λ) = −λ2/2, g̃1(+0, λ) ∈
C2[0, 2l], g̃1(+0, λ) = g̃′1(+0, λ) = 0. Тогда существует единственное решение обратной зада-
чи (24)–(28), k1(t) ∈ C2[0, 2l], для любого l > 0.

Доказательство. Система уравнений (86)–(88) образует замкнутую систему интеграль-
ных уравнений в D2. Запишем эту систему в виде операторного уравнения

ψ = Fψ, (89)

где

ψ = [ψ1(t, λ, z), ψ2(t, λ, z), ψ3(t)] =

[
w(t, λ, z), wt(t, λ, z) +

1

2
λ1k1(t− z)z, k1(t)

]
— векторная функция с компонентами ψi, i = 1, 3, а оператор A определён на множестве
функций ϕ ∈ C[D2] и в соответствии с равенствами (86)–(88) имеет вид F = (F1, F2, F3), где

F1ψ = ψ01 −
1

2

z∫
0

t+z−ξ∫
t−z+ξ

[
λ2ψ1(τ, λ, ξ)− λ1ϕ3(τ − ξ)

+

τ∫
ξ

h(τ − α)ψ1(α, λ, ξ) dα+

τ∫
ξ

ψ3(τ − α)s(α, λ, ξ) dα

]
dτdξ, (90)

F2ψ = ψ02 −
1

2

z∫
0

{
λ2ψ1(t+ z − ξ, λ, ξ)− λ2ψ1(t− z + ξ, λ, ξ)

−
t+z−2ξ∫

0

h(α)ψ1(t+ z − ξ − α, λ, ξ) dα+

t−z∫
0

h(α)ψ1(t− z + ξ − α, λ, ξ) dα

+

t+z−2ξ∫
0

ϕ3(α)s(t+ z − ξ − α, λ, ξ) dα−
t−z∫
0

ϕ3(α)(α)s(t− z + ξ − α, λ, ξ) dα

}
dξ, (91)

F3ψ = ψ03 −
2

λ1

{ t/2∫
0

[
λ2

(
ψ2(t− ξ, λ, ξ)− 1

2
λ1ψ3(t− 2ξ)ξ

)

+

t−2ξ∫
0

h(α)

(
ψ2(t− ξ − α, λ, ξ)− 1

2
λ1ψ3(t− 2ξ − α)ξ

)
dα
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+

t−2ξ∫
0

ψ3(α)st(t− ξ − α, λ, ξ) dα

]
dξ

}
, (92)

где

ψ0(x, t) = (ψ01, ψ02, ψ03) :=

[
a1(t− z, λ) + a1(t+ z, λ),

1

2

[
a′1(t− z, λ) + a′1(t+ z, λ)

]
,

2

λ1
a′′1(t, λ)

]
.

Покажем, что некоторая степень n, n ∈ N, линейного отображения Fψ является сжатием.
Положим

‖ψ‖ = max{ max
(t,z)∈D2

|ψj(t, λ, z)|, j = 1, 2, max
t∈[0,2l]

|ψ3(t)|}.

Пусть ψ1, ψ2 — две непрерывные вектор-функции в D2, удовлетворяющие линейной си-
стеме интегральных уравнений (90)–(92). Положим

∆(t, z) = {(ξ, τ) | 0 6 ξ 6 z, t− z + ξ 6 τ 6 t+ z − ξ}, Π(t, ξ, z) = {τ | (ξ, τ) ∈ ∆(t, z)}.

Тогда для (t, z) ∈ D2 имеем (в оценках используем тот факт, что в уравнении (87) t = 2z):

|F1ψ
(1) − F1ψ

(2)|(t, λ, z) 6 γ1

z∫
0

max
{

max
(t,λ,z)∈Π

∣∣ψ(1)
1 − ψ

(2)
1

∣∣(τ, λ, ξ), ∣∣ψ(1)
3 − ψ

(2)
3

∣∣(2ξ)} dξ
6 γ1

z∫
0

max
{

max
(ξ,τ)∈D2

∣∣ψ(1)
1 − ψ

(2)
1

∣∣(τ, λ, ξ), max
(ξ)∈[0,l]

∣∣ψ(1)
3 − ψ

(2)
3

∣∣(2ξ)}dξ 6 γ1z
∥∥ψ(1) − ψ(2)

∥∥,

|F2ψ
(1) − F2ψ

(2)|(t, λ, z)

6 γ2

z∫
0

max
{

max
(ξ,τ)∈D2

∣∣ψ(1)
1 − ψ

(2)
1

∣∣(τ, λ, ξ), max
(ξ)∈[0,l]

∣∣ψ(1)
3 − ψ

(2)
3

∣∣(2ξ)} dξ 6 γ2z
∥∥ψ(1) − ψ(2)

∥∥,

|F3ψ
(1) − F3ψ

(2)|(2z)

6 γ3

z∫
0

max
{

max
(ξ∈[0,l]

∣∣ψ(1)
2 − ψ

(2)
2

∣∣(2l − ξ, λ, ξ), max
(ξ)∈[0,l]

∣∣ψ(1)
3 − ψ

(2)
3

∣∣(2ξ)} dξ 6 γ3z
∥∥ψ(1) − ψ(2)

∥∥,
где γj — константы, зависящие от величин, входящих в C (теорема 2).

Полагая M = max{γ1, γ2, γ3}, получаем max
16j63

|Fjψ(1) − Fjψ(2)|(t, λ, z) 6 Mz‖ψ(1) − ψ(2)‖.
Далее,

|F 2
1ψ

(1) − F 2
1ψ

(2)|(t, λ, z)

6 γ1

z∫
0

max
{

max
(t,λ,z)∈Π

∣∣F1ψ
(1)
1 − F1ψ

(2)
1

∣∣(τ, λ, ξ), ∣∣F1ψ
(1)
3 − F1ψ

(2)
3

∣∣(2ξ)} dξ
6 γ1M

z∫
0

ξ‖ψ(1) − ψ(2)‖ dξ 6 γ1M
z2

2!
‖ψ(1) − ψ(2)‖,
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|F 2
2ψ

(1) − F 2
2ψ

(2)|(t, λ, z)

6 γ2

z∫
0

max
{

max
(t,λ,z)∈Π

∣∣F2ψ
(1)
1 − F2ψ

(2)
1

∣∣(τ, λ, ξ), ∣∣F2ψ
(1)
3 − F2ψ

(2)
3

∣∣(2ξ)} dξ
6 γ2M

z∫
0

ξ‖ψ(1) − ψ(2)‖ dξ 6 γ2M
z2

2!
‖ψ(1) − ψ(2)‖,

|F 2
3ψ

(1) − F 2
3ψ

(2)|(2z)

6 γ3

z∫
0

max
{

max
(τ∈[ξ,2z−ξ]

∣∣F3ψ
(1)
2 − F3ψ

(2)
2

∣∣(2l − ξ, λ, ξ), ∣∣F3ψ
(1)
3 − F3ψ

(2)
3

∣∣(2ξ)} dξ
6 γ3M

z2

2!
‖ψ(1) − ψ(2)‖.

Отсюда

max
16j63

∣∣F 2
j ψ

(1) − F 2
j ψ

(2)
∣∣(t, λ, ξ) 6M2 z

2

2!
‖ψ(1) − ψ(2)‖, (t, z) ∈ D2,

следовательно,

max
16j63

∣∣Fnj ψ(1) − Fnj ψ(2)
∣∣(t, λ, ξ) 6Mn z

n

n!
‖ψ(1) − ψ(2)‖, (t, z) ∈ D2,

|Fnψ(1) − Fnψ(2)|(t, λ, ξ) 6Mn l
n

n!
‖ψ(1) − ψ(2)‖.

При любом фиксированном l число n можно выбрать настолько большим, что Mn l
n

n!
< 1.

Тогда отображение Fn является сжатием. Согласно обобщению принципа сжимающих отоб-
ражений уравнение (89) имеет единственное решение, принадлежащее C(D2). Данное решение
может быть найдено методом последовательных приближений. Теорема 3 доказана. �

Пусть K(m1) — множество функций k1(t) ∈ C[0, 2l], удовлетворяющих при некотором
l > 0 условию ‖k1‖C[0,2l] 6 m1 с постоянной m1 > 0.

Теорема 4. Пусть k1
1(t), k2

1(t) ∈ K(m1) — два решения обратной задачи (24)–(28) с дан-
ными

(
g̃1

1, k
1
0, u

1
0

)
и
(
g̃2

1, k
2
0, u

2
0

)
соответственно. Тогда найдётся такое положительное число

C1 = C1(k1, l), что выполняется неравенство∥∥k1
1(t)− k2

1(t)
∥∥
C[0,2l]

6 C1

[∥∥g̃1
1 − g̃2

1

∥∥
C3

1 [0,2l]
+
∥∥k1

0(t)− k2
0(t)

∥∥
C[0,2l]

]
.

Доказательство теоремы 4 проводится аналогично доказательству теоремы 2.
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