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На современном этапе развития науки построить адекватную математическую модель
работы гидротурбины с тем, чтобы провести полную оптимизацию, пока не представляется
возможным. Из опыта проектирования известно, что гидротурбины одного типа, имеющие
разные размеры, но геометрически подобный тракт, мало отличаются по индивидуальным
свойствам (КПД, быстроходность, приведённые параметры частоты вращения и расхода во-
ды, кавитационная характеристика), поэтому всё исследование при проектировании натурных
ГЭС перенесено на малые модельные турбины, изучение которых можно проводить с исполь-
зованием стендовых испытаний в заводских лабораториях. Вместе с тем в настоящее время
в практике проектирования гидротурбин весьма активно развиваются методы, основанные
на численном моделировании течения в проточном тракте, применение которых существенно
сокращает объём модельных испытаний и соответственно затраты на проведение проектных
работ и сроки их исполнения [1–3]. Основной задачей расчётов является получение числовых
зависимостей между основными параметрами, определяющими величину КПД [4, 5], анализ
прочности [6, 7]. Отметим, что в работах [4, 5] описана методика построения математической
модели универсальной характеристики (функции КПД) по результатам стендовых модель-
ных испытаний, однако заложенный там математический аппарат на основе приближения
сплайнами по хаотически расположенным данным (см. [8, 9]) позволяет моделировать функ-
цию КПД и при численном моделировании течения в проточном тракте. Проводимые расчёты
смоделированного течения позволяют установить влияние геометрии проточного тракта на
результирующие зависимости и величину КПД, поиск оптимальных форм основных элемен-
тов проточного тракта. Использование результатов такого прогнозирования энергетических
и прочностных характеристик на этапе проектирования позволит расширить зону работы,
повысить КПД и надёжность гидроэнергетических установок.

Рабочее колесо и отсасывающая труба являются основными элементами гидротурбины,
определяющими её производительность. В литературе имеется много публикаций, посвящён-
ных именно рабочему колесу, поскольку оно является наиболее уникальным элементом про-
точного тракта гидротурбины и проектируется индивидуально для каждой новой ГЭС [10–12].

Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект FWNF-2022-0015).
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Отсасывающая труба — следующий по важности источник потерь энергии в турбине. Она
предназначена для отвода воды от рабочего колеса и восстановления кинетической энергии
потока. Особенно значительна роль отсасывающей трубы в рабочем процессе быстроходной
гидротурбины, у которой кинетическая энергия потока оказывает существенное влияние на
КПД турбины. Поэтому большое значение имеет правильный выбор её размеров и формы.
Разработка новых типов рабочих колёс, оптимизация формы лопастей рабочего колеса сопро-
вождается изменением потока за рабочим колесом. Это, в свою очередь, требует изменений
и формы отсасывающей трубы. Проблеме оптимизации формы отсасывающей трубы посвя-
щены работы [13–16]. В работе [17] оптимизация осуществляется только за счёт вариации
высоты трубы. В других указанных выше работах её форма варьировалась значениями от
пяти до двенадцати геометрических параметров.

В практике турбостроения выработано несколько типов отсасывающих труб, применяе-
мых с рабочими колёсами различной быстроходности. Выбор типа отсасывающей трубы зави-
сит от формы потока за рабочим колесом.

Ранее в работе [18] авторами изложена методика геометрической поддержки поиска оп-
тимальных форм гладкой отсасывающей трубы. В настоящей статье предлагается методика
геометрической поддержки проектирования оптимальных форм отсасывающей трубы торои-
дального типа. Основными её аспектами являются:

— генерация допустимого множества поверхностей тороидальной трубы для поиска опти-
мальной в зависимости от 19 предлагаемых параметров;

— генерация конечно-объёмных регулярных сеток в области отсасывающей трубы для
численного моделирования течения в ней.

1. ПОСТРОЕНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ ТОРОИДАЛЬНОЙ ОТСАСЫВАЮЩЕЙ
ТРУБЫ В ЗАВИСИМОСТИ ОТ ВАРЬИРУЕМЫХ ПАРАМЕТРОВ

Поверхность тороидальной отсасывающей трубы состоит из двух сегментов: поверхности
колена и поверхности выходного диффузора. В целом её поверхность состоит из левой и правой
боковых поверхностей, тороидальной поверхности верха колена трубы, верхней поверхности
диффузора и единой поверхности днища. Свяжем с ней локальную декартову систему коор-
динат OXY Z (рис. 1, 2).

Её ось OZ совпадает с осью вращения колеса гидротурбины и направлена против пото-
ка на входе в трубу. Плоскость OXZ параллельна плоскости симметрии диффузора. Ось OX
касается линии пола колена и направлена по потоку в диффузоре. Левая и правая боковые по-
верхности — линейчатые. Их направляющие лежат в плоскости Z = 0, образующие — прямые,
параллельные оси OZ. Поверхность днища — линейчатая, с направляющей в виде контура
низа трубы в плоскости OXZ и образующей, параллельной оси OY . Тороидальная поверх-
ность верха колена — поверхность вращения с осью OZ и направляющей в виде сегмента
дуги окружности, гладко сопрягающей образующую входного конуса трубы с выходным кон-
туром верха колена. Верх диффузора — плоскость, ортогональная оси OZ и проходящая через
верхний контур диффузора в этой плоскости.

Введём следующие параметры, однозначно определяющие поверхности тороидальной от-
сасывающей трубы (рис. 1, 2): P1 — входной диаметр колена; P2 — высота колена; P3 — высота
выходного сечения колена; P4 — радиус нижнего контура колена; P5 — координата X нача-
ла верха поверхности диффузора; P6 — координата X начала низа поверхности диффузора;
P7 — координата X выходного сечения диффузора; P8 — высота выходного сечения диф-
фузора; P9 — возвышение выходного сечения диффузора; P10 — ширина выходного сечения
диффузора; P11 — смещение поверхности диффузора по оси Y ; P12 — угол Al наклона об-
разующей входного конуса; P13 — угол наклона касательной левого бокового контура; P14 —
угол наклона касательной правого бокового контура; P15 — размер зоны гладкого сопряжения
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верхнего контура в точке излома; P16 — размер зоны гладкого сопряжения нижнего конту-
ра в точке излома; P17 — радиус левого бокового контура; P18 — радиус правого бокового
контура; P19 — координата Z начала расчётной системы координат.

По заданным значениям указанных параметров восстанавливаются: тороидальная поверх-
ность верха колена, левая и правая боковые поверхности, поверхность днища, поверхность вер-
ха диффузора. В зонах гладкого сопряжения поверхностей верха и низа колена с диффузором
предлагается использовать кубический параметрический сплайн.

Рис. 1. Параметры, задающие форму тороидальной отсасыващей трубы (вид сбоку)

Рис. 2. Параметры, задающие форму тороидальной отсасыващей трубы (вид сверху)

На приведённые параметры накладываются следующие ограничения, связанные с геомет-
рией трубы. Высота выходного сечения P3 должна быть меньше высоты колена P2. Радиус
нижнего контура колена P4 не должен превышать высоты колена P2. Координата X начала
верхнего контура диффузора P5 не должна превосходить координату X начала нижнего кон-
тура диффузора P6. Высота выходного сечения колена P3 не должна превосходить высоту
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выходного сечения трубы P8. Тороидальная поверхность не должна заходить в переходную
зону гладкого сопряжения верхнего контура. Соответственно должно выполняться условие

P1

2
+

(P2− P3)(sin(P12) + 1)

cos(P12)
6 P5− P15

2
.

Радиус ρ образующей дуги окружности тороидальной поверхности определяется выраже-
нием

ρ =
(P2− P3)(sin(P12) + 1)

cos2(P12)
.

Длина отсасывающей трубы P7 должна превосходить координату X начала нижнего
контура диффузора P6. Ширина выходного диффузора P10 должна превосходить диаметр
входного сечения колена P1. Смещение средней линии диффузора по оси OY P11 не должно
превосходить значения (P10−P1)/2. Размер зоны сглаживания на нижнем контуре трубы P16
не должен превышать размера зоны сглаживания на верхнем контуре P15.

Контур направляющей поверхности днища определяется параметрами P2, P4, P6,
P7, P9, P16. Размер её образующей не менее P10.

Тороидальная поверхность определяется параметрами P1, P2, P3, P5, P12, P15 и линейно
экстраполируется по касательной до угловых точек входного сечения диффузора.

Контуры направляющих боковых поверхностей включают: сегмент окружности входного
сечения колена и отрезок касательной в его выходной границе, отрезок боковой границы диф-
фузора и радиус окружности, сопрягающей эти отрезки. Контур направляющей левой боковой
поверхности определяется параметрами P1, P10, P11, P13, P17, а контур правой — парамет-
рами P1, P10, P11, P14, P18. Размер образующей боковых поверхностей max(P2, P8 + P9).

Поверхность верха диффузора определяется параметрами P3, P5, P7, P8, P9, P10, P11.
Путём вариации приведённых 19 параметров реализуется генерация допустимого мно-

жества поверхностей тороидальной отсасывающей трубы для поиска её оптимальной формы.
Начальный шаг оптимизации поверхности отсасывающей трубы состоит в выборе поверхности
прототипа, близкого по своим характеристикам к проектируемому объекту. Для неё определя-
ются начальные значения приведённых параметров и интервалы их вариации, устанавливая
таким образом область поиска оптимального варианта.

2. ПОСТРОЕНИЕ РЕГУЛЯРНОЙ КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОЙ СЕТКИ
В ОБЛАСТИ ОТСАСЫВАЮЩЕЙ ТРУБЫ ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО

МОДЕЛИРОВАНИЯ ТЕЧЕНИЯ

В отсасывающей трубе построим заданное множество плоских сечений, ортогональных
контуру направляющей днища в колене и ортогональных оси OX в диффузоре. В каждом из
них строится заданная двумерная сетка, и она принимается в качестве грани искомой сетки.
Каждое сечение ограничено замкнутым контуром, состоящим из четырёх кривых, являющихся
пересечением поверхностей трубы плоскостью сечения. На рис. 3 представлено среднее сече-
ние колена. Эта топология нарушается для входного сечения колена, поскольку поверхность
днища на нём стягивается в точку. Поэтому приходится модифицировать поверхность днища
и боковые поверхности в этой области.

Предлагается следующий алгоритм построения регулярной сетки в области сечения путём
отображения его на прямоугольник в области параметров t, s ∈ [0, 1]. На каждом сегменте
введём нормированную параметризацию по длине дуги в направлении, как указано на рис. 3:
r̄1(t), r̄2(t), r̄3(s), r̄4(s).

Обозначим угловые точки следующим образом:

r̄13 = r̄1(0) = r̄3(0), r̄14 = r̄1(1) = r̄4(0), r̄23 = r̄2(0) = r̄3(1), r̄24 = r̄2(1) = r̄4(1).
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Рис. 3. Контуры среднего сечения колена

Для построения отображения области сечения в область параметров u, v воспользуемся
методом Кунса [19] построения поверхности R(u, v) по четырём граничным кривым R(u, 0),
R(u, 1), R(0, v), R(1, v) с заданными на них распределениями поперечных касательных Rv(u, 0),
Rv(u, 1), Ru(0, v), Ru(0, v):

R(u, v) = −
(
−1 ϕ1(u) ϕ2(u) ϕ3(u) ϕ4(u)

)

×


0 R(u, 0) R(u, 1) Rv(u, 0) Rv(u, 1)

R(u, v) R(0, 0) R(0, 1) Rv(0, 0) Rv(0, 1)

R(1, v) R(1, 0) R(1, 1) Rv(1, 0) Rv(1, 1)

Ru(0, v) Ru(0, 0) Ru(0, 1) Ruv(0, 0) Ruv(0, 1)

Ru(1, v) Ru(1, 0) Ru(1, 1) Ruv(1, 0) Ruv(1, 1)



−1
ϕ1(v)
ϕ2(v)
ϕ3(v)
ϕ4(v)

 , (1)

где ϕ1(w) = (1−w)2(1−2w), ϕ2(w) = w2(3−2w), ϕ3(w) = w(1−w)2, ϕ4(w) = (w−1)w2 (см. [20]).
В качестве граничных кривых подставим в это выражение выделенные сегменты контура

сечения, осуществив замену их переменных t = ϕ2(u), s = ϕ2(v):

R(u, 0) = r̄1(u), R(u, 1) = r̄2(u), R(0, v) = r̄3(v), R(1, v) = r̄4(v).

Легко убедиться, что при такой параметризации векторы первых производных в граничных
точках всех сегментов являются нулевыми. Из опыта практического использования предла-
гаемой методики распределение поперечных касательных на граничных кривых представим
в виде

Rv(u, 0) = n̄1(u)d1F (u)0,25, Rv(u, 1) = n̄2(u)d2F (u)0,25,

Ru(0, v) = n̄3(v)d3F (v)m, Ru(1, v) = n̄4(v)d4F (v)m,

где n̄1(u), n̄2(u), n̄3(v), n̄4(v) — орты нормалей к контурам сечения, лежащие в плоскости
сечения, d1, d2, d3, d4 — максимальные расстояния хорд контуров сечения r̄1(u), r̄2(u), r̄3(v),
r̄4(v) от них самих. Функцию F (u) определим в виде

F (u) =


16ϕ2(u)2(3− 8ϕ2(u)), ϕ2(u) < 0,25,

1, 0,25 6 ϕ2(u) 6 0,75,

16(1− ϕ2(u)2)(8ϕ2(u)− 5), ϕ2(u) > 0,75.

Функция F (v) определяется аналогичным образом. Степень m влияет на сжатие сетки
к контурам сечения и выбирается в пределах 0,25–0,5.

Из определения функций ϕ1, ϕ2 следует, что смешанные производные в угловых точках
области сечения являются нулевыми векторами. Таким образом, выражение (1) преобразуется
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к виду

R(u, v) = r̄1(u)ϕ1(v) + r̄2(u)ϕ2(v) +Rv(u, 0)ϕ3(v) +Rv(u, 1)ϕ4(v)

+ r̄3(v)ϕ1(u) + r̄4(v)ϕ2(u) +Ru(0, v)ϕ3(u) +Ru(1, v)ϕ4(u)

− (r̄13ϕ1(v) + r̄23ϕ2(v))ϕ1(u)− (r̄14ϕ1(v) + r̄24ϕ2(v))ϕ2(u). (2)

Окончательно, задав произвольные сетки в области изменения параметров u и v, рассчи-
тываем узлы грани сетки в области сечения, используя выражение (2). Характерной особен-
ностью полученной грани сетки является её квазиортогональность (рис. 4).

Рис. 4. Грани сетки: (а) входная грань в области колена,
(б) средняя грань в области колена, (в) выходная грань в области диффузора

Реализовав предложенную процедуру на заданном множестве сечений, получаем конечно-
элементную сетку во всей области отсасывающей трубы (см. рис. 5).

Рис. 5. Конечно-элементная сетка в области отсасывающей трубы

Задача оптимизации формы отсасывающей трубы осложняется тем, что течение в ней
характеризуется нестационарными явлениями, такими как вихревой жгут, высокая интен-
сивность турбулентности, отрывы потока от стенок трубы. Расчёты таких течений требуют
использования очень подробных сеток. Размеры сеток и их характер определяются требуе-
мой точностью численного моделирования течения и в процессе оптимизации не меняются.
Отметим, что оптимизация проводится, как и в [21], во всём проточном тракте гидротубины.
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В работах [22, 23] описано создание конечно-элементных сеток для других областей проточного
тракта.

Предложенная методика построения множества поверхностей тороидальной отсасываю-
щей трубы позволяет гибко варьировать форму трубы путём вариации значений 19 парамет-
ров. Построенные сетки используются в численном моделировании течения в отсасывающей
трубе в процессе поиска её оптимальной формы. В результате проведения тестовых расчё-
тов в рамках предложенной параметризации отсасывающей трубы удалось повысить КПД
гидротурбины на 0,15%.

Следует отметить, что затраты машинного времени на генерацию сетки весьма малы, что
является важным аспектом при реализации поиска оптимальной формы.
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14. Marjavaara B., Lundstr öm T., Goel T., Mack Y., Shyy W. Hydraulic turbine diffuser shape optimization
by multiple surrogate model approximations of Pareto fronts. J. Fluids Engrg., 2007, Vol. 129, No. 9,
pp. 1228–1240.

15. Alligne S., Nicolet C., Tsujimoto Y., Avellan F. Cavitation surge modeling in Francis turbine draft tube.
J. Hydraulic Research, 2014, Vol. 52, No. 3, pp. 399–411.
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