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Исследована нестационарная краевая задача о движении жидкости во вращающейся ци-
линдрической трубе. Для описания движения жидкости используются уравнения Обербе-
ка — Буссинеска. С математической точки зрения задача является обратной относительно
градиентов давлений вдоль оси цилиндра. На основе априорных оценок получены условия,
при которых решение стационарной обратной задачи является экспоненциально устойчи-
вым. В изображениях по Лапласу решение найдено в виде квадратур. Даны достаточные
условия выхода решения нестационарной задачи с ростом времени на стационарный ре-
жим.
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ВВЕДЕНИЕ

Тепловая конвекция во вращающихся системах изучалась для астрофизических и геофи-
зических приложений. Так, для моделирования крупномасштабной циркуляции в атмосфере
Земли, обусловленной разницей температур между экваториальной и полярной областями,
в [1, 2] изучена конвекция, вызванная центробежными силами, в быстро вращающемся цилин-
дре. В [3] подробно рассмотрена конвекция для случая, соответствующего полярным районам
Земли. Работы [4, 5] посвящены исследованию конвекции во вращающемся цилиндрическом
кольцевом слое с приложенным градиентом температуры: случай, относящийся к экватори-
альным областям Земли. В работе [6] с помощью прямого численного моделирования иссле-
довано влияние соотношения радиусов на турбулентный конвективный теплообмен внутри
концентрической кольцевой трубы. В [7] представлены результаты теоретических и экспери-
ментальных исследований тепловой конвекции во вращающемся горизонтальном цилиндриче-
ском слое жидкости. Рассматривается стационарная тепловая конвекция, которая определя-
ется двумя механизмами — термовибрационным и центробежным. Показано, что результаты
экспериментального исследования квазиравновесной устойчивости слоя хорошо согласуются
с результатами, полученными в рамках численного расчета и линейной теории. В работе [8]
изучено течение сжимаемой жидкости во вращающихся трубах с целью разработки нового
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№ 075-02-2021-1384).
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типа теплообменников. Моделируется ситуация, когда вследствие вращения радиальное уско-
рение и осевой градиент температуры вызывают в осевом направлении циркуляционный поток.
Жидкость движется вдоль градиента температуры около стенки и обратно около оси трубы
(или около внутренней стенки кольцевого слоя). Поэтому такое возвратное течение переносит
охлаждённую жидкость вдоль стенки и нагретую жидкость вдоль оси. Такая центробежная
конвекция может обеспечить эффективную теплопередачу между горячим и холодным ос-
нованиями и защитить боковую стенку трубы от перегрева. В рамках модели Обербека —
Буссенеска в [9] была рассмотрена конвекция во вращающейся круглой трубе, возбуждаемая
взаимодействием центробежной силы и теплового потока вдоль трубы. В случае вращатель-
ной симметрии построены некоторые точные решения в отсутствие силы тяжести. В [10, 11]
также изучалась гравитационная конвекция при вращении. В работах [12, 13] представлены ре-
зультаты экспериментальных исследований тепловой конвекции в плоской и цилиндрической
полостях, вращающихся вокруг горизонтальной оси.

Во всех перечисленных статьях угловая скорость была постоянной величиной, а конвек-
тивные течения предполагались стационарными. В настоящей работе угловая скорость круг-
лой трубы зависит от времени, движение является вращательно симметричным и нестацио-
нарным. Кроме того, расход жидкости через поперечное сечение трубы также есть функция от
времени. Массовые силы отсутствуют, что имеет место при достаточно большой угловой ско-
рости вращения трубы (центробежное ускорение может быть в 106 раз больше ускорения силы
тяжести в практических вихревых трубах [8]) или в условиях, близких к невесомости. Вдоль
поверхности трубы приложен постоянный градиент температуры. С математической точки
зрения возникает обратная начально-краевая задача, где дополнительно требуется опреде-
лить нестационарный градиент давления вдоль оси трубы, причём условием переопределения
и является задание расхода жидкости. Стоит отметить, что в упомянутых выше работах ис-
следовались краевые прямые задачи стационарной конвекции.

Для поставленной задачи получены априорные оценки решения в равномерной метри-
ке. Даны достаточные условия на входные данные (угловая скорость и расход), при которых
решение с ростом времени выходит на стационарный режим по экспоненциальному закону.
В изображениях по Лапласу решение найдено в виде квадратур. Численное обращение преоб-
разования Лапласа позволяет получить количественные характеристики конвекции. В част-
ности, установить условия, при которых появляются возвратные движения, которые могут
значительно улучшить теплопередачу, что важно для теплоообменников. Таким образом, за-
давая расход и угловую скорость как функции времени, можно управлять тепловой конвекцией
в трубе.

Отметим, что близкая обратная задача рассматривалась в [9]. В ней изучалось нестацио-
нарное течение Пуазейля чисто вязкой жидкости в покоящейся цилиндрической трубе произ-
вольного поперечного сечения с заданным расходом, зависящим от времени.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается задача о тепловой конвекции жидкости во вращающейся цилиндриче-
ской трубе. В качестве математической модели используются уравнения Обербека — Бусси-
неска. Пусть r, ϕ, z — цилиндрические координаты, t — время, a — радиус цилиндра и ω(t) —
угловая скорость его вращения вокруг оси z. Далее, u и w суть радиальная и осевая компонен-
ты вектора скорости; v есть разность между азимутальной скоростью и скоростью вращения
жидкости ω(t)r как твёрдого тела; p — отклонение истинного давления от состояния равнове-
сия ρω2(t)r2/2; Θ — отклонение абсолютной температуры от её среднего значения Θ = const.
Жидкость характеризуется следующими физическими параметрами: плотностью ρ при тем-
пературе Θ, кинематической вязкостью ν, коэффициентами термодиффузии χ и теплового
расширения β. Ниже эти параметры предполагаются постоянными и положительными.
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Ускорение силы тяжести отсутствует. Последнее предположение выполняется, если угло-
вая скорость ω(t) достаточно велика.

В указанных выше предположениях уравнения тепловой конвекции имеют вид [9]

ut + uur −
v

r
uϕ + ω(t)uϕ + wuz − 2ω(t)v − v2

r
= −1

ρ
pr + ν

(
Lu− 2

r2
vϕ −

u

r2

)
− ω2(t)βrΘ,

vt + ωt(t)r + uvr + ω(t)vϕ + wvϕ + 2ω(t)u+
uv

r
= − 1

ρr
pϕ + ν

(
Lv − 2

r2
uϕ −

v

r2

)
,

wt + uwr +
v

r
wϕ + ω(t)wϕ + wwz = −1

ρ
pz + νLw,

ur +
u

r
+

1

r
vϕ + wz = 0,

Θt + uΘr +
v

r
Θϕ + ω(t)Θϕ + wΘz = χLΘ,

(1)

где L =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
— оператор Лапласа.

Система уравнений (1) допускает бесконечную непрерывную группу Ли преобра-

зований, определяемую операторами
∂

∂ϕ
,

∂

∂z
− A

∂

∂Θ
+

(
f(t) + ρβAω2(t)

r2

2

)
∂

∂p
, где

A = const, f(t) — произвольная гладкая функция времени [14, с. 350–351]. Согласно методам
группового анализа дифференциальных уравнений [14] решение системы (1) следует искать
в виде

u = u(r, t), v = v(r, t), w = w(r, t),

p = ρ

[
Aβω2(t)

r2

2
+ f(t)

]
z + q(r, t),

Θ = −Az + T (r, t).

(2)

По классификации [14] оно является инвариантным решением системы (1).
При подстановке вида решения (2) в (1), предполагая, что на оси z отсутствуют источники

или стоки, получим u = 0 и систему уравнений

wt = ν

(
wrr +

1

r
wr

)
− 1

2
Aβω2(t)r2 − f(t), (3)

Tt = χ

(
Trr +

1

r
Tr

)
+Aw, (4)

vt + ωt(t)r = ν

(
vrr +

1

r
vr −

v

r2

)
, (5)

qr =
ρv2

r
. (6)

Начальные и граничные условия имеют вид

w(r, 0) = w0(r), v(r, 0) = v0(r), T (r, 0) = T0(r), 0 6 r 6 a, (7)

w(a, t) = 0, v(a, t) = 0, T (a, t) = 0, t ∈ [0, t1], (8)

|w| <∞, |v| <∞, |T | <∞, r → 0. (9)
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Кроме того, задаётся объёмный расход через поперечное сечение

a∫
0

rw(r, t) dr =
Q(t)

2π
. (10)

При заданных функциях ω(t), Q(t) решению задачи (3)–(10) можно дать следующую ин-
терпретацию. Жидкость заполняет вращающийся с угловой скоростью ω(t) цилиндр, через
поперечное сечение которого прокачивается жидкость с секундным расходом Q(t). На поверх-
ности цилиндра задан температурный градиент (−A) вдоль оси. Требуется определить возни-
кающее вращательно-симметричное движение. Если Q(t) = 0, то можно ожидать, что решение
задачи описывает конвекцию вдали от твёрдых, перпендикулярных оси цилиндра стенок, т. е.
движение в ядре.

С математической точки зрения задача (3)–(10) является обратной: наряду с w(r, t), v(r, t),
T (r, t) необходимо найти дополнительный градиент давления вдоль оси z — функцию f(t).
Отметим также, что задача для v(r, t) отделяется. Основной же является задача (3), (7)–(10)
для w(r, t), f(t). При известной w(r, t) функция T (r, t) находится как решение классической
первой начально-краевой задачи, а q(r, t) — интегрированием (6).

В [9] анонсирован результат об однозначной разрешимости задачи (3)–(10) при Q(t) = 0
в пространствах Гёльдера. В настоящей работе получены априорные оценки решения, даны
достаточные условия выхода, с ростом времени, на стационарный режим. Найдено точное
решение в образах по Лапласу и приведены результаты расчёта поля скоростей и функции
f(t) для конкретной жидкой среды.

Заметим, что поставленная обратная задача имеет стационарное решение [9]:

ws(ξ) =
χ

a

[
R

96

(
3ξ4 − 4ξ2 + 1

)
+

2Qs

πχa
(1− ξ2)

]
, vs = 0,

T s(ξ) = aA

[
R

1152

(
1− ξ2

)3

+
Qs

8πχa
(ξ4 − 4ξ2 + 3)

]
,

f s = −νχ
a3

(
8Qs

πχa
+

R

6

)
, qs = const,

(11)

где ξ = r/a, R = Aβ(ωs)2a5/(νχ) — аналог числа Релея. Скорость ws есть суперпозиция
поля скорости Пуазейля и поля скорости, возникающего за счёт вращения трубы и теплового
расширения жидкости. При Qs/(χa)� R течение близко к течению Пуазейля. При обратном
неравенстве преобладает тепловая конвекция. Кроме того, при Qs = 0 течение будет всегда
возвратным. Как легко показать, в общем случае возвратное течение возникает лишь при

Qs/(χa) < πR/96. (12)

2. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ

В основной обратной задаче произведём замену

w(r, t) = W (r, t) +
2Q(t)

πa4
(a2 − r2). (13)

Для функции W (r, t) получим задачу

Wt = ν

(
Wrr +

1

r
Wr

)
− f(t) + g(r, t), 0 < r < a, 0 6 t 6 t0, (14)
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W (r, 0) = w0(r)−
2Q(0)

πa4
(a2 − r2) ≡W0(r), 0 6 r 6 a, (15)

W (a, t) = 0,

∣∣∣∣W (0, t)

∣∣∣∣ <∞,
a∫

0

rW (r, t) dr = 0, (16)

g(r, t) = −8νQ(t)

πa4
− 2Q′(t)

πa4
(a2 − r2)− 1

2
Aβω2(t)r2, 0 6 r 6 a, 0 6 t 6 t0, (17)

где штрих означает дифференцирование по t. Тем самым предполагается, что Q(t) ∈ C1[0, t0].

2.1. Оценка W (r, t)

Получим априорные оценки W (r, t) в равномерной метрике, т. е. в C([0, a] × [0, t0]). Для
этого умножим уравнение (14) на rW (r, t) и интегрируем на интервале [0, a] с учётом (16).
Получим тождество

1

2

∂

∂t

a∫
0

rW 2dr + ν

a∫
0

rW 2
r dr =

a∫
0

rWg dr. (18)

В силу первого равенства (16) имеет место неравенство Фридрихса [15]

E(t) =

a∫
0

rW 2(r, t) dr 6
a2

4

a∫
0

rW 2
r (r, t) dr. (19)

Замечание. На самом деле 1/4 в неравенстве (19), учитывая последнее равенство (16),
можно заменить на минимальное значение 1/x20, где x0 ≈ 3,8317 — первый положительный
нуль функции Бесселя J1(x) [15].

Используя неравенство Гёльдера и (19), из тождества (18) получим неравенство

∂

∂t

√
E + 2δ

√
E 6

( a∫
0

rg2(r, t) dr

)1/2

с постоянной δ = 2ν/a2. Откуда

E(t) 6

[√
E0 +

t∫
0

e2δτ

( a∫
0

rg2(r, t) dr

)1/2

dτ

]2
e−4δt ≡ H2

1 (t)e−4δt,

E0 =

a∫
0

rW 2
0 (r) dr.

(20)

Для задачи (14)–(17) имеет место ещё одно тождество (достаточно умножить уравнение (14)
на rWt):

a∫
0

rW 2
t dr +

ν

2

∂

∂t

a∫
0

rW 2
r dr =

a∫
0

rgWt dr,

откуда
a∫

0

rW 2
r dr 6

a∫
0

rW 2
0r dr +

1

ν

t∫
0

a∫
0

rg2(r, τ) drdτ ≡ H2
2 (t). (21)
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Из интегрального равенства (16) следует существование точки ζ ∈ (0, a) в которой
W (ζ, t) = 0. Поэтому из (20), (21)

|W 2(r, t)| 6 2

a∫
ζ

|W (r, t)||Wr(r, t)| dr 6
2

ζ
H1(t)H2(t).

Значит,

|W (r, t)| 6
√

2

ζ
H1(t)H2(t) e

−δt, (22)

откуда следует ограниченность W (r, t) при t ∈ [0, t0] для всех r ∈ [0, a].

2.2. Оценка f(t)

Перейдём к оценке дополнительного градиента давления f(t) в C[0, t0]. Умножим урав-
нение (14) на r(a− r)2 и проинтегрируем. После простых преобразований найдём

f(t) = 12

[
− 2ν

a∫
0

(a− 2r)W (r, t) dr −
a∫

0

r(a− r)2Wt(r, t) dr +

a∫
0

r(a− r)2g(r, t) dr

]
. (23)

Оценка для Wt(r, t) находится путём дифференцирования по времени задачи (14)–(16). При
этом получим задачу, аналогичную задаче для W (r, t), с начальным условием

Wt(r, 0) = ν

(
W0rr +

1

r
W0r

)
− f(0) + g(r, 0) ≡W1(r), r ∈ [0, a]. (24)

Начальное условие f(0) можно найти из другого представления f(t):

f(t) =
2

a2

[
νaWr(a, t) +

a∫
0

rg(r, t) dr

]
,

так что

f(0) =
2

a2

[
νaW0r(a) +

a∫
0

rg(r, 0) dr

]
. (25)

Таким образом, имеем оценку, аналогичную (22):

|Wt(r, t)| 6
√

2

ζ
H3(t)H4(t)e

−δt (26)

при всех r ∈ [0, a], t ∈ [0, t0]. Функции H3(t), H4(t) соответственно аналогичны H1(t), H2(t), где
надо заменить W0(r) на W1(r), а g(r, t) на gt(r, t). Функция W1(r) определяется из (24), (25).

Теперь из (22), (23), (26) получим

|f(t)| 6 12

[ a∫
0

r(a− r)2|g(r, t)| dr +
a2√
2ζ

(√
H1(t)H2(t) +

a2

6

√
H3(t)H4(t)

)
e−δt

]
,

t ∈ [0, t0].

(27)

Таким образом, справедлива
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Теорема 1. Пусть w0(r) ∈ C1[0, r], ω(t) ∈ C1[0, t0], Q(t) ∈ C2[0, t0] и выполнены условия

согласования W0(a) = 0, |W0(0)| < ∞,
a∫

0

rW0(r) dr = 0. Тогда решение обратной задачи

(14)–(17) удовлетворяет оценкам (22), (27) для всех r ∈ [0, a], t ∈ [0, t0].
Согласно замене (13) имеем оценки

|w(r, t)| 6 2|Q(t)|
πa2

+

√
2

ζ
H1(t)H2(t) e

−δt,

|wt(r, t)| 6
2|Q′(t)|
πa2

+

√
2

ζ
H3(t)H4(t) e

−δt, r ∈ [0, a], t ∈ [0, t0].

(28)

3. О ПОВЕДЕНИИ РЕШЕНИЯ ПРИ t→∞

Предположим, что функции ω(t), ω′(t), Q(t), Q′(t), Q′′(t) определены при всех t > 0
и сходятся интегралы

∞∫
0

e2δτ

( a∫
0

rg2(r, τ) dr

)1/2

dτ,

∞∫
0

a∫
0

rg2(r, τ) drdτ. (29)

Заметим, что из сходимости первого интеграла следует сходимость и второго, так как

a∫
0

rg2(r, t)dr = e−4δth(t) (30)

с положительной ограниченной при t→∞ функцией h(t),
∞∫
0

h(t) dt <∞.

Обращаясь к неравенствам (22), (26), (27) и формулам определения функций Hj(t), j =
1, 2, 3, 4, получим экспоненциальную сходимость к нулю W (r, t), Wt(r, t), f(t) при t → ∞ для
всех r ∈ [0, a]. Конечно, здесь необходимо потребовать сходимость интеграла

∞∫
0

e2δτ

( a∫
0

rg2t (r, τ) dr

)1/2

dτ, (31)

так что
a∫

0

rg2t (r, t) dr = e−4δth1(t),

∞∫
0

h1(t) dt <∞. (32)

Первое слагаемое в квадратной скобке неравенства (27) оценивается просто величиной

a3
a∫

0

rg2(r, t) dr = a3e−4δth(t)

в силу (30) и f(t)→ 0 по экспоненте при t→∞.
Укажем достаточные условия на ω(t), Q(t), при которых имеет место сходимость инте-

гралов (29), (31). Используя элементарное неравенство (x+ y+ z)2 6 3(x2 + y2 + z2), получим

g2(r, t) 6
64ν2

π2a8
Q2(t) +

4

π2a4
(Q′(t))2 +

a4

4
A2β2ω4(t)
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при всех r ∈ [0, a],

g2t (r, t) 6
64ν2

π2a8
(Q′(t))2 +

4

π2a4
(Q′′(t))2 + a4A2β2ω2(t)(ω′(t))2. (33)

Из (33) получим достаточные условия сходимости интегралов (29), (31):

|ω2(t)| = e−δth2(t), |(ω′(t))2| = e−δth3(t),

|Q(j)(t)| = e−2δth4+j(t), j = 0, 1, 2,
(34)

∞∫
0

hk(t) dt <∞, k = 2, . . . , 6. (35)

Пусть ωs, Qs — постоянные, входящие в стационарное решение ws(r), fs в (11). Разности
V (r, t) = w(r, t) − ws(r), F (t) = f(t) − fs в силу линейности задачи являются решением той
же задачи с заменой ω2(t) на ω2(t) − (ωs)2, Q(t) на Q(t) − Qs и начальных данных w0(r) на
w0(r)− ws(r). Поэтому при (см. (34))

|ω2(t)− (ωs)2| = e−δth2(t), |(ω′(t))2| = e−δth3(t),

|Q(t)−Qs| = e−2δth4(t), |Q′(t)| = e−2δth5(t), |Q′′(t)| = e−2δth6(t)
(36)

имеют место, согласно (27), (28), (36), оценки

|w(r, t)− ws(r)| 6 C1e
−δt, r ∈ [0, a], |f(t)− fs| 6 C2e

−δt, t > 0, (37)

здесь C1, C2 — положительные постоянные. Таким образом, при условиях (36) стационарное
решение основной обратной задачи является экспоненциально устойчивым.

Поскольку функции T (r, t) (при известной w(r, t)), v(r, t) есть решения классических
начально-краевых задач, то для них имеют место оценки

|T (r, t)− T s(r)| 6 C3e
−δt, |v(r, t)| 6 C4e

−δt, (38)

где C3, C4 — положительные постоянные.
Неравенства (38) можно получить из явных представлений функций T (r, t), v(r, t) в виде

рядов Фурье по функциям Бесселя.

4. РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ С ПОМОЩЬЮ
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА

Пусть û(r, p) есть преобразование Лапласа функции u(r, t):

û(r, p) =

∞∫
0

e−ptu(r, t) dt. (39)

Область его применимости и свойства изложены в различных монографиях (см., напри-
мер, [16]).

Основой является задача о нахождении изображений ŵ(r, p), f̂(p):

ŵrr +
1

r
ŵr −

p

ν
ŵ =

1

ν

[
f̂(p) +

1

2
Aβr2ω̂2(p)− w0(r)

]
, 0 < r < a,

ŵ(a, p) = 0, |ŵ(0, p)| <∞,
a∫

0

rŵ(r, p) dr =
Q̂(p)

2π
.

(40)
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Решение этой обратной задачи имеет вид

ŵ(r, p) =
f̂(p)

p

[
I0(x2)

I0(x1)
− 1

]
+
Aβω̂2(p)

2p

[(
a2 +

4ν

p

)
I0(x2)

I0(x1)
− r2 − 4ν

p

]

+
1
√
pν

{ r∫
0

y[I0(x3)K0(x2)− I0(x2)K0(x3)]w0(y) dy

− I0(x2)

I0(x1)

a∫
0

y[I0(x3)K0(x1)− I0(x1)K0(x3)]w0(y) dy

}
, 0 6 r 6 a. (41)

f̂(p) =
1

x1

[
2
I1(x1)

I0(x1)
− x1

]{Aβω̂2(p)a2
[

1

4
x21 − x−11

(
x21 + 4

)I1(x1)
I0(x1)

+ 2

]

+ 2

√
p

ν

{ a∫
0

r

r∫
0

y[I0(x3)K0(x2)− I0(x2)K0(x3)]w0(y) dydr

− a
√
ν

p

I1(x1)

I0(x1)

a∫
0

y[I0(x3)K0(x1)− I0(x1)K0(x3)]w0(y) dy

}
+
p2Q̂(p)

πν

}
. (42)

В (41), (42) введены обозначения x1 =

√
p

ν
a, x2 =

√
p

ν
r, x3 =

√
p

ν
y.

Для изображения T̂ (r, p) имеем краевую задачу

T̂rr +
1

r
T̂r −

p

χ
T̂ = − 1

χ
[T0(r) +Aŵ(r, p)],

T̂ (a, p) = 0, |T̂ (0, p)| <∞.
(43)

В правой части уравнения (43) функция ŵ(r, p) считается известной. Ясно, что

T̂ (r, p) =
1
√
pχ

{ r∫
0

y[I0(x6)K0(x5)− I0(x5)K0(x6)]G(y, p)dy

− I0(x5)

I0(x4)

a∫
0

y[I0(x6)K0(x4)− I0(x4)K0(x6)]G(y, p) dy

}
, (44)

где

G(y, p) = T0(r) +Aŵ(r, p), x4 =

√
p

χ
a, x5 =

√
p

χ
r, x6 =

√
p

χ
y. (45)

Функция v̂(r, p) есть решение краевой задачи

v̂rr +
1

r
v̂r −

(
p

ν
+

1

r2

)
v̂ =

1

ν
[(pω̂(p)− ω(0))r − v0(r)] ≡ −

1

ν
G1(r, p), 0 6 r 6 a,

v̂(a, p) = 0, |v̂(0, p)| <∞.

(46)



14 В. К. Андреев, И. В. Вахрамеев, Е. П. Магденко

Значит,

v̂(r, p) =
1
√
pν

{ r∫
0

y[I1(x3)K1(x2)− I1(x2)K1(x3)]G1(y, p) dy

− I1(x2)

I1(x1)

a∫
0

y[I1(x3)K1(x1)− I1(x1)K1(x3)]G1(y, p) dy

}
. (47)

В формулах (41), (42), (44), (47) I0(z), K0(z), I1(z), K1(z) — функция Бесселя 2-го рода.
При выводе этих формул было учтено равенство при n = 1, 2: In(z)K ′n(z)−Kn(z)I ′n(z) = −z−1.

Предположим, что существуют пределы lim
t→∞

Q(t) = Qs, lim
t→∞

ω(t) = ωs, lim
t→∞

ω2(t) = (ωs)2

и определены преобразования Лапласа Q̂(p), Q̂t(p), ω̂(p), ω̂2(p). Тогда (см. [16])

lim
p→0

pQ(p) = Qs, lim
p→0

pω̂(p) = ωs, lim
p→0

pω̂2(p) = (ωs)2.

При этих предположениях можно доказать, пользуясь явными формулами (41), (42), (44), (47),
что

lim
p→0

pf̂(p) = fs, lim
p→0

pŵ(r, p) = ws(r), lim
p→0

pT̂ (r, p) = T s(r), lim
p→0

pv̂(r, p) = vs = 0, (48)

где fs, ws(r), T s(r), vs(r) суть стационарное решение (11). Доказательство предельных ра-
венств (48) является довольно длинным и здесь полностью не приводится. Отметим, что для
их вывода требуется учесть разложения при x→ 0:

I0(x) = 1 +
x2

4
+
x4

64
+O(x5), I1(x) =

x

2
+
x3

16
+

x5

384
+O(x6).

Приведём краткий вывод предельного равенства lim
p→0

pf̂(p) = fs. Для этого используем

формулу (42). В ней дважды встречается выражение a2I1(x1)[x1I0(x1)]−1. С учётом указанных

разложений для I0(x), I1(x) при x→ 0 имеем
a2

x1

I1(x1)

I0(x1)
∼ a2

2

(
1− x21

8
+
x41
48

)
. Значит,

a2

2
− a2

x1

I1(x1)

I0(x1)
∼ −a

4x21
48

(
1− x21

2

)
= − pa

6

48ν

(
1− pa

ν

)
, p→ 0.

Поэтому вклад от первого слагаемого в фигурных скобках (42) в pf̂(p) при p → 0 даётся
выражением −a2Aβpω̂2(p)/6. Легко видеть, что выражение во внутренней фигурной скобке,
умноженное на

√
ν−1p, стремится к нулю при p → 0, так как tα ln t → 0 при t → 0 и любом

α > 0. Что касается последнего слагаемого, то его вклад равен −16pq̂(s)/a4. Следовательно,

lim
p→0

pf̂(p) = −a
2Aβ(ωs)2

6
− 16νqs

a4
= fs,

что совпадает с (11). Аналогично устанавливаются и другие предельные равенства в (48).
Таким образом, доказана, согласно свойствам преобразования Лапласа,
Теорема 2. Если w0(r) ∈ C1[0, a], T0(r) ∈ C[0, a], v0(r) ∈ C[0, a], Q(t) ∈ C1[0,∞),

ω(t) ∈ C1[0,∞), а также функции Q(t), ω(t), ω2(t) имеют при t → ∞ предельные значе-
ния Qs, ωs, (ωs)2, то решение нестационарной задачи (3)–(6) с ростом времени выходит на
стационарный режим ws(r), fs, T s(r), vs(r) = 0 из (11).
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Интересно также найти начальное значение f(0). Умножим уравнение для w(r, t) на r
и проинтегрируем от нуля до a. Получим

f(t) = − 1

πa2
Qt(t) +

2ν

a
wr(a, t)−

1

4
Aβω2(t)a2,

так что
f(0) = − 1

πa2
Qt(0) +

2ν

a
w0r(a)− 1

4
Aβω2(0)a2.

Заметим, что формулы (41), (42), (44), (47) имеют место и для входных данных Q(t),
ω(t), имеющих разрывы 1-го рода (см. [16]), в то время как априорные оценки получены при
большей гладкости этих функций (см. теорему 1).

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЁТОВ

Для вычисления оригинала функции u(r, t) по его изображению (39) можно воспользо-
ваться комплексным интегралом

u(r, t) =
1

2πi

s+i∞∫
s−i∞

eptû(r, p) dp, (49)

где s есть абсцисса в полуплоскости абсолютной сходимости интеграла (39). Численное обра-
щение преобразования Лапласа выполняется при помощи квадратурной формулы наивысшей
точности, построенной для интеграла Римана — Меллина (49) (подробности см. в [17, 18]). Эти
формулы и используются в данной статье при вычислении полей w(r, t), f(t) по их изображе-
ниям (41), (42).

Мы ограничимся конвективными движениями, возникающими из состояния покоя, так
что w0(r) = 0, ω(0) = 0, Q(0) = 0. Рассмотрим в качестве рабочей среды трансфор-
маторное масло. Физические параметры данной жидкости таковы: ν = 18,49 · 10−2 см2/ с,
χ = 12,1 ·10−2 см2/ с, β = 0,7 ·10−3К−1. Приведём наиболее интересные и характерные расчёты
в размерных переменных для w(r, t) и f(t), когда входные данные распределены по следующим
законам: ω2(t) = a1(1 − e−a2t cos(a3t)) и Q(t) = b1(1 − e−b2t cos(b3t)), где коэффициенты a1, b1
отвечают за амплитуды, а a3, b3 отвечают за частоты колебаний. В случае, когда a1 6= 0, b1 6= 0
и a2 > 0, b2 > 0, согласно теореме 2, будет наблюдаться сходимость функций f и w к стацио-
нарному режиму с ростом времени t. А когда a2 6 0 и b2 6 0, пределы функций ω2(t) и Q(t)
при t→∞ не существуют и решения не стремятся к стационарному режиму.

На рис. 1, а приведены профили скорости ws(ξ), для которых заданы значения R =
125,1514 (a = 1 см, (ωs)2 = 10 с−2) и Qs. Для кривых 1, 2 секундный расход Qs > πχaR /96
и возвратного течения нет. Кривые 3, 4 соответствуют неравенству (12) и вблизи твёр-
дой стенки наблюдаются возвратные течения. Также стоит отметить, что, например, при
Qs = 0,01 см3/ с для данной жидкой среды fs = −0,4714 см/ с2. Рис. 1, б построен для слу-
чая, когда ω2(t) = 10(1 − e−0,01t cos(πt)), Q(t) = 0,01(1 − e−0,01t cos(πt)). Здесь функция f(t)
(кривая 2) выходит на стационарный режим f s = −0,4714 см/ с2 (прямая 1), так для t = 4,15 с
имеем, что |f(4.15) − fs| ≈ 10−4. При построении рис. 1, в входные данные, функции ω2(t)
и Q(t), также удовлетворяют условиям теоремы 2:

ω2(t) = 10(1− e−0,01t cos(πt)), Q(t) = 2(1− e−0,01t cos(πt/10)).

Как видно из рис. 1, в, функция w выходит на стационарный режим (кривая1). Действи-
тельно, для кривых 1 и 5 в момент времени t = 50 с имеем max

r∈[0,1]
|w(r, 50) − ws(r)| ≈ 8 · 10−3.

При этом стоит отметить, что на рис. 1, в близ твёрдой стенки отсутствует возвратное течение.
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Рис. 1. Поведение функций w(t) и f(t) при различных значениях ω2(t) и Q(t):
а) стационарный случай: Qs = 2 см3/ с (кривая 1), Qs = 1 см3/ с (кривая 2),

Qs = 0,1 см3/ с (кривая 3), Qs = 0 см3/ с (кривая 4);
б) стационарное решение (прямая 1);

ω2(t) = 10(1− e−0,01t cos(πt)), Q(t) = 0,01(1− e−0,01t cos(πt)) (кривая 2);
в) ω2(t) = 10(1− e−0,01t cos(πt)), Q(t) = 2(1− e−0,01t cos(πt/10)):

стационарное решение (кривая 1), t = 2 с (кривая 2),
t = 10 с (кривая 3), t = 20 с (кривая 4), t = 50 с (кривая 5);
г) ω2(t) = 10(1− cos(πt/100)), Q(t) = 0,01(1− cos(πt/100)):

стационарное решение (кривая 1), t = 10 с (кривая 2), t = 20 с (кривая 3),
t = 60 с (кривая 4), t = 70 с (кривая 5), t = 120 с (кривая 6);

д) ω(t) = y1(t), Q(t) = y2(t), где y1(t) и y2(t) задаются формулами (50):
t = 2 с (кривая 1), t = 8 с (кривая 2), t = 12 с (кривая 3),

t = 18 с (кривая 4), t = 25 с (кривая 5);
е) Q(t) = y1(t), ω2(t) = y2(t), где y1(t) и y2(t) задаются формулами (50):

t = 2 с (кривая 1), t = 8 с (кривая 2), t = 12 с (кривая 3),
t = 18 с (кривая 4), t = 25 с (кривая 5)

Если входные данные не удовлетворяют условиям теоремы 2, например распределены по
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законам
ω2(t) = 10(1− cos(0,01πt)), Q(t) = 0,01(1− cos(0,01πt)),

то тогда, как показано на рис. 1, г, функция w не сходится к стационарному режиму (кривая 1).
При этом стоит отметить, что близ твёрдой стенки возникает возвратное течение (кривые 1–5).
Кроме того, если во всех рассмотренных случаях Q(t) = 0, то близ твёрдой стенки всегда будет
возникать возвратное течение. Таким образом, рис. 1, б, в, г иллюстрируют согласованность
численных результатов с аналитическими.

Также было установлено, что при увеличении амплитуд колебаний a1 и b1 для ω2(t) и Q(t)
значения функций w(r, t) и f(t) также возрастают. Далее, построены рис. 1, д, е, которые опи-
сывают эволюцию w, когда секундный расход (рис. 1, д) и угловая скорость вращения цилиндра
(рис. 1, е) меняются скачком. При этом w не сходится к стационарному режиму. Расчёты для
рис. 1, д приведены для следующих значений входных данных: ω(t) = y1(t), Q(t) = y2(t), где
y1(t) и y2(t) задаются формулами

y1(t) = 0, y2(t) =


sin(πt/2), t ∈ [0, 10),

e0,01t, t ∈ [10, 20),

0, t > 20.

(50)

Для построения рис. 1, е секундный расход и угловая скорость вращения цилиндра за-
давались следующим образом: Q(t) = y1(t), ω2(t) = y2(t). Стоит отметить, что при t > 20
угловая скорость вращения цилиндра и секундный расход одновременно равны нулю. В этом
случае w = 0 (рис. 1, д, е, прямая 5), т. е. жидкость будет находиться в состоянии покоя.

Таким образом, задавая расход Q(t) и угловую скорость ω(t), можно управлять тепловой
конвекцией в трубе.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследована обратная начально-краевая задача о тепловой конвекции жидкости во вра-
щающейся цилиндрической трубе, получены следующие результаты:

— для стационарного решения установлено условие, при котором возникает возвратное
движение;

— получены априорные оценки решений поставленной задачи в равномерной метрике;
— даны достаточные условия на входные данные, а именно, на секундный расход и уг-

ловую скорость, при которых решение с ростом времени выходит на стационарный режим по
экспоненциальному закону;

— в изображениях по Лапласу решение найдено в виде квадратур;
— получены количественные характеристики конвекции с помощью численного обраще-

ния преобразования Лапласа, а именно, построены графики осевой компоненты вектора ско-
рости и градиента давления при различных входных данных. Показано, что если функции
секундного расхода и угловой скорости удовлетворяют условиям теоремы 2, то функции w и f
с ростом времени t выходят на стационарный режим.

Таким образом, задавая расход и угловую скорость как функции времени, можно управ-
лять тепловой конвекцией в трубе.
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