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Рассматривается деформирование полого цилиндра с зафиксированными торцами
и с жёстким внешним покрытием боковой поверхности за счёт центробежных сил, воз-
никающих при его вращении вокруг центральной оси. Данная задача решается в класси-
ческой постановке теории малых деформаций. Для установки связи между напряжениями
и упругими деформациями используется закон Гука. Для описания пластических свойств
материала, из которого состоит полый цилиндр, применяется теория пластического тече-
ния. В качестве условия пластичности взято условие максимальных приведённых напря-
жений. Изучались стадия нагружения, при которой скорость вращения монотонно увели-
чивалась, и стадия разгрузки, при которой скорость вращения монотонно уменьшалась до
нуля. На данных стадиях деформируемая среда разбивается на области, соответствующие
упругому и пластическому деформированию. Для данных областей приведены аналити-
ческие зависимости для нахождения перемещения, деформаций и напряжений в любой
момент времени в зависимости от скорости вращения и положения границ данных обла-
стей. Это позволяет получить непрерывное распределение данных величин во всей области
деформирования в любой момент времени при заданной скорости вращения. Приведён
пример расчёта для заданного материала, наглядно проиллюстрированный графиками
распределения напряжений и пластических деформаций на различных этапах развития
пластического течения. Также приводится график движения границ областей пластиче-
ского течения. Получена зависимость для скоростей вращения, при которых образуются
области повторного пластического течения от значения максимальной скорости вращения,
и скоростей, при которых образуются области пластического течения на стадии нагрузки.
Данная зависимость идентична представленной ранее для случая вращения полого цилин-
дра с жёстким внешним покрытием при условии пластичности Треска — Сен-Венана.
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жений
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ВВЕДЕНИЕ

Расчёт упругопластических деформаций во вращающихся цилиндрах и дисках имеет
большое теоретическое и прикладное значение. Первые публикации в этом направлении отно-
сятся ещё к началу 20-го века, и с тех пор интерес исследователей к этой теме не ослабевает.
Упругопластический анализ позволяет более точно оценить прочность и ресурс как самой
вращающейся детали, так и конструкции в целом. Более того, упругопластический анализ
имеет большое значение для расчёта новой технологии ротационного автофретирования [1, 2].
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Решение данного класса задач обычно проводится в рамках теории малых упругопластиче-
ских деформаций (уравнения Прандтля — Рейса). Для расчёта цилиндров используется пред-
положение о плоской или обобщённой плоской деформации, а для дисков — предположение
о плоском напряжённом состоянии. Данные предположения позволяют значительно упростить
рассматриваемую задачу, поскольку остаётся только одна ненулевая компонента перемещений.
Следует отметить, что данные упрощения во многих случаях позволяют получить результаты,
достаточно близкие к результатам расчёта задачи трёхмерного деформирования, что хорошо
показано в работе [3]. Пластические деформации в цилиндрах (дисках) определяются с помо-
щью подходящего условия пластичности (Треска, Мизеса и др.) и ассоциированного с ним за-
кона пластического течения. Реже используется деформационная теория пластичности. Клас-
сическое условие пластичности Треска является кусочно-линейным, что во многих случаях
позволяет получить точное решение краевых задач теории пластичности. При рассмотрении
задачи ротационного автофретирования по причине появления повторного пластического те-
чения на стадии разгрузки часто требуется рассматривать влияние эффекта Баушингера, ко-
торое было исследовано в работе [2].

Упругопластический анализ вращающегося сплошного цилиндра с закреплёнными кон-
цами приведён в [4–6]. Полый цилиндр с закреплёнными торцами и с различными типами
граничных условий изучался в [7–10]. Вращающийся сплошной и полый цилиндр со свобод-
ными концами изучались в [11, 12]. Во всех указанных работах [4–12] использовалось условие
пластичности Треска и предполагалось, что материал цилиндра ведёт себя как идеальное
упругопластическое тело. Установлено, что в процессе пластического деформирования во вра-
щающемся теле могут возникать сразу несколько пластических областей, соответствующих
разным граням и рёбрам призмы Треска. Для обеспечения непрерывности полученного ре-
шения во всём теле необходимо использовать по три подходящих условия непрерывности на
каждой границе между областями. Этот вопрос подробно рассмотрен в [5]. Также интересно
отметить, что при определённых условиях в процессе разгрузки во вращающемся теле может
возникнуть повторное пластическое течение. Это явление изучалось в работах [6, 8–10].

Условие пластичности Мизеса, как и условие Треска относится к классическим условиям
пластичности и широко применяется для расчёта упругопластических деформаций. Однако
в отличие от условия Треска условие Мизеса является нелинейным, и для решения краевых
задач обычно необходимо использовать численные либо приближённо-аналитические методы.
В работе [13] на основе итеративного метода Рунге — Кутты предложен алгоритм расчёта
напряжённого состояния во вращающемся сплошном и полом диске из идеального упругопла-
стического материала. Анализ перемещений и пластических деформаций в [13] не проводился.
Деформационная теория пластичности и закон упрочнения Свифта использовались для упру-
гопластического анализа вращающегося диска переменной высоты с жёстким включением [14],
вращающегося сплошного диска эллиптического профиля [15], вращающегося сплошного и по-
лого цилиндра [16]. Разгрузка и повторное пластическое течение во вращающемся цилиндре
рассматривались в [17]. Вращающиеся диски с различными типами граничных условий также
исследовались в рамках теории пластического течения и модели идеального упругопласти-
ческого тела [18–22]. Сравнение показывает, что результаты, полученные с использованием
условий Треска и Мизеса, имеют определённые отличия. Во-первых, при одинаковой скоро-
сти вращения условие Треска предсказывает бо́льшую область пластического течения в теле.
Во-вторых, скорость полного перехода в состояние пластичности для условия Мизеса выше.

Настоящая работа посвящена упругопластическому анализу вращающегося полого ци-
линдра с жёстким покрытием на внешней граничной поверхности. Предполагается, что в ци-
линдре имеет место плоское деформированное состояние, а полные деформации цилиндра
являются малыми. Материал цилиндра является идеальным упругопластическим, а его пла-
стические свойства определяются условием максимальных приведённых напряжений [23–25]
и ассоциированным с ним законом течения. Данное условие пластичности наряду с условия-
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ми Треска и Мизеса относится к классическим. Как и условие Треска, условие максимальных
приведённых напряжений является кусочно-линейным. В работах [29, 30] показано, что поверх-
ность текучести для произвольного изотропного материала, пластические свойства которого
не зависят от гидростатического напряжения, должна находиться между шестигранниками,
соответствующими условию Треска и условию максимальных приведённых напряжений. На
практике выбор среди указанных условий пластичности должен определяться механическими
свойствами материала, а именно, отношением предела текучести на сдвиг к пределу текуче-
сти на растяжение (сжатие). Для условия Треска, как известно, это отношение равно 1/2,
а для условия максимальных приведённых напряжений 2/3 (см. [31]). Поэтому для материа-
лов, у которых отношение пределов текучести близко к 2/3, условие максимальных приведён-
ных напряжений является более предпочтительным по сравнению с условием Треска. Согласно
результатам экспериментов [31, 32] к таким материалам относятся алюминий, титан, сплавы
никеля и нержавеющая сталь, поскольку для них указанное отношение превышает 0,6.

Условие максимальных приведённых напряжений сравнительно редко применяется для
решения задач теории пластичности. Отметим результаты, наиболее близкие к настоящей ра-
боте. Данное условие пластичности использовалось для упругопластического анализа вращаю-
щегося кольцевого диска [26], вращающегося сплошного цилиндра [27] и вращающегося полого
цилиндра с жёстким включением [28].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим полый цилиндр из идеального упругопластического материала. Введём ци-
линдрическую систему координат (r, ϕ, z), ось z которой проходит через ось симметрии ци-
линдра. Внутренний и внешний радиусы цилиндра обозначим как a и b соответственно. Де-
формирование цилиндра вызвано центробежными силами, возникающими в результате его
вращения вокруг оси симметрии с угловой скоростью ω(t). Угловым ускорением пренебрега-
ем. Предположим, что цилиндр находится в плоском деформированном состоянии и сохраняет
осевую симметрию в процессе деформирования. Тогда единственным ненулевым перемещени-
ем в цилиндре является радиальное. Для удобства введём следующие безразмерные параметры
и переменные:

β =
r

b
, δ =

a

b
, u = Eσ0

ur
b
, d̃ij =

E

σ0
dij , ẽij =

E

σ0
eij ,

p̃ij =
E

σ0
pij , σ̃ij =

σij
σ0
, Ω = ρb2σ−1

0 ω2,

(1)

где σ0 — предел текучести, E — модуль Юнга, ur — радиальное перемещение, dij , eij , pij —
компоненты тензора полных, упругих и пластических деформаций соответственно, σij — ком-
поненты тензора напряжений, ρ — плотность материала. Всё последующее содержание статьи
записано с помощью введённых обозначений (1). Для краткости знак тильды в дальнейшем
везде пропущен.

Полные деформации в цилиндре являются малыми и аддитивно разделяются на упругие
и пластические составляющие:

drr = err + prr =
∂u

∂β
,

dϕϕ = eϕϕ + pϕϕ =
u

β
,

dzz = ezz + pzz = 0.

(2)
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Напряжения и упругие компоненты деформации связаны законом Гука:

σrr =
1

(1 + ν)(1− 2ν)
((1− ν)err + νeϕϕ + νezz),

σϕϕ =
1

(1 + ν)(1− 2ν)
(νerr + (1− ν)eϕϕ + νezz),

σzz =
1

(1 + ν)(1− 2ν)
(νerr + νeϕϕ + (1− ν)ezz),

(3)

где ν — коэффициент Пуассона. Обратный закон Гука имеет вид

err = σrr − ν(σϕϕ + σzz),

eϕϕ = σϕϕ − ν(σrr + σzz),

ezz = σzz − ν(σrr + σϕϕ).

(4)

Уравнение равновесия в цилиндре запишем в виде

σrr,β + β−1(σrr − σϕϕ) = −Ωβ. (5)

Для задания поверхности нагружения используем условие максимальных приведённых
напряжений [23–25]:

f = max(|σrr − σ|, |σϕϕ − σ|, |σzz − σ|) =
2

3
,

σ =
1

3
(σrr + σϕϕ + σzz).

(6)

Поверхность в пространстве главных напряжений, соответствующую условию (6), далее будем
называть призмой Ивлева [29].

Ассоциированный закон пластического течения имеет вид

dpij = dλ
df

dσij
, (7)

где f — функция поверхности текучести, dλ — положительный коэффициент. Закон (7) спра-
ведлив только для граней поверхности текучести (6). Если же напряжённое состояние в пла-
стической области соответствует ребру поверхности (6), образованному гранями f1 и f2, то
используется обобщение ассоциированного закона [23]:

dpij = dλ1
df1
dσij

+ dλ2
df2
dσij

, (8)

где f1, f2 — функции поверхности текучести, dλ1, dλ2 — положительные коэффициенты.
Использование законов (7), (8) вместе с условием (6) приводит к пластической несжима-

емости. Отсюда следует, что объёмная деформация является чисто упругой. На основе этого
и соотношений (2), (4) получим уравнение

∂u

∂β
+
u

β
= (1− 2ν)(σrr + σϕϕ + σzz). (9)

Граничные условия задачи имеют вид

σrr(δ) = 0, u(1) = 0. (10)
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2. РЕШЕНИЕ ОПРЕДЕЛЯЮЩЕЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

Процесс деформирования состоит из двух стадий. Первая стадия — это нагрузка, при
которой происходит рост значения параметра нагружения Ω, сопровождающийся сначала чи-
сто упругим деформированием, переходящим после Ω = Ω1 в упругопластическое, а затем в
полностью пластическое деформирование. Вторая стадия — это разгрузка, заключающаяся
в уменьшении параметра нагружения Ω после того, как он достигнет заданного максимально
значения Ω = Ωmax. На этой стадии также сначала происходит чисто упругое деформирование,
однако, в отличие от стадии нагрузки, в цилиндре присутствуют пластические деформации,
накопленные в процессе нагружения. Далее при определённых условиях в цилиндре может
возникнуть повторное пластическое течение, которое постепенно распространяется на всю де-
формируемую среду. Рассмотрим эти стадии более подробно.

2.1. Упругое деформирование

Из соотношений (2), (3) и (5) можно получить решения для случая упругого деформиро-
вания:

u = c1β +
c2
β
− 1

8

(1 + ν)(1− 2ν)

1− ν
Ωβ3, (11)

где c1, c2 — константы интегрирования. Зависимости для напряжений можно найти из (11)
с помощью соотношений (2) и (3):

σrr =
1

(1 + ν)(1− 2ν)
c1 −

1

1 + ν

c2
β2
− 1

8

3− 2ν

1− ν
Ωβ2,

σϕϕ =
1

(1 + ν)(1− 2ν)
c1 +

1

1 + ν

c2
β2
− 1

8

1 + 2ν

1− ν
Ωβ2,

σzz = 2
1

(1 + ν)(1− 2ν)
c1 −

1

2

ν

1− ν
Ωβ2.

(12)

Константы интегрирования определяются из граничных условий (10):

c1 =
1

8

(1 + ν)(1− 2ν)

1− ν
1− 2ν + (3− 2ν)δ4

1− 2ν + δ2
Ω,

c2 =
1

8

(1 + ν)(1− 2ν)

1− ν
1− (3− 2ν)δ2

1− 2ν + δ2
δ2Ω.

(13)

Полученное решение справедливо для значений параметра нагружения Ω < Ω1. При заданных
граничных условиях (10) выход на поверхность нагружения (6) может происходить как на
внутренней β = δ, так и на внешней β = 1 граничных поверхностях. Условие пластичности (6)
на внутренней и внешней гранях запишется соответственно:

2σϕϕ − σrr − σzz = 2, (14)

2σrr − σϕϕ − σzz = −2. (15)

Подставив в условия (14) и (15) упругое решение (12) и (13), найдём значения параметра
нагружения Ωi

1 и Ωo
1, при которых пластическое течение начнётся на внутренней и внешней

граничных поверхностях соответственно:

Ωi
1 = 8

1− ν
(2− ν)(1− 2ν)

1− 2ν + δ2

(1− δ2)2
,

Ωo
1 = 4

1− ν
1− 2ν

1− 2ν + δ2

(1− δ2)(1− 2ν + (3− 2ν)δ2)
.

(16)
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Приравняв два полученных значения параметра нагрузки получим, что пластическое течение

одновременно начнётся на двух граничных поверхностях при δ =

√
3ν

8− 5ν
.

При δ меньше данного значения пластичность впервые начнётся на внутренней граничной
поверхности, а при больших — на внешней. Также можно отметить, что при δ >

√
3/11 ≈

0,522 пластическое течение впервые будет зарождаться на внешней граничной поверхности
при любых значениях ν ∈ (0; 0,5). Если же рассмотреть случаи при ν < 0 (что соответствует
ауксетикам), то получим, что Ωi

1 > Ωo
1 в (16), иными словами, пластическое течение впервые

будет зарождаться на внешней граничной поверхности β = 1. На рис. 1, а в пространстве
параметров δ, ν показаны области в которых пластическое течение начинается на внутренней
и внешней поверхностях цилиндра соответственно. Зависимости Ωi

1(δ) и Ωo
1(δ) для ν = 0,3

изображены на рис. 1, б.

Рис. 1. Условие начала пластического течения: a) зависимость δ(ν), при которой
пластическое течение начнётся на внутренней (ниже графика) или на внешней граничной

поверхности (выше графика); б) зависимости Ωi
1(δ) и Ωo

1(δ) для ν = 0,3

2.2. Упругопластическое деформирование

Когда параметр нагружения достигает значения Ω = Ω1, в среде зарождается область
пластического деформирования. В зависимости от параметров цилиндра она может возник-
нуть, как на внутренней граничной поверхности β = δ, так и на внешней β = 1. Первую
область (δ 6 β 6 β1) обозначим римской цифрой I, а вторую (β2 6 β 6 1) — цифрой II.
В оставшейся части цилиндра протекает процесс чисто упругого деформирования.

При увеличении значения параметра нагружения Ω напряжения на внутренней граничной
поверхности β = δ переходят на ребро призмы Ивлева:

2σϕϕ − σrr − σzz = 2, 2σrr − σϕϕ − σzz = −2. (17)

Данная область III будет лежать в пределах δ 6 β 6 β3, и соответственно область I будет
лежать в пределах β3 < β 6 β1. В зависимости от параметров цилиндра области пластич-
ности могут появляться в трёх разных последовательностях: I → II → III, II → I → III или
I → III → II. Далее рассматривается третий случай: при Ω = Ω1 образуется область I, при
Ω = Ω2 — область III, и при Ω = Ω3 — область II.

При увеличении параметра нагружения до Ω = Ω4 произойдёт схлопывание упругой обла-
сти и на её месте (β1 6 β 6 β2) образуется новая область пластического деформирования IV,
соответствующая тому же ребру (17) призмы Ивлева, что и область III. Это приводит к тому,
что при Ω = Ω5 постепенно расширяющиеся области III и IV соединятся. Образованную в ре-
зультате этого область обозначим римской цифрой III. После этого в деформируемой среде
останутся только две пластических области: III (δ 6 β 6 β2) и II (β2 < β 6 1). Граница β2 меж-
ду этими областями будет стремиться к внешней граничной поверхности β = 1, но не достигнет
её. Найдём решение определяющей системы уравнений в каждой из указанных областей.
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Упругая область. Полученное ранее решение (11), (12) остаётся справедливым в упру-
гой области, но константы интегрирования c1, c2 необходимо определять отдельно на каждом
интервале значений параметра нагружения Ω.

Область I. Как ранее было сказано, условие пластичности (6) принимает вид (14). Из
данного условия и ассоциированного закона течения (7) следует

prr = pzz, pϕϕ = −2pzz. (18)

Подставив выражения (18) в (2) и выполнив преобразования, найдём

drr = err − ezz, dϕϕ = 2ezz + eϕϕ.

Используя (4), из последних выражений получим систему, связывающую полные дефор-
мации и напряжения:

drr = (1 + ν)(σrr − σzz), dϕϕ = (1− 2ν)σϕϕ − 3νσrr + (2− ν)σzz.

Выразим значения компонент тензора напряжений из последних соотношений и из условия
пластичности (14):

σrr = −1

3
+

1

3

5− 4ν

2 + 2ν

drr
1− 2ν

+
1

3

dϕϕ
1− 2ν

,

σϕϕ =
2

3
+

1

3

drr
1− 2ν

+
1

3

dϕϕ
1− 2ν

,

σzz = −1

3
− 1

3

1− 8ν

2 + 2ν

drr
1− 2ν

+
1

3

dϕϕ
1− 2ν

.

Подставим полученные выражения для напряжений в уравнение равновесия (5) и получим
дифференциальное уравнение второго порядка:

β2u,ββ + βu,β −
2 + 2ν

5− 4ν
u = 3(1− 2ν)

2 + 2ν

5− 4ν
(β − Ωβ3).

Введём обозначения для повторяющихся выражений:

α2 =
2 + 2ν

5− 4ν
, γ =

1− 8ν

2 + 2ν
. (19)

Решение приведённого дифференциального уравнения имеет вид

u = C1β
−α + C2β

α + (2 + 2ν)

(
1− 3

1− 2ν

43− 38ν
Ωβ2

)
β. (20)

Здесь и далее Ci — коэффициенты интегрирования для областей пластического течения. Из
найденного решения получим выражения для напряжений:

σrr =
1

3

1− α−1

1− 2ν
C1β

−1−α +
1

3

1 + α−1

1− 2ν
C2β

−1+α +
2

1− 2ν
− 17− 10ν

43− 38ν
Ωβ2,

σϕϕ =
1

3

1− α
1− 2ν

C1β
−1−α +

1

3

1 + α

1− 2ν
C2β

−1+α +
2

1− 2ν
− 8

1 + ν

43− 38ν
Ωβ2,

σzz =
1

3

1− αγ
1− 2ν

C1β
−1−α +

1

3

1− αγ
1− 2ν

C2β
−1+α +

4ν

1− 2ν
+

1− 26ν

43− 38ν
Ωβ2.

(21)

Область II. Условие пластичности (16) имеет вид (15), а процесс решения аналогичен
области I. Перемещение имеет вид

u = C3β
−α−1

+ C4β
α−1 − (2 + 2ν)

(
1 + 3

1− 2ν

13− 22ν
.Ωβ2

)
β. (22)
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Зависимости для напряжений в этой области запишутся следующим образом:

σrr =
1

3

1− α−1

1− 2ν
C3β

−1−α−1
+

1

3

1 + α−1

1− 2ν
C4β

−1+α−1 − 2

1− 2ν
− 8

1 + ν

13− 22ν
Ωβ2,

σϕϕ =
1

3

α−2 − α−1

1− 2ν
C3β

−1−α−1
+

1

3

α−2 + α−1

1− 2ν
C4β

−1+α−1 − 2

1− 2ν
− 11 + 2ν

13− 22ν
Ωβ2,

σzz = −1

3

γ + α−1

1− 2ν
C3β

−1−α−1 − 1

3

γ − α−1

1− 2ν
C4β

−1+α−1 − 4ν

1− 2ν
− 5 + 14ν

13− 22ν
Ωβ2.

(23)

Из решения (22) и (23) с помощью соотношений (2) и (4) можно найти пластические дефор-
мации:

prr = −2pϕϕ = −2pzz = −10
(1 + ν)(1− 2ν)

13 + 22ν
Ωβ2

− 1

3
(1 + 2α−1)C3β

−1−α−1 − 1

3
(1− 2α−1)C4β

−1+α−1
. (24)

Области III и IV. Условие пластичности (6) в данных областях имеет вид (17). Выразим
из него σrr и σϕϕ через σzz, подставим их в уравнение равновесия (5) и найдём σzz. В итоге
получим

σrr = C5 −
2

3
(1− 2 log β)− 1

2
Ωβ2,

σϕϕ = C5 +
2

3
(1 + 2 log β)− 1

2
Ωβ2,

σzz = C5 +
4

3
log β − 1

2
Ωβ2.

(25)

Подставим (25) в уравнение (9) и найдём перемещение:

u =
3

2
(1− 2ν)C5β + C6β

−1 − (1− 2ν)(1− 2 log β)β − 3

8
(1− 2ν)Ωβ3. (26)

Зная напряжения (25), с помощью обратного закона Гука (4) найдём упругие деформа-
ции. Подставив полученные зависимости и (26) в (2), вычислим значения компонент тензора
пластических деформаций:

prr =
1

2
(1− 2ν)C5 − C6β

−2 +
1

3
(5− 4ν + 2(1− 2ν) log β)− 5

8
(1− 2ν)Ωβ2,

pϕϕ =
1

2
(1− 2ν)C5 + C6β

−2 − 1

3
(5− 4ν − 2(1− 2ν) log β) +

1

8
(1− 2ν)Ωβ2,

pzz = −(1− 2ν)C5 −
4

3
(1− 2ν) log β +

1

2
Ωβ2.

(27)

Для области IV справедливы те же соотношения (25)–(27), за исключением констант ин-
тегрирования, которые обозначены как C7 и C8.
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2.3. Разгрузка

После достижения значения Ω = Ωmax параметр нагружения начинает уменьшаться. Про-
цесс разгрузки сопровождается уменьшением и перераспределением напряжений в среде. Вве-
дём обозначения для пластических деформаций, накопленных на стадии нагрузки:

p̂rr = prr(Ωmax),

p̂ϕϕ = pϕϕ(Ωmax),

p̂zz = pzz(Ωmax).

Запишем уравнение равновесия (5) через перемещения и пластические деформации с по-
мощью соотношений (2), (3):

β2u,ββ + βu,β − u = p̂(β)− (1 + ν)(1− 2ν)

1− ν
Ωβ3,

p̂(β) =
1− 2ν

1− ν
(p̂rr − p̂ϕϕ)

1

β
+ p̂rr,β +

ν

1− ν
(p̂ϕϕ,β + p̂zz,β).

В общем виде решение данного уравнения примет вид

u = d1β + d2β
−1 +

1

2
β

∫
p̂ dβ − 1

2
β−1

∫
β2p̂ dβ − 1

8

(1 + ν)(1− 2ν)

1− ν
Ωβ3.

В связи с тем, что при Ω = Ωmax в среде присутствовали две области пластического те-
чения, то после начала уменьшения параметра нагружения в среде также будут две области
упругого деформирования с различными накопленными пластическими деформациями. По-
лучим значения перемещений для каждой из них. Область I будет соответствовать области III
пластичности с пластическими деформациями (27):

u = d1β + d2β
−1 − (1− 2ν)(1− 2 log β)β − 1

8

(1 + ν)(1− 2ν)

1− ν
Ωβ3 − 1

4

(1− 2ν)2

1− ν
Ωmaxβ

3, (28)

а область II — области II пластичности с деформациями (24):

u = d3β + d4β
−1 + C3β

−α−1
+ C4β

α−1−

− 1

8

(1 + ν)(1− 2ν)

1− ν
Ωβ3 − 35

8

(1 + ν)(1− 2ν)2

(1− ν)(13 + 22ν)
Ωmaxβ

3. (29)

Зная перемещения (28), (29) и пластические деформации (27), (24), напряжения можно найти
из соотношений (2), (3).

2.4. Повторное пластическое течение

При уменьшении параметра нагружения Ω напряжения в среде повторно достигнут по-
верхности нагружения (6). В областях повторного пластического течения пластические де-
формации состоят из накопленных p̂rr, p̂ϕϕ, p̂zz и вторичных srr, sϕϕ, szz пластических дефор-
маций:

prr = p̂rr + srr, pϕϕ = p̂ϕϕ + sϕϕ, pzz = p̂zz + szz. (30)

Повторное пластическое течение развивается аналогично пластическому течению на ста-
дии нагрузки. В начале область повторного пластического течения III зарождается на внут-
ренней граничной поверхности β = δ при Ω = Ω6 с упругопластической границей β4. Затем,
при Ω = Ω7, также на внутренней граничной поверхности произойдёт переход напряжённо-
го состояния на ребро призмы Ивлева, в результате чего появится область V. Граничную
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поверхность, разделяющую указанные пластические области, обозначим β6. После этого на-
пряжения достигнут поверхности нагружения на внешней граничной поверхности β = 1 при
Ω = Ω8 и в указанном месте появится область повторного пластического течения IV с упруго-
пластической границей β5. В дальнейшем упругопластическая граница β5 достигнет границы
раздела упругих областей β2 при Ω = Ω9 и соответственно область упругого деформирования II
полностью заменится областью повторного пластического течения IV. Однако пластичность
продолжит распространяться вглубь среды. Соответствующую ей область обозначим VI. При
Ω = Ω10 области III и VI соединятся и на границе их соприкосновения произойдёт переход
на ребро призмы Ивлева, в связи с чем образуется новая область VII. Области V и VII будут
соответствовать одному и тому же ребру призмы Ивлева. В связи с этим при Ω = Ω11 они
соединятся. В итоге в цилиндре останутся области V, VI и IV. Остановимся более подробно на
получившихся областях.

Область III. В данной области условие пластичности принимает вид

2σϕϕ − σrr − σzz = −2. (31)

По аналогии с пластической областью I ассоциированный закон пластического течения (7)
приводит к следующей зависимости между компонентами тензора вторичных пластических
деформаций:

srr = szz, sϕϕ = −2szz. (32)

Используя данные зависимости и соотношения (30), компоненты тензора полных деформа-
ций (2) запишем в виде

drr = err − ezz + p̂rr − p̂zz, dϕϕ = eϕϕ + 2ezz + p̂ϕϕ + 2p̂zz.

Производя дальнейшие вычисления аналогично области I, в итоге получим

u = D1β
−α +D2β

α +
3

2
(1− 2ν)C5β + C6β

−1 − 6
(1 + ν)(1− 2ν)

43− 38ν
Ωβ3

− 81

8

(1− 2ν)2

43− 38ν
Ωmaxβ

3 − (5 + 2ν)β + 2(1− 2ν)β log β. (33)

Напряжения в области III имеют вид

σrr =
1

3

1− α−1

1− 2ν
D1β

−1−α +
1

3

1 + α−1

1− 2ν
D2β

−1+α + C5

− 17− 10ν

43− 38ν
Ωβ2 − 9

2

1− 2ν

43− 38ν
Ωmaxβ

2 − 2

3

7− 2ν

1− 2ν
+

4

3
log β,

σϕϕ =
1

3

1− α
1− 2ν

D1β
−1−α +

1

3

1 + α

1− 2ν
D2β

−1+α + C5

− 8
1 + ν

43− 38ν
Ωβ2 − 27

2

1− 2ν

43− 38ν
Ωmaxβ

2 − 2

3

5 + 2ν

1− 2ν
+

4

3
log β, (34)

σzz =
1

3

1 + αγ

1− 2ν
D1β

−1−α +
1

3

1− αγ
1− 2ν

D2β
−1+α + C5

+
1− 26ν

43− 38ν
Ωβ2 − 45

2

1− 2ν

43− 38ν
Ωmaxβ

2 − 8ν

1− 2ν
+

4

3
log β.

Области IV и VI. Напряжения в данных областях соответствуют грани призмы Ивлева:

2σrr − σϕϕ − σzz = 2. (35)
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По аналогии с областью III получим общее соотношение для перемещения

u = D3β
−α−1

+D4β
α−1 − 6

(1 + ν)(1− 2ν)

13 + 22ν
Ωβ3

+
1

2
αβ−α

−1

∫
p̂IVβ1+α

−1
dβ − 1

2
αβα

−1

∫
p̂IVβ1−α

−1
dβ (36)

и напряжений

σrr =
1

3

1− α−1

1− 2ν
D3β

−1−α−1
+

1

3

1 + α−1

1− 2ν
D4β

−1+α−1 − 8
1 + ν

13 + 22ν
Ωβ2 +

2

3
− 1

3

p̂rr + p̂ϕϕ + p̂zz
1− 2ν

− 1

6

1 + α

1− 2ν
β−1+α−1

∫
p̂IVβ1−α

−1
dβ − 1

6

1− α
1− 2ν

β−1−α−1

∫
p̂IVβ1+α

−1
dβ,

σϕϕ =
1

3

α−2 − α−1

1− 2ν
D3β

−1−α−1
+

1

3

α−2 + α−1

1− 2ν
D4β

−1+α−1

− 11 + 2ν

13 + 22ν
Ωβ2 − 1

3
− 1

3

p̂rr + α−2p̂ϕϕ − γp̂zz
1− 2ν

− 1

6

1 + α−1

1− 2ν
β−1+α−1

∫
p̂IVβ1−α

−1
dβ − 1

6

1− α−1

1− 2ν
β−1−α−1

∫
p̂IVβ1+α

−1
dβ, (37)

σzz =
1

3

γ − α−1

1− 2ν
D3β

−1−α−1
+

1

3

γ + α−1

1− 2ν
D4β

−1+α−1− 5 + 14ν

13 + 22ν
Ωβ2− 1

3
− 1

3

p̂rr − γp̂ϕϕ + α−2p̂zz
1− 2ν

− 1

6

1− αγ
1− 2ν

β−1+α−1

∫
p̂IVβ1−α

−1
dβ − 1

6

1 + αγ

1− 2ν
β−1−α−1

∫
p̂IVβ1+α

−1
dβ,

где

p̂IV =
3

2

1− 2ν

1 + ν
(2 + 2ν + p̂ϕϕ − p̂zz)− p̂rr,β − p̂ϕϕ,β − p̂zz,β.

Чтобы получить итоговые соотношения для области IV, необходимо подставить накоплен-
ные пластические деформации (24), а для области VI — деформации (27). Зная перемещения,
напряжения и накопленные пластические деформации, из соотношений (2) и (4) получим ито-
говые пластические деформации для области IV:

prr = −2pϕϕ = −2pzz = −10
(1 + ν)(1− 2ν)

13 + 22ν
Ωβ2

− 1

3
(1 + 2α−1)D3β

−1−α−1 − 1

3
(1− 2α−1)D4β

−1+α−1
(38)

и для области VI:

prr = p̂rr − 2p, pϕϕ = p̂ϕϕ + p, pzz = p̂zz + p,

p =
1

6
(1 + 2α−1)D7β

−1−α−1
+

1

6
(1− 2α−1)D8β

−1+α−1
+ 5

(1 + ν)(1− 2ν)

13 + 22ν
Ωβ2.

(39)

Области V и VII. В данных областях условие пластичности примет вид

2σrr − σϕϕ − σzz = 2, 2σϕϕ − σrr − σzz = −2. (40)
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По аналогии с областью III пластического течения получим напряжения

σrr = D5 +
2

3
(1− 2 log β)− 1

2
Ωβ2,

σϕϕ = D5 −
2

3
(1 + 2 log β)− 1

2
Ωβ2,

σzz = D5 −
4

3
log β − 1

2
Ωβ2,

(41)

перемещение

u =
3

2
(1− 2ν)D5β +D6β

−1 − 3

8
(1− 2ν)Ωβ3 + (1− 2ν)(1− 2 log β)β (42)

и пластические деформации

prr =
1

2
(1− 2ν)D5 −D6β

−2 − 5

8
(1− 2ν)Ωβ2 − 1

3
(5− 4ν + (2− 4ν) log β),

pϕϕ =
1

2
(1− 2ν)D5 +D6β

−2 +
1

8
(1− 2ν)Ωβ2 +

1

3
(5− 4ν − (2− 4ν) log β),

pzz = −(1− 2ν)D5 +
1

2
(1− 2ν)Ωβ2 +

4

3
(1− 2ν) log β.

(43)

Для области V будем использовать константы интегрирования D5 и D6, в то время как
для области VII константы обозначим как D9 и D10.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ

Для дальнейших расчётов принимались следующие значения параметров:

δ = 0,2; ν = 0,3; Ωmax = 25. (44)

При данных параметрах из (16) следует, что пластическое течение начнётся на внутренней
граничной поверхности β = δ при значении параметра нагружения Ω1 ≈ 3,9318.

Таким образом, среда разделяется на области упругого и пластического деформирования.
То есть для описания напряжённо-деформированного состояния будем использовать соотно-
шения (11), (12) для упругой области и (20), (21) — для области пластичности I. Они содер-
жат четыре неизвестных коэффициента интегрирования c1, c2, C1, C2. Для их определения
воспользуемся условиями на границах деформируемой среды (10) и условиями непрерывно-
сти перемещения и радиальной компоненты тензора напряжений на упругопластической гра-
нице β1. Также помимо четырёх констант интегрирования неизвестным является положение
упругопластической границы β1. Для её нахождения воспользуемся условием пластического
течения (14). Итоговая система уравнений примет вид

σIrr(δ) = 0, uel(1) = 0;

uI = uel, σIrr = σelrr, 2σelϕϕ − σelrr − σelzz = 2 при β = β1,
(45)

где верхний индекс обозначает, к какой области относятся данные перемещение и напряжения.
Как уже говорилось ранее, следующей областью пластичности будет область III. Для

нахождения значения параметра нагружения Ω2, при котором она образуется, воспользуемся
условием пластичности (17):

2σIrr − σIϕϕ − σIzz = −2 при β = δ. (46)
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Решая полученную систему (45), (46), найдём значения

Ω2 ≈ 5,8002; β1 ≈ 0,2614. (47)

При дальнейшем увеличении параметра нагружения в среде присутствуют две области
пластичности и одна область упругого деформирования. Соответственно неизвестными явля-
ются шесть констант интегрирования и две границы пластических областей β1, β3. Для их
определения составим систему:

σIIIrr (δ) = 0, uel(1) = 0;

uIII = uI, σIIIrr = σIrr, 2σIrr − σIϕϕ − σIzz = −2 при β = β3;

uI = uel, σIrr = σelrr, 2σelϕϕ − σelrr − σelzz = 2 при β = β1.

(48)

При Ω = Ω3 в среде появляется пластическая область II. Для определения Ω3 к систе-
ме (48) добавим условие пластичности (15):

2σelrr − σelϕϕ − σelzz = −2 при β = 1. (49)

Из полученной системы найдём

Ω3 ≈ 6,4147; β3 ≈ 0,2121; β1 ≈ 0,2848. (50)

При Ω > Ω3 получим четыре области и соответственно восемь констант интегрирования
и три границы. Соответственно система (48) перепишется в виде

σIIIrr (δ) = 0, uII(1) = 0;

uIII = uI, σIIIrr = σIrr, 2σIrr − σIϕϕ − σIzz = −2 при β = β3;

uI = uel, σIrr = σelrr, 2σelϕϕ − σelrr − σelzz = 2 при β = β1;

uel = uII, σelrr = σIIrr, 2σelrr − σelϕϕ − σelzz = −2 при β = β2.

(51)

Так как при Ω = Ω4 области I и II соединяются между собой и область упругого де-
формирования исчезает, а также выполняется равенство β1 = β2, значения коэффициентов
интегрирования, найденные из системы (51), становятся недействительными в связи с делени-
ем на нуль. Соответственно для нахождения значения Ω4 составим вспомогательную систему
уравнений

σIIIrr (δ) = 0, uII(1) = 0;

uIII = uI, σIIIrr = σIrr, 2σIrr − σIϕϕ − σIzz = −2 при β = β3;

uI = uII, σIrr = σIIrr, σIrr + σIϕϕ = 2σIzz при β = β1 = β2.

(52)

В связи с тем что на граничной поверхности β = β1 = β2 в момент исчезновения области
упругого деформирования ещё не успели накопиться пластические деформации, в качестве
дополнительного условия для нахождения значения Ω4 используем условие pIrr(β1) = 0. Из
составленной системы получим

Ω4 ≈ 10,8678; β3 ≈ 0,3927; β1 = β2 ≈ 0,6746. (53)

При Ω > Ω4 место упругой области займёт область IV. Соответственно третья и четвёртая
строчки в системе (51) перепишутся в виде

uI = uIV, σIrr = σIVrr , 2σIrr − σIϕϕ − σIzz = −2 при β = β1;

uIV = uII, σIVrr = σIIrr, 2σIIϕϕ − σIIrr − σIIzz = 2 при β = β2.
(54)
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С увеличением нагрузки размер области I будет постепенно уменьшаться и при нагрузке
Ω = Ω5 область I исчезнет и области III и IV соединятся между собой. Так как напряжения
в этих областях принадлежат одному ребру призмы Ивлева, то в итоге эти области сольются
в одну. Получившуюся в итоге область обозначим областью III. Система уравнений (51), (54)
преобразуется к виду

σIIIrr (δ) = 0, uII(1) = 0;

uIII = uII, σIIIrr = σIIrr, 2σIIϕϕ − σIIrr − σIIzz = 2 при β = β2.
(55)

Для нахождения значения Ω5 также воспользуемся условием на значение пластических
деформаций. Для этого воспользуемся соотношениями (18) между значением компонент тен-
зора пластических деформаций, справедливых для области I, которые сведутся к уравнению

24C6 − 36(1− 2ν)C5β
2
1 + 27(1− 2ν)Ωβ41 − 8(5− 4ν + 6(1− 2ν) log β1)β

2
1 = 0.

Из данного уравнения и системы уравнений (55) найдём значения

Ω5 ≈ 11,5756; β1 = β3 ≈ 0,5361; β2 ≈ 0,7217. (56)

С дальнейшим увеличением параметра нагрузки Ω граничная поверхность β = β2 будет
стремиться к внешней граничной поверхности β = 1, но не достигнет её. При Ω = Ωmax из
системы уравнений (55) получим

Ωmax = 25; β2 ≈ 0, 9231. (57)

На рис. 2 представлены распределения компонент тензора напряжений в деформируемой
среде при указанных ранее значениях параметра нагружения Ω.

Следует отметить, что при достижении максимальной скорости вращения компоненты
тензора напряжений принимают значения, десятикратно превосходящие по модулю значение
предела текучести. Иными словами, гидростатическое давление в данный момент принимает
очень большие значения. Изучение влияния такого давления на процесс протекания пласти-
ческого течения представляет отдельный интерес. Однако использованная в данной работе
модель пластического течения (6) данное влияние не учитывает. Также неизменными полага-
ются упругие модули материала.

По достижению максимального значения параметр нагружения начинает монотонно
уменьшаться. Это приводит к упругому деформированию. В связи с двумя ранее присутству-
ющими областями пластического течения среда также разобьётся на две области упругого
деформирования. Соответственно получим четыре неизвестные константы интегрирования.
Для их нахождения составим систему

σIrr(δ) = 0, uII(1) = 0;

uI = uII, σIrr = σIIrr при β = β2.
(58)

При дальнейшем уменьшении значения параметра нагружения может зародиться область
пластического течения как на внутренней граничной поверхности с условием (31), так и на
внешней с условием (35). Из данных соотношений получим следующие значения параметра
нагружения, при которых начнётся пластическое течение:

Ωi
6 = Ωmax − 16

1− ν
(2− ν)(1− 2ν)

1− 2ν + δ2

(1− δ2)2
= Ωmax − 2Ωi

1,

Ωo
6 = Ωmax − 8

1− ν
1− 2ν

1− 2ν + δ2

(1− δ2)(1− 2ν + (3− 2ν)δ2)
= Ωmax − 2Ωo

1.

(59)
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Рис. 2. Распределение напряжений в среде при различных значениях параметра
нагружения Ω: а) Ω1; б) Ω2; в) Ω3; г) Ω4; д) Ω5; е) Ωmax

Сравнив полученные формулы (59) с (16) формулами, можно заметить, что соотношения,
ранее найденные при решении данной задачи в рамках пластического течения с потенциалом
Треска — Сен-Венана [8], также выполняются и при использовании условия Ишлинского —
Ивлева.

Как было ранее сказано, первым выполнится условие на внутренней граничной поверх-
ности. Параметр нагружения соответственно примет значение Ω6 ≈ 17,1364. При уменьшении
значения параметра нагружения в среде будет присутствовать уже три области. Соответствен-
но получится шесть параметров интегрирования d1, d2, d3, d4, D1, D2 и одна упругопластиче-
ская граница β3. Для их определения систему (58) перепишем в виде

σIIIrr (δ) = 0, uII(1) = 0;

uIII = uI, σIIIrr = σIrr, 2σIϕϕ − σIrr − σIzz = −2 при β = β4;

uI = uII, σIrr = σIIrr при β = β2.

(60)

При дальнейшем уменьшении значения параметра нагружения вплоть до значения Ω =
Ω7 на внутренней граничной поверхности происходит выход на ребро призмы Ивлева. Для
нахождения значения Ω7 к системе уравнений (60) добавим условие (40):

2σIIIrr − σIIIϕϕ − σIIIzz = 2 при β = δ.

Решив полученную систему уравнений, найдём

Ω7 ≈ 13,3995; β4 ≈ 0,2614. (61)
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При уменьшении значения параметра нагружения в среде присутствуют четыре обла-
сти деформирования. Для описания текущего состояния среды в системе (60) заменим одно
граничное условие и добавим дополнительные уравнения на новой граничной поверхности:

σVrr(δ) = 0;

uV = uIII, σVrr = σIIIrr , 2σIIIrr − σIIIϕϕ − σIIIzz = 2 при β = β6.
(62)

Следующей зарождается область IV повторного пластического течения. Для нахождения
значения параметра нагружения Ω8, при котором она образуется, к системе (60), (62) добавим
дополнительное условие (35):

2σIIrr − σIIϕϕ − σIIzz = 2 при β = 1.

Решив получившуюся систему уравнений, найдём

Ω8 ≈ 12,1705; β4 ≈ 0,2848; β6 ≈ 0,2121. (63)

Система уравнений, описывающая следующий этап деформирования, запишется в виде

σVrr(δ) = 0, uIV(1) = 0;

uV = uIII, σVrr = σIIIrr , 2σIIIrr − σIIIϕϕ − σIIIzz = 2 при β = β6;

uIII = uI, σIIIrr = σIrr, 2σIϕϕ − σIrr − σIzz = −2 при β = β4;

uI = uII, σIrr = σIIrr при β = β2;

uII = uIV, σIIrr = σIVrr , 2σIIrr − σIIϕϕ − σIIzz = 2 при β = β5.

(64)

Так как область IV увеличивается с уменьшением параметра нагружения, то при Ω = Ω9

граничная поверхность данной области β5 достигнет граничной поверхности β = β2 и область
упругого деформирования II исчезнет из рассмотрения. Для нахождения данного значения
параметра нагружения перепишем последние две строчки системы (64):

uI = uIV, σIrr = σIVrr , 2σIrr − σIϕϕ − σIzz = 2 при β = β2 = β5.

Решая систему (64), с учётом внесённых изменений получим

Ω9 ≈ 9,9157; β4 ≈ 0,3368; β6 ≈ 0,2386; β5 = β2 ≈ 0,9231. (65)

После преодоления граничной поверхностью β = β5 значения β2 в деформируемой среде
больше не будет области II и появится новая область VI, являющаяся продолжением обла-
сти IV. Для описания данного состояния деформируемой среды последние две строчки систе-
мы (64) примут вид

uI = uVI, σIrr = σVI
rr , 2σIrr − σIϕϕ − σIzz = 2 при β = β5;

uVI = uIV, σVI
rr = σIVrr при β = β2.

(66)

При достижении параметром нагружения значения Ω10 из среды исчезнет упругая об-
ласть I, так как граничные поверхности β = β4 и β = β6 сравняются между собой. Система
уравнений, описывающая данное состояние среды, может быть получена из системы (64), (66)
путём объединения третьей и четвёртой строчек:

uIII = uVI, σIIIrr = σVI
rr , 2σVI

ϕϕ − σVI
rr − σVI

zz = −2 при β = β4 = β5.
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Так как в области упругого деформирования I не было накоплено вторичных пластических
деформаций, то в качестве дополнительного условия к полученной системе можно ввести ра-
венство пластических деформаций на границе: pIIIrr = pVI

rr . В итоге получим

Ω10 ≈ 3,2645; β4 = β5 ≈ 0,6746; β6 ≈ 0,3927. (67)

Так как области III и VI принадлежат разным граням призмы Ивлева, то на месте контак-
та данных областей напряжения выйдут на ребро призмы Ивлева и с уменьшением значения
параметра нагружения зародится новая область повторного пластического течения VII. Си-
стема уравнений запишется в виде

σVrr(δ) = 0, uIV(1) = 0;

uV = uIII, σVrr = σIIIrr , 2σIIIrr − σIIIϕϕ − σIIIzz = 2 при β = β6;

uIII = uV II , σIIIrr = σV IIrr , 2σIIIrr − σIIIϕϕ − σIIIzz = 2 при β = β4;

uV II = uVI, σV IIrr = σVI
rr , 2σVI

ϕϕ − σVI
rr − σVI

zz = −2 при β = β5;

uVI = uIV, σVI
rr = σIVrr при β = β2.

(68)

Так как области V и VII соответствуют одному и тому же ребру призмы Ивлева, то при
Ω = Ω11 они соединятся между собой. Получившуюся на их месте область обозначим как
область V. Соответственно система уравнений запишется в виде

σVrr(δ) = 0, uIV(1) = 0;

uV = uVI, σVrr = σVI
rr , 2σVI

ϕϕ − σVI
rr − σVI

zz = −2 при β = β5;

uVI = uIV, σVI
rr = σIVrr при β = β2.

(69)

Для нахождения значения Ω11 наложим условие на пластические деформации. Исходя из
соотношений, справедливых для вторичных пластических деформаций в исчезнувшей обла-
сти (32), получим, что на месте соединения областей V и VII в момент их объединения должно
выполняться соотношение

pVrr − pVzz = p̂IIIrr − p̂IIIzz .

Подставив значения пластических деформаций (27), (43), получим уравнение

24(D6 − C6)− 36(1− 2ν)(D5 − C5)β
2

− 27(1− 2ν)(Ωmax − Ω)β4 + 16(5− 4ν + 6(1− 2ν) log β)β2 = 0.

Решив данное уравнение (учтя что корень данного уравнения должен быть единственным
и положительным), совместно с системой (69) получим

Ω11 ≈ 1,8487; β4 = β6 ≈ 0,5361; β5 ≈ 0,7217. (70)

При Ω = 0 решение системы (69) примет вид

Ω12 = 0; β5 ≈ 0, 7685. (71)

На рис. 3 представлены распределения напряжений в среде на стадии разгрузки при
приведённых ранее значениях параметра нагружения. Остаточные напряжения, пластические
деформации и движения границ областей представлены на рис. 4. Как видно из рис. 4, в
пластические деформации в цилиндре могут достигать значительных величин. Переходя от
безразмерных деформаций (1) к реальным, получим, что при максимальной скорости враще-
ния деформации в цилиндре могут составлять несколько процентов, что выходит за границы
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Рис. 3. Распределение напряжений в среде при различных значениях параметра
нагружения Ω: а) Ω6; б) Ω7; в) Ω8; г) Ω9; д) Ω10; е) Ω11

применимости теории малых деформаций. Отсюда можно сделать вывод, что результаты рас-
чётов, полученные для высоких скоростей вращения, содержат определённую погрешность.
Получение более реалистичного решения рассматриваемой задачи возможно только в рамках
теории конечных деформаций.

Стоит отметить, что хоть и не удалось получить аналитические выражения для опреде-
ления всех значений параметра нагружения, при которых происходят образования или исчез-
новение областей в среде, но исходя из тех, которые удалось получить, и численных значений
оставшихся, при использовании потенциала Ишлинского — Ивлева выполняется та же зако-
номерность, что и для потенциала Треска — Сен-Венана [8], а именно,

Ωr
i = Ωmax − 2Ωl

i, (72)

где Ωl
i — значения параметра нагружения на стадии нагрузки: Ω1, Ω2, Ω3, Ω4, Ω5, а Ωr

i —
соответствующие значения на стадии разгрузки: Ω6, Ω7, Ω8, Ω10, Ω11.

Это позволяет прогнозировать, какие области повторного пластического течения образу-
ются в среде в процессе снятия нагрузки, предварительно определив максимальное значение
параметра нагружения Ωmax и рассчитав значения параметра нагружения, при котором появ-
ляются области первичного пластического течения Ωl

i.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрена задача вращения полого цилиндра с жёстким внешним покрытием в рамках
теории малых деформаций. Получены соотношения, позволяющие определить распределение
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Рис. 4. Графики:
остаточных напряжений (а); перемещений при различных значениях Ω (б); максимальных

пластических деформаций (в); остаточных пластических деформаций (г); развития
областей пластического течения на стадии нагрузки (д);

развития областей пластического течения на стадии разгрузки (е)

перемещений, деформаций и напряжений в цилиндре как при росте угловой скорости ω(t), так
и при её уменьшении. Найдены аналитические соотношения для нахождения значения угло-
вой скорости, при которой в полом цилиндре начинается пластическое течение (16), а также
повторное пластическое течение (59). Последнее соотношение позволяет найти такую макси-
мально допустимую скорость вращения, при которой после остановки не будет наблюдаться
повторного пластического течения. Согласно данному соотношению (59) максимальная ско-
рость вращения ωmax для таких целей должна быть такова, чтобы максимальное значение
параметра нагружения Ωmax не превышало двухкратного значения параметра нагружения,
при котором впервые появляется пластическое течение Ω1. Учитывая введённое обезразмери-
вание (1), для угловых скоростей получим: ω2

max < 2ω2
1.

Если в качестве пластического потенциала использовать условие Треска — Сен-Венана [8],
то для текущих параметров полого цилиндра получим следующие значения параметра нагру-
жения:

— образование области пластического течения на поверхности полости: Ωt
1 ≈ 3,342014;

— образование области пластического течения на боковой поверхности: Ωt
2 ≈ 6,336568;

— распространение пластического течения по всему полому цилиндру: Ωt
3 ≈ 8,513944;

— максимальная скорость вращения: Ωmax = 25;
— образование области повторного пластического течения на поверхности полости при
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уменьшении скорости вращения: Ωt
4 ≈ 18,315972;

— образование области повторного пластического течения на боковой поверхности:
Ωt
5 ≈ 12,326864;

— распространение повторного пластического течения по всему полому цилиндру:
Ωt
6 ≈ 7,972112;

В нашем случае соответствующие значения параметра нагружения будут равны:

Ωi
1 ≈ 3,931781; Ωi

2 ≈ 6,414733; Ωi
3 ≈ 10,867762; Ωmax = 25;

Ωi
4 ≈ 17,136438; Ωi

5 ≈ 12,1705; Ωi
6 ≈ 3,2645.

Как можно видеть из представленных значений, при использовании условия максимальных
приведённых напряжений пластическое течение появляется в среде немного позже как на ста-
дии нагрузки, так и на стадии разгрузки. Особо сильно заметна разница в значениях параметра
нагружения, при котором пластическое течение распространится по всему полому цилиндру.

Ещё одним отличием между двумя подходами является сложность проведения самих рас-
чётов. Несмотря на то, что при использовании условия максимальных приведённых напряже-
ний формулы получились более громоздкими и с ними сложнее работать, а также эволюция
напряжений (переход напряжений между гранями и рёбрами призмы Ивлева) стала более
сложной, нельзя не отметить тот факт, что вывод соотношений для нахождения перемещений
и напряжений для каждой отдельно взятой области пластического течения оказался достаточ-
но однотипным и простым. (В отличие от условия Треска — Сен-Венана, где для различных
граней призмы Треска приходилось использовать различные подходы для нахождения данных
соотношений, что хорошо видно, к примеру, в работах [5, 8, 10].)

Работа основана на предположениях о пластической несжимаемости материала и незави-
симости условия текучести от гидростатической компоненты тензора напряжения. Эти пред-
положения являются постулатами классической теории пластичности. Однако недавние экспе-
рименты показывают, что для многих конструкционных материалов условие пластичности су-
щественно зависит от гидростатического напряжения, при этом пластическая несжимаемость
материала остаётся справедливой [34, 35]. Как видно на рис. 2, в процессе деформирования
гидростатическое напряжение может достигать значительных величин, поэтому для дальней-
шего исследования представляет интерес решение аналогичной задачи с использованием усло-
вий пластичности, зависящих от гидростатического напряжения, и сравнение с результатами,
полученными в настоящей работе и в работе [8]. Среди подобных условий можно отметить
условия Мора — Кулона, Друкера — Прагера, а также обобщённое кусочно-линейное условие
пластичности [3].
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