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Рассмотрена обратная задача определения коэффициента при нелинейном члене уравне-
ния, главная часть которого представляет собой волновой оператор. Изучены свойства
решения прямой задачи, в частности, установлено существование и единственность огра-
ниченного решения в окрестности характеристического конуса, выписана структура этого
решения. Задача нахождения неизвестной функции сведена к задаче интегральной гео-
метрии на семействе прямых с весовой функцией, инвариантной относительно вращений
вокруг некоторой фиксированной точки. Установлена единственность решения обратной
задачи и предложен алгоритм восстановления искомой функции.

Ключевые слова: нелинейное волновое уравнение, обратная задача, интегральная гео-
метрия.
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Впервые на связь между задачами интегральной геометрии и многомерными обратными
задачами было обращено внимание в работе [1]. В работах [2–5] исследование обратных за-
дач для уравнений гиперболического типа было сведено к задачам интегральной геометрии.
Первый результат по интегральной геометрии для довольно общего семейства кривых в дву-
мерном пространстве, инвариантном относительно группы вращений, был получен в [6], где
была рассмотрена задача о восстановлении непрерывной внутри единичного круга функции
через интегралы от этой функции по двупараметрическому семейству кривых, лежащих внут-
ри этого круга. В работе [7] рассмотрена задача о восстановлении функции через интегралы
по эллипсоидам вращения, у которых один фокус неподвижен. В работе [3] были рассмотрены
задачи интегральной геометрии в n-мерном пространстве для семейств кривых, инвариантных
к параллельному переносу вдоль фиксированной плоскости, к вращению вокруг фиксирован-
ной точки, а также для поверхностей, инвариантных к сдвигу параллельного переноса. Были
выяснены геометрические и аналитические условия, достаточные для единственности решения
рассмотренных задач. В работах [8–11] изучены задачи интегральной геометрии на семействе
римановых геодезических линий. В работе [12] рассмотрены лучевые постановки некоторых
обратных задач с данными на границе компактной области для некоторого временного интер-
вала. Исследование задач основано на асимптотическом разложении решения в окрестности
характеристического конуса.

Новизна рассмотренной в данной работе задачи заключается в том, что разработанные
ранее подходы для исследования обратных задач для линейных гиперболических уравнений

Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект FWNF-2022-0009).
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применены для нелинейного уравнения, которое мы рассматриваем далее. Для решения этой
задачи выведено асимптотическое разложение по особенностям вблизи характеристического
конуса. Поставленная в работе обратная задача сведена к изучению задачи интегральной гео-
метрии с некоторой специальной весовой функцией. Для этой задачи установлена конструк-
тивная теорема единственности, из которой вытекает также алгоритм построения искомой
функции.

1. ПОСТАНОВКА ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ

Пусть q(x) — бесконечно дифференцируемая финитная функция и её носитель содержится
в шаре Br0 = {x ∈ R3 | |x| < r0}, r0 > 0. Требуется найти функцию u(x, t, y), удовлетворяющую
соотношениям

utt −∆u− q(x)u2 = θ0(t)δ(x− y), (x, t) ∈ R4;

u|t<0 = 0,
(1)

в которых θ0(t) — функция Хевисайда: θ0(t) = 1 для t > 0 и θ0(t) = 0 для t < 0.
Пусть y ∈ SR, SR = {x ∈ R3 | |x| = R} и R > r0. Построим асимптотическое разложение

решения задачи (1) вблизи характеристического конуса K(y) = {x ∈ R3 | t = |x− y|}. Введем
в рассмотрение функции

θk(t) =
tk

k!
θ0(t), k = 1, 2, . . . ,

dθ0(t)

dt
= δ(t) := θ−1(t),

dθ−1(t)

dt
= δ′(t) := θ−2(t),

где δ(t) — дельта-функция Дирака, δ′(t) — её производная.
Теорема 1. Пусть y ∈ SR, R < r0, и q(x) — бесконечно дифференцируемая финитная

функция с носителем, содержащемся в шаре Br0 = {x ∈ R3 | |x| < r0}, r0 > 0. Тогда решение
задачи (1) в окрестности характеристического конуса представимо в виде асимптотическо-
го ряда

u(x, t, y) =
∞∑
k=0

αk(x, y)θk(t− |x− y|), (2)

в котором αk(x, y) — бесконечно дифференцируемые функции переменной x для всех x 6= y.

Доказательство. Непосредственные вычисления ведут к формулам

utt =
∞∑
k=0

αk(x, y)θk−2(t− |x− y|), (3)

∆u =

∞∑
k=0

[
αk(x, y)θk−2(t− |x− y|)

−
(
αk(x, y)

2

|x− y|
+ 2∇αk(x, y) · ∇|x− y

)
θk−1(t− |x− y|) + ∆αk(x, y)θk(t− |x− y|)

]
, (4)

u2(x, t, y) =
∞∑

m,j=0

αm(x, y)αj(x, y)θm(t− |x− y|)θj(t− |x− y|)

=
∞∑

m,j=0

αm(x, y)αj(x, y)
(m+ j)!

m!j!
θm+j(t− |x− y|)

=

∞∑
k=0

k∑
m=0

αm(x, y)αk−m(x, y)
m!

m!(k −m)!
θk(t− |x− y|). (5)
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Подставляя (3)–(5) в (1) и приравнивая коэффициенты при δ(t − |x − y|), θk(t − |x − y|),
k = 0, 1, 2, . . . , получаем

∇α0 · ∇|x− y|+ α0(x, y)
1

|x− y|
= 0,

2∇αk · ∇|x− y|+ αk(x, y)
2

|x− y|

= ∆αk−1 + q(x)αk−1(x, y)
k−1∑
m=0

αm−k+1(x, y)
m!

(k − 1)!(m− k + 1)!
, k > 1. (6)

Проинтегрируем эти уравнения. Рассмотрим луч

x = y + νs, s > 0, |ν| = 1 ⇒ s = |x− y|, dα0

ds
= ∇α0 · ∇s = ∇α0 · ∇|x− y|.

Вдоль луча x = y + νs первое из уравнений (6) принимает вид
dα0

ds
+ α0

1

s
= 0. Из этого

равенства вытекает, что s
dα0

ds
+ α0 =

d(sα0)

ds
= 0. Следовательно, α0(y + νs, y) = C0(y)/s, т. е.

α0(x, y) =
C0(y)

|x− y|
. (7)

Так как по предположению y ∈ SR, R > r0, то решение задачи (1) совпадает в области
{(x, t) | |x− y| < R− r0, 0 6 t 6 2(R− r0)− |x− y|} с решением задачи

utt −∆u = θ0(t)δ(x− y), (x, t) ∈ R4;

u|t<0 = 0.

Решение этой задачи выписывается в явном виде:

u0(x, t) =
1

4π|x− y|
θ0(t− |x− y|).

Отсюда следует, что коэффициенты разложения (1) должны удовлетворять условиям

α0(x, y) =
1

4π|x− y|
, |x− y| < R− r0, αk(x, y) = 0, k > 1.

Поэтому C0(y) = 1/(4π), т. е.

α0(x, y) =
1

4π|x− y|
. (8)

Проинтегрируем уравнение (7) для k = 1 вдоль луча x = y + νs, s > 0, |ν| = 1, при этом
уравнение принимает вид

2
dα1

ds
+ α1

2

s
= q(y + νs)

1

(4π)2s2
.

Умножая это уравнение на s, запишем его в виде

2
d(sα1)

ds
= q(y + νs)

1

(4π)2s
, α1(y, y) = 0.

Отсюда найдём

α1(y + νs, y) =
1

2s

1

(4π)2

s∫
0

q(y + νs′)
ds′

s′
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или
α1(x, y) =

1

2(4π)2|x− y|

∫
L(y,x)

q(ξ)

|ξ − y|
ds′ =

α0(x, y)

8π

∫
L(y,x)

q(ξ)

|ξ − y|
ds′. (9)

Аналогично интегрируется уравнение (7) для k > 2. В результате получаются формулы

αk(x, y) =
1

2|x− y|

∫
L(y,x)

1

|ξ − y|

(
∆αk−1(ξ, y)

+ q(ξ)αk−1(ξ, y)

k−1∑
m=0

αm−k+1(ξ, y)
m!

(k − 1)!(m− k + 1)!

)
ds, k > 2. (10)

Заметим, что интегралы в формулах (9), (10) отличны от нуля только в том случае, когда луч
L(y, x) пересекает шар Br0 , и тогда коэффициенты α(x, y), k > 1, не обращаются в нуль. Если
луч L(y, x) пересекает шар Br0 , то интегрирование осуществляется по пересечению этого луча
с Br0 .

Очевидно, что все αk(x, y) являются бесконечно дифференцируемыми функциями пере-
менной x для x 6= y. �

2. АНАЛИЗ РЕШЕНИЯ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ

Заметим, что асимптотическое разложение (2) имеет чисто формальный характер. Оно
показывает только, как вычисляются коэффициенты этого разложения для любых n. И, конеч-
но, здесь не идет речь о сходимости ряда в какой-либо области. В случае, когда коэффициент
q(x) имеет конечную гладкость, скажем, q ∈ Cm(R3), можно построить конечный отрезок ря-
да (его длина зависит от m) плюс остаток и рассматривать вопрос о гладкости этого остатка.
Подобный вопрос сравнительно легко решается для линейных дифференциальных уравнений
второго порядка. Но в рассматриваемом нами случае нелинейного уравнения (1) этот вопрос
далеко не так тривиален, не понятно даже, в какой области существует решение уравнения (1).
В этой связи представляет интерес следующая

Теорема 2. Пусть y ∈ SR, R < r0, q(x) — непрерывная финитная функция с носите-
лем, содержащемся в шаре Br0, r0 > 0. Тогда существует единственное обобщенное решение
задачи (1) вблизи характеристического конуса t = |x− y| и оно представимо в виде

u(x, t, y) = α0(x, y)θ0(t− |x− y|) + [α1(x, y) + ū(x, t, y)]θ1(t− |x− y|), (11)

в котором функции α0(x, y), α1(x, y) вычисляются по формулам (8), (9), а функция ū(x, t, y)
является бесконечно малой при t− |x− y| → +0.

Доказательство. Доказательство этой теоремы довольно громоздко, и мы его разби-
ваем на несколько лемм, в которых устанавливается сначала ограниченность в некоторой
области G1, примыкающей к характеристическому конусу, последовательных приближений
к решению, затем равномерная сходимость этой последовательности в G1 к непрерывному ре-
шению вспомогательного интегрального уравнения и далее устанавливается единственность
этого решения. Затем доказывается представление (11).

Воспользуемся формулой Кирхгофа и сведем решение задачи (1) к интегральному урав-
нению

u(x, t, y) = α0(x, y)θ0(t− |x− y|) +
1

4π

∫
|ξ−x|6t

q(ξ)u2(ξ, t− |ξ − x|, y)

|ξ − x|
dξ, t > 0. (12)
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Очевидно, что решение этого уравнения u(x, t, y) = 0 при t < |x− y|. Поэтому из (12) следует
уравнение

u(x, t, y) = α0(x, y) +
1

4π

∫
D(x,y,t)

q(ξ)u2(ξ, t− |ξ − x|, y)

|ξ − x|
dξ, t > |x− y|, (13)

в котором D(x, y, t) — область, ограниченная эллипсоидом

E(x, y, t) = {ξ ∈ R3 | |ξ − x|+ |ξ − y| = t}

с фокусами в точках x и y. Так как q(x) = 0 для x ∈ R3 \ Br0 , то интеграл в формуле (13)
равен нулю для тех (x, t), для которых D(x, y, t) ∩ Br0 = ∅. В частности, он равен нулю для
значений (x, t) ∈ G′:

G′ = {(x, t) | |x− y| 6 R− r0, |x− y| 6 t 6 2(R− r0)− |x− y|}.

Поэтому
u(x, t, y) = α0(x, y), (x, t) ∈ G′. (14)

Введем в точке y декартову ξ′1, ξ′2, ξ′3 и связанную с ней сферическую r, θ, ϕ, θ ∈ [0, π],
ϕ ∈ [0, 2π), системы координат, направив полярную ось ξ′3 по прямой, соединяющей точи x и y,
с положительным направлением единичного орта e3 от y к x. При этом e3 = ν и единичные
орты e1 и e2 ортогональны вектору e3. Тогда

ξ = y +
3∑
i=1

ξ′iei, ξ′1 = r sin θ cosϕ, ξ′2 = r sin θ sinϕ, ξ′3 = cos θ. (15)

Рассмотрим семейство софокусных эллипсоидов E(x, y, τ), τ ∈ [|x − y|, t]. Заметим, что
при τ → |x−y|+0 эллипсоид E(x, y, τ) стягивается к отрезку L(y, x). Пересечение эллипсоида
E(x, y, τ) с полуплоскостью ϕ = const представляет собой полуэллипс, уравнение которого
в сферической системе координат имеет вид

r = r(θ, τ) =
τ2 − |x− y|2

2(τ − |x− y| cos θ)
, θ ∈ [0, π].

При этом r(0, τ) = (τ + |x− y|)/2→ |x− y| и r(π, τ) = (τ − |x− y|)/2→ 0, если τ → |x− y|+ 0.
Пусть

z = ξ′3 = r(θ, τ) cos θ =
(τ2 − |x− y|2) cos θ

2(τ − |x− y| cos θ)
, θ ∈ [0, π].

Отсюда можем написать

cos θ(z, τ) =
2zτ

τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y|
,

sin θ = (τ2 − |x− y|2)1/2 (τ2 − (2z − |x− y|)2)1/2

(τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y|)
,

r(z, τ) =
z

cos θ(z, τ)
=

1

2τ
(τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y|),

r(z, τ) sin θ =
(τ2 − |x− y|2)1/2(τ2 − (2z − |x− y|)2)1/2

2τ
:= f(x, y, z, τ),

|ξ − y| = r(z, τ) =
1

2τ
(τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y|),

|ξ − x| = τ − |ξ − y| = 1

2τ
(τ2 + |x− y|2 − 2z|x− y|).
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Точке ξ сопоставим криволинейные координаты z, ϕ, τ . Тогда

dξ = r drdzdϕ = r(z, τ)

∣∣∣∣∂r(z, τ)

∂τ

∣∣∣∣ dτdzdϕ.
Имеем

∂r(z, τ)

∂τ
=

1

2τ2
(τ2 + |x− y|2 − 2z|x− y|) =

|ξ − x|
τ

.

Следовательно,
dξ

|ξ − x|
=
|ξ − y|
τ

dτdzdϕ.

Уравнение (13) тогда можно представить в виде

u(x, t, y) = α0(x, y) +
1

4π

t∫
|x−y|

zmax∫
zmin

2π∫
0

q(ξ)u2(ξ, t− |ξ − x|, y)
|ξ − y|
τ

dϕdzdτ, t > |x− y|, (16)

в котором

zmin = −(τ − |x− y|)/2, zmax = (τ + |x− y|)/2,
ξ = y + f(x, y, z, τ)(e1 cosϕ+ e2 sinϕ) + zν.

(17)

Введем новую функцию û(x, t, y) = u(x, t, y)/α0(x, y). Эта функция удовлетворяет уравнению

û(x, t, y) = 1 +
|x− y|
(4π)2

t∫
|x−y|

zmax∫
zmin

2π∫
0

q(ξ)

τ |ξ − y|
û2(ξ, t− |ξ − x|, y) dϕdzdτ, t > |x− y|. (18)

Определим последовательность ûn(x, t, y), n = 0, 1, . . . , формулой

û0(x, t, y) = 1,

ûn(x, t, y) = 1 +
|x− y|
(4π)2

t∫
|x−y|

zmax∫
zmin

2π∫
0

q(ξ)

τ |ξ − y|
û2n−1(ξ, t− |ξ − x|, y) dϕdzdτ, t > |x− y|.

(19)

Пусть |q(x)| 6 q0. Обозначим λ = q0(R+ r0)/[8π(R− r0)] и

G(y, ε) = {(x, t) | 0 6 λ(t− |x− y|) 6 ε < 1}.

Лемма 1. В области G(y, ε) последовательность {ûn(x, t, y)} удовлетворяет оценке

|ûn(x, t, y)− 1| 6 |x− y|λ(t− |x− y|)
(R+ r0)(1− λ(t− |x− y|))

6
|x− y|ε

(R+ r0)(1− ε)
, n = 1, 2, . . . . (20)

Доказательство. Оценим û1(x, t, y). Используем при выполнении этой оценки тот факт,
что

zmax − zmin = τ, R− r0 6 |ξ − y| для ξ ∈ Br0 .
Тогда из формулы (19) следует, что

|û1(x, t, y)− 1| 6 q0|x− y|
8π(R− r0)

t∫
|x−y|

dτ =
q0|x− y|(t− |x− y|)

8π(R− r0)

=
|x− y|λ(t− |x− y|)

(R+ r0)
6

|x− y|λ(t− |x− y|)
(R+ r0)(1− λ(t− |x− y|))

, (x, t) ∈ G(y, ε). (21)
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На основе этой оценки находим, что

|û2(x, t, y)− 1|

6
|x− y|
(4π)2

t∫
|x−y|

zmax∫
zmin

2π∫
0

q(ξ)

τ |ξ − y|

(
1 +

λ|ξ − y|(t− |ξ − y| − |ξ − x|)
(R+ r0)(1− λ(t− |ξ − y| − |ξ − x|))

)2

dzdϕdτ.

Используем здесь соотношения

R− r0 6 |ξ − y| 6 R+ r0 для ξ ∈ Br0 ,
zmax − zmin = τ,

|ξ − y|+ |ξ − x| = τ для ξ ∈ E(x, y, τ).

Тогда мы можем продолжить оценку û2(x, t, y) следующим образом:

|û2(x, t, y)− 1| 6 q0|x− y|
8π(R− r0)

t∫
|x−y|

(
1 +

λ(t− τ)

1− λ(t− τ)

)2

dτ

=
λ|x− y|
(R+ r0)

t∫
|x−y|

1

(1− λ(t− τ))2
dτ =

|x− y|λ(t− |x− y|)
(R+ r0)(1− λ(t− |x− y|))

, (x, t) ∈ G(y, ε). (22)

Таким образом, оценка (22) для û2(x, t, y) в точности совпадает с оценкой (21) для û1(x, t, y).
Естественно, что и все последующие оценки для ûn(x, t, y) будут совпадать с той же самой
оценкой, т. е. с (20). �

Следствие. Последовательность {ûn(x, t, y)} является ограниченной в любой области
G1(y, ε,R1) = {(x, t) ∈ G(y, ε) | |x − y| 6 R1}, R1 > 0, причем для всех n выполнено нера-
венство

|ûn(x, t, y)| 6 1 +
R1ε

(R+ r0)(1− ε)
:= A, (x, t) ∈ G1(y, ε,R1). (23)

Лемма 2. Последовательность {ûn(x, t, y)} равномерно сходится в области G1(y, ε, R1)
при любых значениях R1 > 0 и определяет в этой области непрерывную предельную функцию
û(x, t, y). Эта функция является решением уравнения (18) в области G1(y, ε, R1).

Доказательство. Введем в рассмотрение разности

vn(x, t, y) = ûn(x, t, y)− ûn−1(x, t, y), n = 1, 2, . . . .

Из формулы (19) следуют равенства

v1(x, t, y) = û1(x, t, y)− 1,

vn(x, t, y) =
|x− y|
(4π)2

t∫
|x−y|

zmax∫
zmin

2π∫
0

q(ξ)

τ |ξ − y|
vn−1(ξ, t− |ξ − x|, y)

× [ûn−1(ξ, t− |ξ − x|, y) + ûn−2(ξ, t− |ξ − x|, y)] dϕdzdτ, n = 2, 3, . . . . (24)
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Из оценки (21) следует, что

|v1(x, t, y)| 6 |x− y|λ(t− |x− y|)
R+ r0

, (x, t) ∈ G(y, ε). (25)

Из формул (23)–(25) тогда вытекает оценка

|v2(x, t, y)| 6 A|x− y|λ2

π(R+ r0)

t∫
|x−y|

zmax∫
zmin

2π∫
0

t− |ξ − y| − |ξ − x|
τ

dϕdzdτ

=
2A|x− y|λ2

R+ r0

t∫
|x−y|

(t− τ)dτ =
2A|x− y| [λ(t− |x− y|)]2

2!(R+ r0)
, (x, t) ∈ G1(y, ε, R1).

Продолжая процесс вычислений, устанавливаем оценку

|vn(x, t, y)| 6 (2A)n−1|x− y| [λ(t− |x− y|)]n

n!(R+ r0)
6

(2A)n−1R1 ε
n

n!(R+ r0)
, (x, t) ∈ G1(y, ε,R1), (26)

справедливую для любых n. Эта оценка легко обосновывается методом математической индук-

ции. Из оценки (26) вытекает равномерная сходимость ряда
∞∑
n=1

vn(x, t, y) в области G1(y, ε, R1)

при любых ε ∈ (0, 1), R1 > 0 и y ∈ SR, что доказывает также равномерную сходимость по-
следовательности ûn(x, t, y) в той же самой области. Так как очевидно, все ûn(x, t, y) непре-
рывны в этой области, то предел этой последовательности определяет непрерывную функ-
цию û(x, t, y), которая является решением уравнения (18). При этом функция u(x, t, y) =
û(x, t, y)α0(x, y) является непрерывным для (x, y) ∈ G1(y, ε,R1), x 6= y, решением задачи (1).
�

Лемма 3. В области G1(y, ε, R1) уравнение (18) имеет единственное непрерывное реше-
ние.

Доказательство. Пусть существуют два решения ûk(x, t, y), k = 1, 2, непрерывные
и ограниченные в области G1(y, ε,R1) некоторой постоянной A0, зависящей только от тех же
параметров y, ε, R1. Обозначим w(x, t, y) = û1(x, t, y)−û2(x, t, y). Тогда выполняется равенство

w(x, t, y) =
|x− y|
(4π)2

t∫
|x−y|

zmax∫
zmin

2π∫
0

q(ξ)

τ |ξ − y|
w(ξ, t− |ξ − x|, y)

× [û1(ξ, t− |ξ − x|, y) + û2(ξ, t− |ξ − x|, y)] dϕdzdτ. (27)

Из (27) следует, что

|w(x, t, y)| 6 A0|x− y|λ
π(R+ r0)

t∫
|x−y|

zmax∫
zmin

2π∫
0

|w(ξ, t− |ξ − x|, y)|
τ

dϕdzdτ, (x, t) ∈ G1(y, ε,R1). (28)

Так как в области G1(y, ε,R1) имеет место неравенство |w(x, t, y)| 6 2A0, то

|w(x, t, y)| 6 (2A0)
2|x− y|λ

(R+ r0)

t∫
|x−y|

dτ =
(2A0)

2|x− y|λ(t− |x− y|)
(R+ r0)

, (x, t) ∈ G1(y, ε,R1).
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Подставляя эту оценку в неравенство (28), получаем новую оценку

|w(x, t, y)| 6 (2A0)
3|x− y|λ2

(R+ r0)

t∫
|x−y|

(t− τ)dτ

=
(2A0)

3|x− y|[λ(t− |x− y|)]2

2!(R+ r0)
, (x, t) ∈ G1(y, ε,R1).

Повторяя этот процесс итераций n раз, приходим к оценке

|w(x, t, y)| 6 (2A0)
n+2|x− y|[λ(t− |x− y|)]n+1

(n+ 1)!(R+ r0)
, (x, t) ∈ G1(y, ε,R1). (29)

Поскольку правая часть равенства (29) равномерно стремится к нулю в области G1(y, ε, R1)
при n → ∞, то w(x, t, y) = 0 в этой области. Следовательно, û1(x, t, y) = û2(x, t, y) для всех
(x, t) ∈ G1(y, ε, R1). �

Лемма 4. При выполнении условий теоремы 2 решение задачи (1) представимо в обла-
сти G1(y, ε,R1) при любых ε ∈ (0, 1), R1 > 0 в виде (11).

Доказательство. Введём новую функцию v̂(x, t, y) = û(x, t, y)−1. Эта функция удовле-
творяет уравнению

v̂(x, t, y) =
|x− y|
(4π)2

t∫
|x−y|

zmax∫
zmin

2π∫
0

q(ξ)

τ |ξ − y|
(1 + v̂(ξ, t − |ξ − x|, y))2 dϕdzdτ t > |x − y|. (30)

Сделаем в интеграле замену переменной τ на τ1: τ = |x − y| + (t − |x − y|)τ1. При этом,
согласно (17),

zmin = −(t− |x− y|)τ1/2, zmax = |x− y|+ (t− |x− y|)τ1|)/2,
ξ = y + f̂(x, t, y, z, τ1)(e1 cosϕ+ e2 sinϕ) + zν,

f̂(x, y, z, t, τ1) = f(x, y, z, |x− y|+ (t− |x− y|)τ1).
(31)

Формула (30) при такой замене принимает вид

v̂(x, t, y) =
|x− y|(t− |x− y|)

(4π)2

1∫
0

zmax∫
zmin

2π∫
0

q(ξ)

z[|x− y|+ (t− |x− y|)τ1]

× (1 + v̂(ξ, t− |ξ − x|, y))2 dϕdzdτ1, t > |x− y|, (32)

в котором ξ, zmin, zmax вычисляются по формуле (31). Оценим интеграл в этом равенстве при
t → |x − y|. Заметим, что при этом эллипсоид E(x, y, t) стягивается в отрезок L(y, x). Так
как при t → |x − y| функция f̂(x, y, z, t, τ1) → 0, то, согласно формулам (31), имеют место
предельные соотношения ξ = y + zν, zmin → 0, zmax → |x− y|. Функция v̂(ξ, t− |ξ − x|, y) при
этом равномерно стремится к нулю. Поэтому

1∫
0

zmax∫
zmin

2π∫
0

(1 + v̂(ξ, t− |ξ − x|, y))2
q(ξ)

z[|x− y|+ (t− |x− y|)τ1]
dϕdzdτ1

=
2π

|x− y|

|x−y|∫
0

q(y + zν)

z
dz + o(t− |x− y|), t→ |x− y|+ 0. (33)
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Используя формулу (33), приходим к равенству

v̂(x, t, y) = (t− |x− y|)
(

1

8π

∫
L(y,x)

q(ξ)

|ξ − y|
dz + v̄(x, t, y)

)
, t > |x− y|,

в котором v̄(x, t, y) = o(t− |x− y|) при t→ |x− y|+ 0. С учетом ранее введенных обозначений
имеет место равенство u(x, t, y) = (1 + v̂(x, t, y))α0(x, y). Из него следует представление (11),
в котором ū(x, t, y) = α0(x, y)v̄(x, t, y) = o(t− |x− y|) при t→ |x− y|+ 0. Лемма 4 и теорема 2
доказаны. �

3. ПОСТАНОВКА ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

Пусть 0 < r0 < R и

Br0 = {x ∈ R3 | |x| < r0}, SR = {y ∈ R3 | |y| = R},

SR(y) =
{
x ∈ SR | |x− y| > 2

√
R2 − r20

}
.

Полагаем, что q ∈ C(R3) и q(x) = 0 при x ∈ R3 \Br0 .

Обратная задача. Требуется найти функцию q(x), входящую в (1), по заданной инфор-
мации о решении прямой задачи:

u(x, t, y) = F (x, t, y) для всех y ∈ SR, x ∈ SR(y), t ∈ (0, |x− y|+ ε), (34)

где ε > 0 — произвольное малое число (см. рис. 1).

Рис. 1. Поверхность SR(y), на которой задана информация о решении прямой задачи

Пусть точки x, y фиксированы, x ∈ SR(y), y ∈ SR. Рассмотрим в (34) функцию F (x, t, y)
как функцию переменной t. В силу (11) имеем

Ft(x, t, y)|t=|x−y|+0 = α1(x, y), y ∈ SR, x ∈ SR(y). (35)
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Таким образом, правая часть равенства (35) известна для всех y ∈ SR, x ∈ SR(y). Используя
формулу (9), заключаем, что от функции q(x) известны интегралы∫

L(y,x)

q(ξ)

|ξ − y|
ds = h(x, y), y ∈ SR, x ∈ SR(y). (36)

При этом функция h(x, y) вычисляется через данные обратной задачи по формуле

h(x, y) = 2(4π)2|x− y|Ft(x, t, y)|t→|x−y|+0.

Задача об определении функции q(x) по ее интегралам (36) называется задачей инте-
гральной геометрии. В случае, когда в (36) отсутствует весовой множитель 1/|ξ − x|, это
задача рентгеновской томографии, которая довольно часто возникает в приложениях (см.,
например, [13–15]). Если главная часть линейного гиперболического дифференциального опе-
ратора является переменной, то при исследовании ряда обратных задач возникает задача ин-
тегральной геометрии на семействе геодезических линий, определяемых римановой метрикой,
связанной с коэффициентами главной части рассматриваемого оператора [16–22]. Подобные
задачи возникают также для уравнений электродинамики [23–28].

В рассматриваемом нами случае весовая функция является инвариантной относительно
преобразования типа вращения вокруг начала координат. Тем же свойством обладает и се-
мейство L(y, x). Кроме того, очевидно, что задача (36) распадается на однопараметрическое
семейство плоских задач в плоскостях, проходящих через начало координат.

4. О ВОССТАНОВЛЕНИИ ИСКОМОЙ ФУНКЦИИ

Теорема 3. Пусть функция q ∈ C(R3) и supp q(x) ⊂ Br0 . Тогда эта функция однозначно
определяется из уравнения (36).

Доказательство. Рассмотрим сечение области Br0 произвольной плоскостью, проходя-
щей через начало координат (см. рис. 2), и задачу об определении q(x) в этом сечении. При
этом будем предполагать, что точки x, y принадлежат этой плоскости и y ∈ SR, x ∈ SR(y).

Рис. 2. Средняя точка ξ0 отрезка прямой L(y, x)

В рассматриваемой плоскости введем новую систему координат ξ1, ξ2 и связанную с ней
полярную систему координат. Пусть y = R(cosψ, sinψ), ψ ∈ [0, 2π) и x = R(cosϕ, sinϕ), причем
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ϕ ∈ (ψ,ψ + π), т. е. мы полагаем, что точки x пробегают только полуокружность, один из
концов которой совпадает с y. Каждой паре точек (y, x), принадлежащих SR, сопоставим
среднюю точку ξ0 = ρ(cos θ, sin θ) прямой L(y, x) (см. рис. 2). Здесь и всюду в дальнейшем
под прямой L(y, x) мы понимаем отрезок прямой, соединяющей точки y и x. Тогда

ξ0 =
1

2
(y + x) =

R

2
(cosϕ+ cosψ, sinϕ+ sinψ), θ =

ϕ+ ψ

2
,

ρ =
R

2

√
(cosϕ+ cosψ)2 + (sinϕ+ sinψ)2 =

R
√

2

2

√
1 + cos(ϕ− ψ).

Точка ξ0 лежит внутри Br0 только тогда, когда ρ < r0. В этом случае L(y, x) пересекается с Br0 .
В дальнейшем только такие L(y, x) будем рассматривать. В этом случае правая часть равен-
ства (36) известна. Между парой (ρ, θ) и отрезками L(y, x) существует взаимно однозначное
соответствие (см. рис. 3). Действительно, если заданы ρ и θ, то

y = R(cos(θ − ϑ0), sin(θ − ϑ0)), x = R(cos(θ + ϑ0), sin(θ + ϑ0)), ϑ0 = arccos
ρ

R
.

Рис. 3. Связь между парой (ρ, θ) и точками прямой L(y, x)

Чтобы записать уравнение прямой L(y, x), рассмотрим две точки ξ1 = r1(cosϑ1, sinϑ1)
и ξ2 = r2(cosϑ2, sinϑ2), лежащие на прямой L(y, x) справа и слева от точки ξ0 (см. рис. 4):

ϑ1(r1) = θ − arccos
ρ

r1
, ϑ2(r2) = θ + arccos

ρ

r2
,

|y − ξ1| =
√
R2 − ρ2 −

√
r21 − ρ2, |y − ξ2| =

√
R2 − ρ2 +

√
r22 − ρ2.

Рассмотрим произвольную точку ξ = r(cosϑ, sinϑ) ∈ L(y, x) и запишем уравнение прямой
L(y, x) в общем виде:

ϑ(r) =

θ − arccos
ρ

r
, ξ ∈ L(y, ξ0),

θ + arccos
ρ

r
, ξ ∈ L(ξ0, x),

(37)

при этом

|y − ξ| =

{√
R2 − ρ2 −

√
r2 − ρ2, ξ ∈ L(y, ξ0),√

R2 − ρ2 +
√
r2 − ρ2, ξ ∈ L(ξ0, x).

(38)
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Рис. 4. Вывод уравнения прямой L(y, x)

Заметим, что дальнейшие рассуждения опираются на результаты работы [3], в кото-
рой, помимо прочих задач интегральной геометрии, рассматривалась задача о восстановлении
функции в круге через интегралы от нее по семейству кривых, инвариантному к вращению
вокруг центра круга.

Обозначим q(ξ) = q̂(r, ϑ). В силу (37), (38) равенство (36) можно записать в виде

2∑
j=1

r0∫
ρ

q̂(r, θ + (−1)j arccos(ρ/r))√
R2 − ρ2 + (−1)j

√
r2 − ρ2

√
1 + r2

(
dϑ(r)

dr

)2

dr = h(ρ, θ), (39)

где h(ρ, θ) — известная функция для всех ρ ∈ [0, r0], θ ∈ [0, 2π).

Так как

√
1 + r2

(
dϑ(r)

dr

)2

=
r√

r2 − ρ2
, то уравнение (39) принимает вид

h(ρ, θ) =

r0∫
ρ

2∑
j=1

q̂(r, θ + (−1)j arccos(ρ/r)√
R2 − ρ2 + (−1)j

√
r2 − ρ2

r dr√
r2 − ρ2

=

r0∫
ρ

2∑
j=1

√
R2 − ρ2 − (−1)j

√
r2 − ρ2

R2 − r2
q̂(r, θ + (−1)j arccos(ρ/r)

r dr√
r2 − ρ2

. (40)

Запишем коэффициенты Фурье по θ от левой и правой частей равенства (40):

hn(ρ) =

r0∫
ρ

q̂n(r)Kn(r, ρ)
rdr√
r2 − ρ2

, n ∈ Z. (41)

В этой формуле

hn(ρ) =
1

2π

2π∫
0

h(ρ, θ)e−inθ dθ, n ∈ Z,
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Kn(r, ρ) =
2∑
j=1

√
R2 − ρ2 − (−1)j

√
r2 − ρ2

R2 − r2
r exp{in(−1)j arccos(ρ/r)}

=
2r
√
R2 − ρ2

R2 − r2
cos(n arccos(ρ/r))− i2r

√
r2 − ρ2

R2 − r2
sin(n arccos(ρ/r)), n ∈ Z. (42)

Функция Kn(r, ρ) является непрерывной по своим аргументам для всех 0 6 ρ 6 r 6 r0, кроме
того, при ρ = r имеем

Kn(ρ, ρ) =
2ρ√

R2 − ρ2
>

2ρ√
R2 − r20

> 0, ρ ∈ (0, r0), n ∈ Z. (43)

Дифференцируя равенство (41) по переменной ρ, получаем с учетом (42) формулу

∂Kn(r, ρ)

∂ρ
=

K̂n(r, ρ)√
r2 − ρ2

, (44)

в которой

K̂n(r, ρ) = − 2rρ
√
r2 − ρ2

(R2 − r2)
√
R2 − ρ2

cos(n arccos(ρ/r)) + i
2rρ

(R2 − r2)
sin(n arccos(ρ/r))

− nρ
(

2
√
R2 − ρ2

R2 − r2
sin(n arccos(ρ/r)) + i

2
√
r2 − ρ2

R2 − r2
cos(n arccos(ρ/r))

)
(45)

— непрерывная функция для всех 0 6 ρ 6 r 6 r0.
Получим из уравнения (41) уравнение Вольтерра второго рода. Для этого применим

к уравнению (41) оператор L:

Lhn :=
1

π

d

dt

r0∫
t

hn(ρ)ρ dρ√
ρ2 − t2

, t ∈ (0, r0). (46)

В результате получим

Lhn =
1

π

d

dt

r0∫
t

ρ√
ρ2 − t2

( r0∫
ρ

q̂n(r)Kn(r, ρ)
dr√
r2 − ρ2

)
dρ

=
d

dt

r0∫
t

qn(r)

(
1

π

r∫
t

Kn(r, ρ)ρ dρ√
(r2 − ρ2)(ρ2 − t2)

)
︸ ︷︷ ︸

:=Gn(r,t)

dr. (47)

Преобразуем интеграл Gn(r, t), введя в нём замену переменной интегрирования

ρ = ρ(r, t, φ) =

√
r2 sin2 φ+ t2 cos2 φ, φ ∈ [0, π/2].

Тогда√
r2 − ρ2 =

√
r2 − t2 cosφ,

√
ρ2 − t2 =

√
r2 − t2 sinφ,

ρ dρ√
(r2 − ρ2)(ρ2 − t2)

= dφ
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и интеграл Gn(r, t) принимает вид

Gn(r, t) =
1

π

π/2∫
0

Kn(r, ρ(r, t, φ)) dφ,

при этом

Gn(t, t) =
t√

R2 − t2
, t ∈ [0, r0]. (48)

Выполняя в (47) дифференцирование по t и используя равенство (48), получаем интегральное
уравнение

− t√
R2 − t2

qn(t) +

r0∫
t

qn(r)Hn(r, t)dr = Lhn, (49)

в котором

Hn(r, t) =
∂Gn(r, t)

∂t
=

1

π

π/2∫
0

∂Kn(r, ρ)

∂ρ

∣∣∣
ρ=ρ(r,t,φ)

∂ρ(r, t, φ)

∂t
dφ

=
1

π
√
r2 − t2

π/2∫
0

tK̂n(r, ρ(r, t, φ)) cosφ√
r2 sin2 φ+ t2 cos2 φ

dφ. (50)

Рассмотрим уравнение (49) для t ∈ [t0, r0], где t0 ∈ (0, r0). Очевидно, что ядроHn(r, t) име-
ет на диагонали слабую полярность. Функция

√
r2 − t2Hn(r, t) остается при этом непрерыв-

ной, поэтому уравнение (49) итерацией ядра приводится к уравнению с непрерывным ядром
(см. [29]). Последнее можно решать методом последовательных приближений. Таким образом,
функция q̂n(r) однозначно определяется функцией hn(r) на любом отрезке [t0, r0] при любом
n ∈ Z. В силу произвольности t0 ∈ (0, r0) все q̂n(r) однозначно определяются при любых
r ∈ [0, r0]. Поэтому функция q(x, y) однозначно определяется заданной функцией h(x, y). �
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