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Система Моисила — Теодореску является трёхмерным аналогом системы уравнений Ко-
ши — Римана и связана с пространственными статическими уравнениями Ламе. Иссле-
дованию этих уравнений посвящено много работ, в которых получены аналоги результа-
тов, известных для уравнений Коши — Римана. Решения системы Моисила — Теодореску
сохраняют многие свойства аналитических функций комплексного переменного. Постро-
ены некоторые точные решения этой системы и приведена бесконечная серия новых за-
конов сохранения для уравнений системы Моисила — Теодореску. Эти законы линейны
по производным. Построенные законы использованы для решения краевых задач системы
Моисила — Теодореску.
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ВВЕДЕНИЕ

Система Моисила — Теодореску (СМТ) [1–3] является трехмерным аналогом системы
Коши — Римана и связана с пространственными статическими уравнениями Ламе [1, 2]. Ре-
шения СМТ сохраняют многие свойства аналитических функций комплексного переменного.
Изучение систем уравнений теории упругости с помощью симметрий и законов сохранения
является по-прежнему перспективным способом исследования (см. [4–7] и цитируемую там
литературу). Построение точных решений СМТ с помощью методов группового анализа на-
чато в работе [1]. Симметрии позволяли строить новые классы точных решений, а законы
сохранения — решать краевые задачи. Законы сохранения для дифференциальных уравнений
известны более 100 лет и были введены Э. Нетер. Она связала их с точечными симметриями
и ее методика позволяла строить законы сохранения только для дифференциальных уравне-
ний, выводимых из вариационных принципов. Законы сохранения использовались «как для
теоретического анализа свойств решений уравнений (априорные оценки, теоремы существо-
вания и единственности и т. п.), так и для получения физических величин, сохраняющихcя
с течением времени» [6]. Позднее была развита методика построения законов сохранения для
любых систем дифференциальных уравнений [8]. На основе этого впервые были построены
законы сохранения, позволяющие решать краевые задачи для двумерных уравнений пластич-
ности [9, 10]. Дальнейшая работа показала, что законы сохранения могут быть эффективно
использованы для решения двумерных упругопластических задач [11–13]. Результаты, полу-
ченные в этой статье, показывают, что законы сохранения можно эффективно использовать и
для решения краевых задач для трехмерных уравнений. Построена бесконечная серия законов
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сохранения для уравнений СМТ и с их помощью решены краевые задачи для уравнений. Реше-
ния построены в виде квадратур по граничной поверхности. Статья продолжает серию работ,
посвященных решению краевых задач с помощью законов сохранения; последние результаты
и необходимые определения можно найти в работах [11–13].

Система Моисила — Теодореску имеет вид

F1 = ∂xp+ ∂yw − ∂zv = 0,

F2 = ∂yp+ ∂xw − ∂zu = 0,

F3 = ∂zp+ ∂xv − ∂yu = 0,

F4 = ∂xu+ ∂yv + ∂zw = 0,

(1)

где p, u, v, w — искомые функции от (x, y, z).
В операторном виде система уравнений (1) запишется в виде

L


p
u
v
w

 =


∂x 0 −∂z ∂y
∂y ∂z 0 −∂x
∂z −∂y ∂x 0
0 ∂x ∂y ∂z



p
u
v
w

 = 0. (2)

Определение. Законом сохранения для системы уравнений (1) назовем выражение вида

∂xA+ ∂yB + ∂zC = ωiFi, i = 1, 2, 3, 4, (3)

где A, B, C, ωi —функции от x, y ,z, p, u, v, w. Предполагается, что
4∑
i=1

ω2
i 6= 0. Функции A, B, C

называются сохраняющимся током. При выполнении этих условий закон сохранения (3) будет
нетривиальным.

Замечание 1. Более общее определение закона сохранения можно найти в [11–13] и цити-
руемой там литературе. В данной работе законы сохранения будут пониматься согласно этому
определению.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть для уравнений (1) поставлена следующая краевая задача:

p|S = p0(x, y, z), u|S = u0(x, y, z),

v|S = v0(x, y, z), w|S = w0(x, y, z),
(4)

где S — кусочно-гладкая поверхность, ограничивающая область V . Предполагается, что S ори-
ентирована с помощью внешней нормали к V . Требуется решить систему уравнений (1) с кра-
евыми условиями (4). При этом функции p, u, v, w и их частные производные первого порядка
непрерывны на S ∪ V .

Для решения задачи (1), (4) будут построены законы сохранения специального вида, ко-
торые позволят найти решение задачи (1), (4) в квадратурах.

Имеет место следующая лемма, которая потребуется в дальнейшем.
Лемма. Решениями системы Моисила — Теодереску являются функции

g1 = (0, x/r3, y/r3, z/r3), g2 = (x/r3, 0,−z/r3, y/r3),

g3 = (y/r3, z/r3, 0,−x/r3), g4 = (z/r3,−y/r3, x/r3, 0),
(5)

где r =
√
x2 + y2 + z2.
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Доказательство. Доказательство леммы осуществляется простой проверкой. Другие ре-
шения СМТ можно найти в [1]. �

Замечание 2. Поскольку СМТ инвариантна относительно операций трансляции

x′ = x+ x0, y′ = y + y0, z′ = z + z0,

где x0, y0, z0 — произвольные постоянные, то решениями СМТ являются также функции

g0
1 =

(
0, (x− x0)/r3

0, (y − y0)/r3
0, (z − z0)/r3

0

)
,

g0
2 =

(
(x− x0)/r3

0, 0,−(z − z0)/r3
0, (y − y0)/r3

0

)
,

g0
3 =

(
(y − y0)/r3

0, (z − z0)/r3
0, 0,−(x− x0)/r3

0

)
,

g0
4 =

(
(z − z0)/r3

0,−(y − y0)/r3
0, (x− x0)/r3

0, 0
)
,

(6)

где r0 =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2.

2. ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ СМТ

Известно [13], что законы сохранения для линейных систем уравнения можно искать
в виде

(
α β γ δ

)
L


p
u
v
w

− (p u v w
)
L∗


α
β
γ
δ

 = ∂xA+ ∂yB + ∂zC, (7)

где L∗ — матрица операторов, сопряжённая L.
Несложные вычисления показывают, что

A = (αp− βw + γv + δu), B = (αw + βp− γu+ δv), C = (−αv + βu+ γp+ δw). (8)

Проверим, что сохраняющийся ток (8) соответствует нетривиальному закону сохранения ви-
да (5), предполагая, что α, β, γ, δ — функции только от (x, y, z). Подставляя (8) в (5), имеем
α = ω4, β = ω3, γ = ω1, δ = ω2, где (β, γ, δ, α) — решение СМТ. Если решение СМТ (β, γ, δ, α)
не нулевое, то и сохраняющийся ток (8) соответствует нетривиальному закону сохранения.

Замечание 3. Тем самым показано, что СМТ допускает бесконечную серию законов со-
хранения. Можно найти и другие законы сохранения, но в этой работе они нам не потребуются.

3. РЕШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ (6) С ПОМОЩЬЮ ЗАКОНОВ
СОХРАНЕНИЯ

Из (5), используя формулу Гаусса — Остроградского, получаем∫∫∫
V

(∂xA+ ∂yB + ∂zC) dV =

∫∫
©
S

(An1 +Bn2 + Cn3) dS

=

∫∫
Ω

(
A
D(y, z)

D(λ, µ)
+B

D(z, x)

D(λ, µ)
+ C

D(x, y)

D(λ, µ)

)
dλdµ = 0. (9)

где n1, n2, n3 — компоненты вектора внешней нормали к поверхности S, которая задана па-
раметрически с координатами, определяемыми функциями

x = ϕ(λ, µ), y = ψ(λ, µ), z = χ(λ, µ), (λ, µ) ∈ Ω, (10)
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непрерывно дифференцируемыми в некоторой области параметров (λ, µ). При этом предпо-
лагаем также, что не все якобианы в правой части формулы (9) одновременно обращаются
в нуль.

Пусть начало координат находится внутри области V . Опишем вокруг начала координат
сферу радиуса ε: x2+y2+z2 = ε2. Соединим поверхность сферы с поверхностью S плоскостью P
(см. рисунок).

Поверхность S c ε-сферой

Из формулы (9) получаем, в предположении, что компоненты сохраняющегося тока имеют
особенность в начале координат:∫∫
©
S

(An1 +Bn2 + Cn3) dS +

∫∫
©
ε

(An1 +Bn2 + Cn3) dS

+

∫∫
P+

(An1 +Bn2 + Cn3) dS +

∫∫
P−

(An1 +Bn2 + Cn3) dS = 0. (11)

Поскольку интегралы по P+ и P− вычисляются по разным сторонам плоскости P , то их сумма
равна нулю. В результате имеем∫∫

©
S

(An1 +Bn2 + Cn3) dS +

∫∫
©
ε

(An1 +Bn2 + Cn3) dS = 0. (12)

Рассмотрим решение СМТ в виде g1 из (3):

β = 0, γ = x/r3, δ = y/r3, α = z/r3.

Подставив его в (8), вычислим интеграл по сфере x2 + y2 + z2 = ε2 и получим∫∫
©
ε

(An1 +Bn2 + Cn3) dS =

∫∫
ε

(
A
D(y, z)

D(θ, ϕ)
+B

D(z, x)

D(θ, ϕ)
+ C

D(x, y

D(θ, ϕ)

)
dθdϕ. (13)

Здесь введены сферические координаты

x = r cos θ cosϕ, y = r cos θ sinϕ, z = r sin θ, 0 < ϕ < 2π, −π/2 < θ < π/2.
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В сферических координатах сфера будет иметь уравнение r2 = ε2, переменные θ, ϕ будут
параметрическими на ней. В результате получим

D(y, z)

D(θ, ϕ)
= −ε2cos2θ cosϕ,

D(z, x)

D(θ, ϕ)
= −ε2cos2θ sinϕ,

D(x, y)

D(θ, ϕ)
= −ε2 cos θ sin θ. (14)

Пусть в (13) в соответствии с леммой β = 0, γ = x/r3, δ = y/r3, α = z/r3. Тогда из (13)
с учётом (14) получаем∫∫

ε

(
A
D(y, z)

D(θ, ϕ)
+B

D(z, x)

D(θ, ϕ)
+ C

D(x, y)

D(θ, ϕ)

)
dθdϕ

= −
∫∫
ε

w(x, y, z) cos θ dθdϕ = −
2π∫
0

dϕ

π/2∫
−π/2

w cos θ dθ = −4πw(0, 0, 0).

Здесь использована теорема о среднем и сделан предельный переход при ε→ 0.
Теперь из формулы (12) получаем∫∫

©
S

(An1 +Bn2 + Cn3) dS = 4πw(0, 0, 0), (15)

где

β = 0, γ = x/r3, δ = y/r3, α = z/r3,

A = αu0 + βv0 + γw0 + δp0, B = −βu0 + αv0 + δw0 − γp0, C = −γu0 − γv0 + αw0 + βp0.

Функции u0, v0, w0, p0 заданы на поверхности S.
Учитывая замечание к лемме, соотношение (15) можно записать в виде∫∫

©
S

(An1 +Bn2 + Cn3) dS = 4πw(x0, y0, z0), (16)

где

β = 0, γ = (x− x0)/r3
0, δ = (y − y0)/r0

3, α = (z − z0)/r0
3,

A = αu0 + βv0 + γw0 + δp0, B = −βu0 + αv0 + δw0 − γp0, C = −γu0 − γv0 + αw0 + βp0.

Функции u0, v0 ,w0, p0 заданы на поверхности S.
Рассмотрим решение СМТ в виде g2 из (3):

γ = 0, β = x/r3, α = y/r3, δ = −z/r3.

Из (12) получаем ∫∫
©
S

(An1 +Bn2 + Cn3) dS = 4πu(0, 0, 0), (17)

где

γ = 0, β = x/r3, α = y/r3, δ = −z/r3,

A = αu0 + βv0 + γw0 + δp0, B = −βu0 + αv0 + δw0 − γp0, C = −γu0 − γv0 + αw0 + βp0.
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Здесь использована теорема о среднем и сделан предельный переход при ε → 0. Функ-
ции u0, v0, w0, p0 заданы на поверхности S.

Учитывая замечание к лемме, соотношение (17) можно записать в виде∫∫
©
S

(An1 +Bn2 + Cn3) dS = 4πu(x0, y0, z0), (18)

где

γ = 0, β = (x− x0)/r3
0, α = (y − y0)/r0

3, δ = −(z − z0)/r0
3,

A = αu0 + βv0 + γw0 + δp0, B = −βu0 + αv0 + δw0 − γp0, C = −γu0 − γv0 + αw0 + βp0.

Функции u0, v0, w0, p0 заданы на поверхности S.
Рассмотрим решение СМТ из (3) в виде

δ = 0, α = −x/r3, β = y/r3, γ = z/r3.

Аналогично предыдущему получаем∫∫
©
S

(An1 +Bn2 + Cn3) dS = 4πv(x0, y0, z0), (19)

где

δ = 0, α = −(x− x0)/r3
0, β = (y − y0)/r0

3, γ = (z − z0)/r0
3,

A = αu0 + βv0 + γw0 + δp0, B = −βu0 + αv0 + δw0 − γp0, C = −γu0 − γv0 + αw0 + βp0.

Функции u0, v0, w0, p0 заданы на поверхности S.
Рассмотрим решение СМТ в виде g4:

α = 0, δ = x/r3, γ = −y/r3, β = z/r3.

Аналогично предыдущему получаем∫∫
©
S

(An1 +Bn2 + Cn3) dS = 4πp(x0, y0, z0), (20)

где

α = 0, δ = (x− x0)/r3
0, γ = −(y − y0)/r0

3, β = (z − z0)/r0
3,

A = αu0 + βv0 + γw0 + δp0, B = −βu0 + αv0 + δw0 − γp0, C = −γu0 − γv0 + αw0 + βp0.

Функции u0, v0, w0, p0 заданы на поверхности S.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Построена бесконечная серия законов сохранения. Эти законы позволили решить краевую
задачу (8) для уравнений СМТ. Решения даны формулами (15), (18)–(20). Показано, что для
решения краевой задачи достаточно вычислить поверхностные интегралы по граничной по-
верхности. Работа продолжает цикл статей, посвящённых решению краевых задач с помощью
законов сохранения.
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Abstract. The Moisil—Teodorescu system is a three-dimensional analogue of the Cauchy—
Riemann system of equations and is related to the spatial static Lame equations. Many works
have investigated these equations. Analogs of many results known for the Cauchy—Riemann
equations in these papers are obtained. Solutions of the Moisila—Teodorescu system preserve
many properties of analytical functions of a complex variable. In our work, some exact solutions
of this system are constructed and an infinite series of new conservation laws for the equations of
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