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ВВЕДЕНИЕ

Рассматривается задача оптимального управления [1–3] для линейной системы с посто-
янными коэффициентами в классе кусочно-непрерывных управлений с гладкими геометри-
ческими ограничениями. Критерий качества содержит терминальное слагаемое, зависящее от
медленных переменных, а интегральное слагаемое содержит малый множитель перед управ-
лением.

Среди работ, посвящённых сингулярно возмущённым задачам управления, такие задачи
называются задачами с дешёвым управлением (см., например, обзор [4] ), поскольку харак-
теризуются близостью к вырожденной задаче в смысле принципа максимума Понтрягина. Но
в опубликованных работах (см., например, [5, 6]) при рассмотрении линейно-квадратичных за-
дач с дешёвым управлением строится асимптотика решения только при условии отсутствия
ограничений на оптимальное управление.

При стремлении малого параметра к нулю исходная задача с дешёвым управлением сво-
дится к задаче оптимального управления с терминальным критерием качества. Отметим, что
в предельной задаче оптимальное управление может иметь разрывы, в то время как у исход-
ной задачи оптимальное управление непрерывно во всех точках. Асимптотика оптимально-
го управления находится через построение асимптотики определяющего вектора. Для задач
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быстродействия в такой ситуации возможно появление сложных асимптотических разложений
(см., например, [7, 8]). Однако в задаче с дешёвым управлением и управляемой системой (как
в [7]) определяющий вектор более регулярно зависит от малого параметра. В данной статье
рассматривается линейная система из работы [9], описывающей задачу управления движением
материальной точки в среде без сопротивления, но с малым параметром в качестве множителя
при интегральном слагаемом в критерии качества и без возмущения начальных данных. Этот
вектор раскладывается в асимптотический ряд по вторым степеням малого параметра.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления в классе кусочно-непрерывных
управлений:

ẋ = Ax+Bu, t ∈ [0, T ], ‖u‖ 6 1, x(0) = x0, (1)

где x ∈ Rn, u ∈ Rm, A, B — постоянные матрицы соответствующей размерности с интеграль-
ным выпуклым критерием качества:

Jε(u) :=ϕ(x(T, u)) +
ε

2

T∫
0

‖u(t)‖2 dt→ min, (2)

где
ϕ(x) := ‖x‖2/2, ∇ϕ(x) = x, (3)

а x(T, u) — состояние управляемой системы (1) в момент времени T при управлении u.
Предполагается, что система (1) вполне управляема.
Тогда, в силу принципа максимума, аналогично тому, как это сделано в [10, утверждение 1

и формулы (2.4), (2.5)], получим, что оптимальное управление uε(t) в задаче (1), (2) имеет вид

uε(T − t) =
C∗(t)lε

Sε(‖C∗(t)lε‖)
, Sε(ξ) :=

{
ε, 0 6 ξ 6 ε,

ξ, ξ > ε,

где C(t) := eAtB, а вектор lε — единственное решение уравнения

−l = ∇ϕ(x(T, uε)) = ∇ϕ

(
eATx0 +

T∫
0

C(t)C∗(t)l

Sε(‖C∗(t)l‖)
dt

)
. (4)

Таким образом, с учётом (3) уравнение (4) имеет вид

−lε = eATx0 +

T∫
0

C(t)C∗(t)lε
Sε(‖C∗(t)lε‖)

dt. (5)

Отметим, что при всех lε и t ∈ [0, T ] имеем∥∥∥∥ C∗(t)lε
Sε(‖C∗(t)lε‖)

∥∥∥∥ 6 1. (6)

Вектор lε (решение уравнения (5)) назовём определяющим вектором в задаче (1), (2).
Наряду с задачей (1), (2) рассмотрим следующую задачу оптимального терминального

управления:

ẋ = Ax+Bu, t ∈ [0, T ], ‖u‖ 6 1, x(0) = x0, J0(u) :=ϕ(x(T, u))→ min . (7)
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Здесь ϕ и x0 те же, что и в задаче (1), (2).
В силу принципа максимума (см., например, [11, п. 6.1.3]) l0 (значение сопряжённой пе-

ременной в момент времени T ) удовлетворяет равенству

−l0 = ∇ϕ(x(T, u0)) = x(T, u0), (8)

где u0 — оптимальное управление в задаче (7). При этом если l0 6= 0, то единственное опти-
мальное управление u0 задаётся равенством u0(T−t) = C∗(t)l0/‖C∗(t)l0‖, а вектор l0 в силу (8)
есть единственное решение уравнения

−l0 = eATx0 +

T∫
0

C(t)C∗(t)l0
‖C∗(t)l0‖

dt. (9)

Отметим, что l0 = 0 тогда и только тогда, когда в задаче (7) ограничения на управление
не по существу. В этом случае оптимальное управление, вообще говоря, не единственно.

В случае l0 6= 0 вектор l0 естественно назвать определяющим вектором в задаче (7).
Теорема 1. Пусть uε — оптимальное управление в задаче (1), (2), а u0 — оптимальное

управление в задаче (7). Тогда Jε(uε)→ J0(u0) при ε→ +0 и тем самым lε → l0 при ε→ +0,
где l0 удовлетворяет равенству (8).

Доказательство. В силу определения uε и u0 справедливо неравенство

J0(u0) = ϕ(x(T, u0)) 6 ϕ(x(T, uε)) 6 Jε(uε) 6 Jε(u0).

Переходя в неравенстве к пределу при ε→ +0 и учитывая (2), получим Jε(uε)→ J0(u0) и тем
самым

ϕ(x(T, uε))→ ϕ(x(T, u0)) = min
x∈Ξ0

ϕ(x). (10)

Отметим, что x(T, u0) — точка минимума непрерывной функции ϕ на компактном вы-
пуклом множестве Ξ0, множестве достижимости управляемой системы (1) (см. например,
[3, теорема 1, гл. 2, разд. 2.2]). В силу строгой выпуклости функции ϕ эта точка минимума
единственная. Так как ϕ непрерывна, то из (10) следует, что все частичные пределы x(T, uε)
при ε → 0 есть тоже точки минимума ϕ на множестве Ξ0. Тем самым они все совпадают
с x(T, u0) и поэтому при ε→ 0

x(T, uε)→ x(T, u0), −lε = ∇ϕ(x(T, uε))→ ∇ϕ(x(T, u0)) = −l0.

�

Отметим, что доказанная теорема справедлива для любой строго выпуклой и дифферен-
цируемой на Rn функции ϕ.

Следствие. Если ‖C∗(t)l0‖ 6= 0 при всех t ∈ [0, T ], то lε = l0 при всех достаточно
малых ε > 0.

Доказательство. В этом случае в силу непрерывности C∗(t) найдётся такое γ > 0, что
‖C∗(t)l0‖ > γ при всех t ∈ [0, T ]. Поэтому Sε(‖C∗(t)l0‖) = ‖C∗(t)l0‖ при ε < γ и уравнение (5)
совпадёт с уравнением (9), что в силу единственности их решений даёт lε = l0. При этом
Jε(uε) = J0(u0) + Tε/2 при таких ε. �

В дальнейшем считаем, что x0 удовлетворяет условию: ограничения на управление в за-
даче (7) по существу, т. е. точка глобального минимума функции ϕ не лежит в множестве
достижимости системы (1) на [0, T ].

Отметим, что если ‖C∗(t0)l0‖ = 0 при t0 ∈ (0, T ), то оптимальное управление в предельной
задаче (7) терпит разрыв в точке t0, в то время как оптимальное управление в задаче (1), (2)
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непрерывно при всех t ∈ [0, T ]. Такая ситуация для задачи быстродействия приводит к слож-
ной асимптотики определяющего вектора [7, 8]. Рассматриваемая задача (1), (2) более регу-
лярна, и для управляемой системы из [7] асимптотика определяющего вектора lε при ε→ +0
имеет степенной характер.

Следующая часть работы посвящена доказательству этого факта.

2. УПРАВЛЕНИЕ СИСТЕМОЙ МАТЕРИАЛЬНЫХ ТОЧЕК В СРЕДЕ
БЕЗ СОПРОТИВЛЕНИЯ

Рассмотрим задачу (1), (2) при следующих условиях:

n = 2k, A =

(
0 I
0 0

)
, B =

(
0
I

)
. (11)

В этом случае

eAt =

(
I tI
0 I

)
, C(t):=eAtB =

(
tI
I

)
, C∗(t)l = tl1 + l2, l =

(
l1
l2

)
, l1, l2 ∈ Rk. (12)

Уравнение для определяющего вектора l (для сокращения записи зависимость от малого па-
раметра ε будем опускать) в силу (12) принимает вид

−l1 = x0
1 + Tx0

2 +

T∫
0

t(tl1 + l2)

Sε(‖tl1 + l2‖)
dt,

−l2 = x0
2 +

T∫
0

(tl1 + l2)

Sε(‖tl1 + l2‖)
dt,

(13)

а для определяющего вектора l0 предельной задачи имеем

−l0,1 = x0
1 + Tx0

2 +

T∫
0

t(tl0,1 + l0,2)

‖tl0,1 + l0,2‖
dt,

−l0,2 = x0
2 +

T∫
0

(tl0,1 + l0,2)

‖tl0,1 + l0,2‖
dt.

(14)

Пусть t0l0,1 + l0,2 = 0 при t0 ∈ (0, T ). Не ограничивая общности (сделав замену времени
t = t0τ и переменных x1(t) = t20X1(τ), x2(t) = t0X2(τ), получим для X1, X2 ту же задачу
с заменой ε на ε1:=t0ε), можно считать, что t0 = 1.

Итак, по предположению
l0,1 + l0,2 = 0, T > 1. (15)

Тогда tl0,1 + l0,2 = (t− 1)l0,1 + (l0,1 + l0,2). Введём новые векторы

r1:=l1, r2:=l1 + l2, r0,1:=l0,1, r0,2:=l0,1 + l0,2. (16)

В силу (16) и теоремы 1 получим

l1 = r1, l2 = r2 − r1, l0,1 = r0,1, l0,2 = r0,2 − r0,1, r0,2 = 0, ri → r0,i, ε→ +0. (17)
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Возьмём вектор r0,1/‖r0,1‖ в качестве первого базисного. Тогда вектор r0,1 в этом базисе
будет иметь следующие координаты: r0,1 =

(
β
0

)
, здесь β > 0, 0 — нуль-вектор в простран-

стве Rk−1.
Сделав в интегралах, входящих в (13) и (14), замену τ = t − 1 и обозначив T1:=T − 1,

с учётом (17) получим системы уравнений для векторов r и r0:

−r1 = x0
1 + Tx0

2 +

T1∫
−1

(τ + 1)(τr1 + r2) dτ

Sε(‖τr1 + r2‖)
,

r1 − r2 = x0
2 +

T1∫
−1

(τr1 + r2) dτ

Sε(‖τr1 + r2‖)
;

(18)

−r0,1 = x0
1 + Tx0

2 +

T1∫
−1

(τ + 1)τr0,1 dτ

|τ | ‖r0,1‖
,

r0,1 = x0
2 +

T1∫
−1

τr0,1 dt

|τ | ‖r0,1‖
.

(19)

Из (19) следует параллельность векторов x0
2, r0,1, x0

1. Тем самым

x0
1 =

(
x0

1,1

0

)
, x0

2 =

(
x0

2,1

0

)
, x0

1,1, x
0
1,1 ∈ R, (20)

а система (19) принимает вид

−β = x0
1,1 + Tx0

2,1 +

T1∫
−1

(τ2 + τ) dτ

|τ |
,

β = x0
2 +

T1∫
−1

τ dt

|τ |
.

(21)

Оказывается, что и у векторов r1 и r2 только первые координаты отличны от нуля и тем
самым рассматриваемая задача (11) подобна одномерной (k = 1).

Итак, будем искать решение системы (18) в виде

r1 =

(
β + ρ1

0

)
, r2 =

(
ρ2

0

)
, ρ1, ρ2 ∈ R, ρ1 = o(ε), ρ2 = o(ε), ε→ +0.

В силу (20) система (18) примет вид

−β − ρ1 = x0
1,1 + Tx0

2,1 +

T1∫
−1

(τ + 1)(τ(β + ρ1) + ρ2) dτ

Sε(|τ(β + ρ1) + ρ2|)
=: x0

1,1 + Tx0
2,1 + I1(ρ1, ρ2),

β + ρ1 − ρ2 = x0
2,1 +

T1∫
−1

(τ(β + ρ1) + ρ2) dτ

Sε(|τ(β + ρ1) + ρ2|)
=: x0

2,1 + I2(ρ1, ρ2).

(22)
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Обозначим через τ1, τ2 решения уравнения |τ(β + ρ1) + ρ2| = ε. Тогда

τ1 =
−ρ2 − ε
β + ρ1

, τ2 =
−ρ2 + ε

β + ρ1
, τ1 + τ2 =

−2ρ2

β + ρ1
, τ2 − τ1 =

2ε

β + ρ1
,

τ2
1 + τ2

2 =
2ρ2

2 + 2ε2

(β + ρ1)2
, τ2

2 − τ2
1 =

(−4)ρ2ε

(β + ρ1)2
, τ3

2 − τ3
1 =

2ε3 + 6ερ2
2

(β + ρ1)3
.

(23)

Выразим интегралы Ii(ρ1, ρ2), i = 1, 2, через ρ1 и ρ2.
Воспользовавшись формулами (23) и приведя подобные слагаемые в (22), получим

I1(ρ1, ρ2) =
2T 2

1 + 4T1 − 2

4
+

4ρ2

β + ρ1
+

2βρ2 − ε2/3− ρ2
2 + 2ρ1ρ2

(β + ρ1)2
,

I2(ρ1, ρ2) = T1 − 1 +
2ρ2

β + ρ1
.

Таким образом, с учётом (21) система (22) примет вид

−ρ1 =
2

β
ρ2 −

ε2

3β2
+H1,2(ρ1, ρ2, ε

2),

ρ1 − ρ2 =
2

β
ρ2 +H2,2(ρ1, ρ2),

(24)

где Hi,2, i = 1, 2, — непрерывные функции своих аргументов, раскладывающиеся в степенные
ряды при стремлении аргументов к нулю и начинающиеся со второго порядка малости.

Система (24) эквивалентна векторному уравнению

ρ = ε2f +H2(ρ, ε2), (25)

где

ρ:=

(
ρ1

ρ2

)
, f :=


β + 2

3β2(β + 4)
1

3β(β + 4)

 ,

а H:B[0, R] → Rn — непрерывная функция своих аргументов ρ ∈ Rn и µ ∈ R, расклады-

вающаяся при ‖ρ‖ + |ε| → 0 в степенной асимптотический ряд H(ρ, ε2) =
∞∑
k=2

Hk(ρ, ε
2), где

Hk(ρ, ε
2) — однородные многочлены порядка k от ε2 и компонент вектора ρ. Здесь B[0, R] —

замкнутый шар в Rn+1 с центром в нуле радиуса R.
В силу теоремы 1 и [13, теорема 3] при Eα = (0, ε0) уравнение (25) имеет единственное ре-

шение ρ(ε), стремящееся к нулю при ε→ 0, и это решение раскладывается в асимптотический
ряд по степеням ε2. Тем самым, доказана следующая

Теорема 2. Пусть выполнено условие (15). Тогда определяющий вектор lε в задаче (1),
(2), (11) при ε→ 0 раскладывается в асимптотический ряд по степеням ε2.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Решение задачи оптимального управления с интегральным выпуклым критерием качества
и дешёвым управлением, вообще говоря, более регулярно зависит от малого параметра в случае
разрывного управления предельной задачи, чем задача быстродействия в такой же ситуации.

Заметим также, что линейная комбинация векторов r1, r2, r0,1 из (18), (19) принадлежит
одномерному пространству, поэтому получившийся вид r1 и r2 вполне ожидаем.
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