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Прямые и обратные задачи для уравнений смешанного типа не так хорошо изучены, как
аналогичные задачи для классических уравнений. Тем не менее, такие задачи являются ак-
туальными с точки зрения приложений. Например, в однородной среде в случае её малой
проводимоcти напряжённость электромагнитного поля удовлетворяет волновому уравнению,
в случае же сравнительно большой проводимости, когда можно перенебречь токами смеще-
ния по сравнению с токами проводимости, упомянутая величина удовлетворяет уравнению
теплопроводности [1, с. 443–447]. Другим примером может служить следующее явление в га-
зодинамике: при моделировании процессов движения газа в закрытом канале с пористыми
стенками движения газа в канале описывается волновым уравнением, а вне его — уравнением
диффузии [2, 3]. Таких примеров множество.

Прямые задачи для уравнений смешанного параболо-гиперболического типа изучались
в работах [4–8]. Обратные задачи об определении правой части или начальной функции
в начально-краевых задачах для уравнений смешанного параболо-гиперболического типа
в прямоугольной области рассматривались в работах [9–12], где на основе спектрального ме-
тода установлены критерии единственности и существования решений обратных задач. В дан-
ной работе исследуются прямая и обратная задачи, связанные с поиском решения начально-
краевой задачи для уравнений смешанного параболо-гиперболического типа и неизвестной
правой части этого уравнение в цилиндрической области. При исследовании рассматриваемой
задачи нам понадобятся функция Бесселя и условия сходимости рядов Фурье — Бесселя [13].

Различные обратные задачи определения коэффициентов, правых частей отдельных ти-
пов дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка, т. е. параболиче-
ских, гиперболических и эллиптических уравнений, изучались во многих работах (см., напри-
мер, монографии [14–19] и приведённую там обширную библиографию). Обратные задачи вос-
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становления ядра в гиперболических интегро-дифференциальных уравнений исследовались
в [20, 21]. С численными методами нахождения коэффициентов уравнений можно ознакомить-
ся в работах [22, 23] (также см. библиографию в них).

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В области G := {(ρ, t) | 0 < ρ < 1, −α < t < β} рассмотрим дифференциальное уравнение
смешанного параболо-гиперболического типа

θ(t)d
∂u

∂t
+ θ(−t)c2∂

2u

∂t2
=

1

ρ

∂u

∂ρ
+
∂2u

∂ρ2
+ f(ρ), (ρ, t) ∈ G, (1)

с граничными условиями[
ρ
∂

∂ρ
u(ρ, t)

]
ρ=0

= 0, u|ρ=1 = 0, −α 6 t 6 β, (2)

условиями склейки при t = 0

u(ρ,+0) = u(ρ,−0), ut(ρ,+0) = ut(ρ,−0), 0 6 ρ 6 1, (3)

и начальным условием

u(ρ,−α) = ϕ(ρ), 0 6 ρ 6 1. (4)

Здесь θ(t) — θ-функция Хевисайда, α, β, d, c— заданные положительные числа, Будем считать,
что функции f(ρ) и ϕ(ρ) достаточно гладкие.

Отметим, что к уравнениям вида (1) приводятся задачи, описанные ранее в цилиндриче-
ской области в случае осевой симметрии.

Соотношения (1)–(4) являются прямой задачей, т. е. если известны функции f(ρ), ϕ(ρ)

и постоянные d, c, α, β, то решение u(ρ, t) может быть найдено из уравнений (1)–(4).
Обозначим G+ = G ∩ {t > 0}, G− = G ∩ {t < 0}.

Определение 1. Под решением прямой задачи (1)–(4) будем понимать функцию u(ρ, t)

из класса C2,1
ρ,t (G+ ∪ {t = β}) ∩ C2(G− ∪ {t = −α}), являющуюся решением уравнения (1)

в области G и удовлетворяющую условиям (1)–(4).

Обратная задача. Необходимо определить функцию f(ρ), если о решении прямой зада-
чи (1)–(4) известна следующая дополнительная информация:

u(ρ, β) = ψ(ρ), 0 6 ρ 6 1, (5)

где ψ(ρ) — заданная достаточно гладкая функция.

Определение 2. Решением обратной задачи (1)–(5) назовём функции u(ρ, t) и f(ρ) из
класса C2,1

ρ,t (G+ ∪ {t = β}) ∩ C2(G− ∪ {t = −α}) и C[0, 1] соответственно, удовлетворяющие
соотношениям (1)–(5).

Следующие два раздела посвящены построению решения прямой задачи с помощью спек-
трального метода и доказательствам теорем существования и единственности решения.
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2. ИССЛЕДОВАНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ

Разыскивая, согласно методу Фурье, частные решения уравнения (1) при f(ρ) = 0 в виде
u(ρ, t) = R(ρ)T (t), получим следующие соотношения:

dT
′
(t)R(ρ) =

1

ρ
T (t)R

′
(ρ) + T (t)R

′′
(ρ), t > 0,

c2T
′′
(t)R(ρ) =

1

ρ
T (t)R

′
(ρ) + T (t)R

′′
(ρ), t < 0.

Разделяя переменные, имеем

d
T
′
(t)

T (t)
=

1

ρ

R
′
(ρ)

R(ρ)
+
R
′′
(ρ)

R(ρ)
= −λ2, t > 0,

c2
T
′′
(t)

T (t)
=

1

ρ

R
′
(ρ)

R(ρ)
+
R
′′
(ρ)

R(ρ)
= −λ2, t < 0,

где λ — произвольный действительный параметр. Отсюда для нахождения функции R(ρ) по-
лучим задачу для уравнения

R
′′
(ρ) +

1

ρ
R
′
(ρ) + λ2R(ρ) = 0 (6)

с граничными условиями
lim
ρ→0

(ρR
′
(ρ)) = 0, R(1) = 0, (7)

которая является самосопряжённой задачей.
Решением уравнения (6) являются следующие функции Бесселя первого рода нулевого

порядка:
Rk(ρ) = J0(λkρ), k = 1, 2, 3, . . . .

Они же есть собственные функции. Находим собственные значения, используя граничные усло-
вия (7) и положительные корни уравнения J0(λk) = 0. Они имеют следующий вид:

λk = kπ − π

4
= (4k − 1)

π

4
.

Разложим теперь искомую функцию и правую сторону уравнения в ряд Фурье — Бесселя
по собственным функциям J0(λkρ), т. е.

u(ρ, t) =

∞∑
k=1

uk(t)J0(λkρ), (8)

f(ρ) =

∞∑
k=1

fkJ0(λkρ), (9)

где

uk(t) =
2

J2
1 (λk)

1∫
0

ρu(ρ, t)J0(λkρ) dρ, fk =
2

J2
1 (λk)

1∫
0

ρf(ρ)J0(λkρ) dρ.

Подставляя (8), (9) в (1), получим

du′k(t) = −λ2kuk(t) + fk, t > 0,

c2u′′k(t) = −λ2kuk(t) + fk, t < 0.
(10)
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Нетрудно найти, что эти дифференциальные уравнения имеют общие решения:

uk(t) = cke
−λ2kt/d + fk/λ

2
k, t > 0,

uk(t) = ak cos

(
λk
c
t

)
+ bk sin

(
λk
c
t

)
+ fk/λ

2
k, t < 0,

(11)

где ak, bk, ck — произвольные постоянные.
Для нахождения коэффициентов ak, bk, ck используем условия склейки

uk(0 + 0) = uk(0− 0), u′k(0 + 0) = u′k(0− 0),

в результате получим ak = ck, bk = −λkc
d
ck. Из начального условия (3) имеем

ak cos

(
λk
c
α

)
− bk sin

(
λk
c
α

)
+ fk/λ

2
k = ϕk,

где ϕk — коэффициенты Фурье — Бесселя ряда

ϕ(ρ) =

∞∑
k=1

ϕkJ0(λkρ). (12)

Подставляя значения ak, bk, выраженные через ck, и решая полученную систему относитель-
но ck, находим

ck =
ϕk − fk/λ2k

cos

(
λk
c α

)
+ λkc

d sin

(
λk
c α

) . (13)

Введём обозначение

δα(k) = cos

(
λk
c
α

)
+
λkc

d
sin

(
λk
c
α

)
. (14)

3. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ПРЯМОЙ
ЗАДАЧИ

Поставляя собственные числа, находим значения α, при которых уравнение (14) прини-
мает значения, не равные нулю. Для этого (17) перепишем следующим образом:

δα(k) =

√
1 +

(4k − 1)2π2c2

16d2
sin

(
4k − 1

4c
απ + γk

)
, (15)

где

γk = arcsin

 1√
1 + (4k−1)2π2c2

16d

 .

Ищем значения α, при которых δα(k) = 0, оно равно α =
4c

(4k − 1)π
(πn− γk).

Теперь найдём значения α, при которых выполняются следующие условия:

|δα(k)| > C0 > 0. (16)

Для этого оценим δα(k) по модулю. В силу равенства α = 4cp, p ∈ N, получим |δα(k)| = 1 >
C0 > 0.
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Пусть α = 4cn/m, n,m ∈ N, (n,m) = 1, тогда из (15) при значениях α = 4cp, p ∈ N,
или α = 4cn/m, n,m ∈ N, n и m — взаимно простые числа, т. е. НОД(n,m) = 1, β > 0;
для (14) и (15) имеет место формула

|δα(k)| =

∣∣∣∣∣
√

1 +
(4k − 1)2π2c2

16d2
sin

(
4k − 1

4c
απ + γk

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
√

1 +
(4k − 1)2π2c2

16d2
sin

(
4k − 1

m
nπ + γk

)∣∣∣∣∣.
Разделим (4k − 1)n на m с остатком: (4k − 1)n = sm + r, s, r ∈ N ∪ 0, 0 6 r < m. Тогда
выражение для |Aαβ(k)| имеет вид

|δα(k)| =

∣∣∣∣∣
√

1 +
(4k − 1)2π2c2

16d2
sin

(
r

m
nπ + γk

)∣∣∣∣∣.
Отсюда в силу 0 6 rπ/m < π при γk → 0 следует справедливость (16) при достаточно боль-
ших k и произвольном β > 0.

Таким образом, мы получили следующий критерий единственности.

Теорема 1. Если существует решение задачи (1)–(4), то оно единственно при значениях
α = 4cp, p ∈ N, или α = 4cn/m, n,m ∈ N, НОД(n,m) = 1.

Теперь докажем существование решения. Подставляя (13) в (11), находим

uk(t) =
ϕk − fk/λ2k
δα(k)

e−
λ2k
d
t + fk/λ

2
k, t > 0,

uk(t) =
ϕk − fk/λ2k
δα(k)

(
cos

(
λk
c
t

)
− cλk

d
sin

(
λk
c
t

))
+ fk/λ

2
k, t < 0,

С учётом этих соотношений, из (8) и (9) получим формальное решение поставленной задачи
в виде рядов

u(ρ, t) =
∞∑
k=1

[
ϕk − fk/λ2k
δα(k)

e−
λ2k
d
t + fk/λ

2
k

]
J0(λkρ), t > 0, (17)

u(ρ, t) =

∞∑
k=1

[
ϕk − fk/λ2k
δα(k)

(
cos

(
λk
c
t

)
− cλk

d
sin

(
λk
c
t

))
+ fk/λ

2
k

]
J0(λkρ), t < 0. (18)

Для доказательства существования решения нам нужно показать, что ряды (17), (18)
и ряды, полученные дифференцированием функции u(ρ, t) в области G+ два раза по ρ и один
раз по t и в области G− два раза по ρ и по t, сходятся равномерно.

Чтобы оценить коэффициенты ряда Фурье — Бесселя функции u(x, t) и рядов, получен-



Обратная задача для уравнения смешанного параболо-гиперболического типа с оператором Бесселя 19

ных при его дифференцировании, вычислим общие члены этих рядов:

uk(ρ, t) =

[
ϕk − fk/λ2k
δα(k)

e−
λ2k
d
t + fk/λ

2
k

]
J0(λkρ), t > 0, (19)

uk(ρ, t) =

[
ϕk − fk/λ2k
δα(k)

(
cos

(
λk
c
t

)
− cλk

d
sin

(
λk
c
t

))
+ fk/λ

2
k

]
J0(λkρ), t < 0, (20)

∂uk(ρ, t)

∂t
= − 1

dδα(k)
(fk − λ2kϕk)J0(λkρ), t > 0, (21)

∂2uk(ρ, t)

∂t2
=

1

δα(k)

[
−
λ2k
c2

cos

(
λk

c
t

)
+
λ3k
cd

sin

(
λk

c
t

)](
ϕk − fk/λ2k

)
J0(λkρ), t < 0, (22)

∂2uk(ρ, t)

∂ρ2
=

[
ϕk − fk/λ2k
δα(k)

e−
λ2k
d
t + fk/λ

2
k

]
λ2kJ

′′
0 (λkρ), t > 0, (23)

∂2uk(ρ, t)

∂ρ2
=

[
ϕk − fk/λ2k
δα(k)

(
cos

(
λk
c
t

)
− cλk

d
sin

(
λk
c
t

))
+ fk/λ

2
k

]
λ2kJ

′′
0 (λkρ), t < 0. (24)

Пусть функции ϕ(ρ) и f(ρ) удовлетворяют условиям теоремы из [13, с. 289–291] с неко-
торым s > 1 (число s определим позже). Тогда для коэффициентов Фурье — Бесселя этих
функций справедливы оценки [13, с. 282]∣∣∣∣ϕk∣∣∣∣ 6 M1

λ
2s−1/2
k

, |fk| 6
M2

λ
2s−1/2
k

.

Для оценки выражений (19)–(24) нам нужны оценки функций J0(z) и J ′′0 (z), z ∈ [0,+∞).
Для функции Бесселя Jν(z) известно интегральное представление

Jν(z) =
1

2π

π∫
−π

eiz cosϕ+iν sinϕ dϕ,

из которого следует оценка |Jν(z)| 6 1, z ∈ R. Учитывая это и соотношения из работы [13]

J ′0(z) = −J1(z), J ′′0 (z) = (1/2)(J2(z)− J0(z)),

находим оценки |J0(z)| 6 1,
∣∣J ′′0 (z)

∣∣ 6 1, z ∈ [0,+∞), которые будут использованы далее.
Оценим функцию uk(ρ, t):

|uk(ρ, t)| =
∣∣∣∣[ϕk − fk/λ2kδα(k)

e−
λ2k
d
t + fk/λ

2
k]J0(λkρ)| =

∣∣∣∣ϕk − fk/λ2kδα(k)
e−

λ2k
d
t + fk/λ

2
k

∣∣∣∣|J0(λkρ)|

6

∣∣∣∣ϕk − fk/λ2kδα(k)
e−

λ2k
d
t + fk/λ

2
k

∣∣∣∣ 6 |ϕk|∣∣∣∣e−
λ2k
d
t

δα(k)

∣∣∣∣+ |fk|
∣∣∣∣ e−

λ2k
d
t

λ2kδα(k)

∣∣∣∣+
∣∣fk/λ2k∣∣

6
M1

λ
2s−(1/2)
k

+
M2

λ
2s−(1/2)+2
k

6
N1

λ
2s−(1/2)
k

, t > 0,

в этом случае s = 2 для функции ϕ(x), s = 0 для функции f(x).
Имеет место оценка

|uk(ρ, t)| =
∣∣∣∣[ϕk − fk/λ2kδα(k)

(
cos

(
λk
c
t

)
− cλk

d
sin

(
λk
c
t

))
+ fk/λ

2
k

]
J0(λkρ)

∣∣∣∣
6M1

λk

λ
2s−(1/2)
k

+
M2

λ
2s−(1/2)+1
k

6 N2
λk

λ
2s−(1/2)
k

, t < 0,
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здесь s = 3 для функции ϕ(x), s = 1 для функции f(x); M1, M2, N1, N2 — положительные
постоянные.

Далее, проведя подобным образом очевидные оценки для выражений (21)–(24), находим∣∣∣∣∂uk(ρ, t)∂t

∣∣∣∣ 6 N3
λ2k

λ
2s−(1/2)
k

, t > 0,

∣∣∣∣∂2uk(ρ, t)∂t2

∣∣∣∣ 6 N4
λ3k

λ
2s−(1/2)
k

, t < 0,∣∣∣∣∂2uk(ρ, t)∂ρ2

∣∣∣∣ 6 N5
λ2k

λ
2s−(1/2)
k

, t > 0,

∣∣∣∣∂2uk(ρ, t)∂ρ2

∣∣∣∣ 6 N6
λ3k

λ
2s−(1/2)
k

, t < 0.

Здесь N3, N4, N5, N6 — положительные постоянные.
Из этих неравенств получим

max

{
max

(ρ,t)∈G+

∣∣∣∣∂uk(ρ, t)∂t

∣∣∣∣, max
(ρ,t)∈G−

∣∣∣∣∂2uk(ρ, t)∂2t

∣∣∣∣,
max

(ρ,t)∈G+

∣∣∣∣∂2uk(ρ, t)∂2ρ

∣∣∣∣, max
(ρ,t)∈G−

∣∣∣∣∂2uk(ρ, t)∂2ρ

∣∣∣∣
}

6 N
λ3k

λ
2s−(1/2)
k

, (25)

где N — положительная постоянная.
Отсюда следует, что если s = 3 для функции ϕ(x) и s = 2 для функции f(x), то согласно

теореме из [13, с. 282] ряды (17), (18) и ряды, полученные дифференцированием в области G+

функции u(ρ, t) два раза по ρ и один раз по t, и ряды, полученные дифференцированием
в области G− функции u(ρ, t) два раза по ρ и по t, сходятся равномерно.

Таким образом, мы доказали следующую теорему.
Теорема 2. Пусть ϕ(ρ) ∈ C6[0, 1] f(ρ) ∈ C4[0, 1] и, кроме того, выполнены условие (16)

и равенства

ϕ(i)(0) = 0, i = 0, 1, . . . , 5, f (i)(0) = 0, i = 0, 1, . . . , 3,

ϕ(i)(1) = 0, i = 0, 1, . . . , 4, f (i)(1) = 0, i = 0, 1, . . . , 2.

Тогда существует единственное решение задачи (1)–(4), которое определяется формула-
ми (17), (18), где ϕ(i), f (i) — i-е производные функций ϕ и f , а ϕk и fk — коэффициенты
Фурье — Бесселя функций ϕ и f соответственно.

4. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ
ЗАДАЧИ

Перейдём к изучению обратной задачи. Используя дополнительное условие (8), разложим
функцию ψ в ряд Фурье — Бесселя:

ψ(ρ) =

∞∑
k=1

ψkJ0(λkρ), (26)

где ψk — коэффициенты Фурье — Бесселя. В результате получим

cke
−λ2k
d
β + fk/λ

2
k = ψk.

Подставляя в это равенство значение ck, находим

fk = λ2k

(
ϕke

−λ2kβ/d − ψkδα(k)

e−λ
2
kβ/d − δα(k)

)
. (27)
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Обозначим
Aαβ(k) = e−λ

2
kβ/d − cos

(
λk
c
α

)
− λkc

d
sin

(
λk
c
α

)
. (28)

Нетрудно заметить, что соотношение

Aαβ(k) 6= 0 (29)

выполняется, если α удовлетворяет условиям теоремы 1 при произвольном β > 0. Тогда,
подобно теореме 1, справедлив критерий единственности для решения обратной задачи.

Теорема 3. Если существует решение обратной задачи (1)–(5), то оно единственно при
значениях α, удовлетворяющих условиям теоремы 1 и для любых β > 0.

Докажем существование решения обратной задачи. Подобно оценке (28), получим оценку
для функции f(ρ):

f(ρ) =

∞∑
k=1

λ2k

(
ψk −

ψk − ϕk
Aαβ(k)

)
e−λ

2
kβ/dJ0(λkρ), (30)

где функции ϕ(ρ) и ψ(ρ) удовлетворяют условиям теоремы из [13, с. 282] с некоторым s > 1.
Тогда для коэффициентов Фурье — Бесселя этих функций справедливы оценки

|ϕk| 6
M1

λ
2s−(1/2)
k

, |ψk| 6
M3

λ
2s−(1/2)
k

,

а оценка для f(ρ) имеет следующий вид:

|f(ρ)| 6 N
λ2k

λ
2s−(1/2)
k

.

Из этой оценки и оценки (25) следует, что если s = 3, то согласно теореме из [13, с. 282] ряды
в (17), (18), (30) и ряды, полученные дифференцированием в области G+ функции u(ρ, t)
два раза по ρ и один раз по t, и ряды, полученные дифференцированием функции u(ρ, t)
в области G− дифференцированием два раза по ρ и по t, сходятся равномерно.

Таким образом, мы доказали основной результат настоящей работы.
Теорема 4. Предположим, что функция ϕ(ρ) удовлетворяет условиям теоремы 2 и вы-

полнены условия (29), а для функции ψ(ρ) ∈ C6[0, 1] справедливы равенства

ψ(i)(0) = 0, i = 0, 1, . . . , 5, ψ(i)(1) = 0, j = 0, 1, . . . , 4.

Тогда существует единственное решение задачи (1)–(5), которое определяется формула-
ми (17), (18) и (30), где ψ(i) — i−е производные функции ψ, а ψk — коэффициенты Фурье —
Бесселя функции ψ.
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