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ВВЕДЕНИЕ

Изучение физико-технических процессов в механике сплошных сред начинается с постро-
ения математической модели. Рассмотрение присутствия в верхних слоях мантии частичных
расплавов приобрело важную роль в геофизической литературе. Предположение о форми-
ровании частичного расплава фазового перехода первого рода позволило В.Н.Доровскому
объяснить локализацию в пространстве значительных масс такой субстанции в динамических
условиях [1]. При этом эффектом объемной генерации магмы пренебрегли. Учёт генерации
магмы в условиях сдвиговой деформации мантийных толщ была сделан в [2]. В этих работах
сплошная среда в геологическом временном масштабе представляет собой вязкую жидкость-1
и за счёт собственной вязкости либо по другим причинам достигает необходимых термодина-
мических условий протекания фазового перехода. По границам зёрен и межзеренным узлам
начинает скапливаться магма — жидкость-2 с вязкостью, присущей известным в геологии рас-
плавам. Такой расплав включается в процесс совместного тепломассопереноса и фильтруется

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний и Национального центра научных исследований Франции (проект 21-51-15002).
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сквозь систему, его породившую. Другими словами, эта теория представляет собой динами-
ку тепломассопереноса взаимного проникновения одной менее вязкой жидкости сквозь более
вязкую среду, как своеобразный процесс фильтрации. Или, по аналогии с уравнением На-
вье — Стокса, её можно называть двухскоростней системой уравнений Навье — Стокса либо
уравнением двухскоростной гидродинамики.

Изучение течений вязких сжимаемых/несжимаемых жидкостей на основе решения полной
системы уравнений двухскоростной гидродинамики представляется актуальным. В литерату-
ре известно очень ограниченное число случаев, допускающих аналитическое интегрирование
уравнений Навье — Стокса [3–5]. Цель настоящей работы — построение фундаментальных ре-
шений для стационарной системы уравнений двухскоростной гидродинамики с равновесием
фаз по давлению в диссипативном приближении обусловленными коэффициентами вязкости
фаз и коэффициентом межкомпонентного трения. Эти формулы могут быть полезными для
тестирования численных методов решения уравнений двухскоростной гидродинамики.

1. УРАВНЕНИЯ ДВУХСКОРОСТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ С ОДНИМ
ДАВЛЕНИЕМ

В работах [6, 7] на основе законов сохранения, инвариантности уравнений относительно
преобразований Галилея и условия термодинамической согласованности построена нелиней-
ная двухскоростная модель движения жидкости через деформируемую пористую среду. Двух-
скоростная двухжидкостная гидродинамическая теория c условием равновесия подсистем по
давлению была построена в работе [2]. Уравнения движения двухскоростной среды в дисси-
пативном случае с одним давлением для изотермического случая имеет вид [2]

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0,

∂ρ̃

∂t
+ div (ρ̃ṽ) = 0, (1)

ρ̄

(
∂v

∂t
+ (v,∇)v

)
= −∇p+ ν∆v + (ν/3 + µ)∇ div v +

ρ̃

2
∇(ṽ − v)2 − bρ̄ ρ̃

ρ
(v − ṽ) + ρ̄f , (2)

ρ̄

(
∂ṽ

∂t
+ (ṽ,∇)ṽ

)
= −∇p+ ν̃∆ṽ + (ν̃/3 + µ̃)∇ div ṽ − ρ

2
∇(ṽ − v)2 + bρ̄ (v − ṽ) + ρ̄f , (3)

где ṽ и v — векторы скоростей подсистем, составляющих двухскоростной континуум с соот-
ветствующими парциальными плотностями ρ̃ и ρ; ν (µ) и ν̃ (µ̃) — соответствующие сдвиговые
(объёмные) вязкости; b = χ ρ̃, χ — коэффициент межфазного трения; ρ̄ = ρ̃+ ρ — общая плот-
ность двухскоростного континуума; p = p(ρ̄, (ṽ−v)2) — уравнение состояния двухскоростного
континуума; f — вектор массовой силы, отнесённой к единице массы.

Перепишем уравнения (2) и (3) в эквивалентном виде:

ρ̄

(
∂v

∂t
+

1

2
∇(v2)− v × rotv

)
= −∇p+ ν∆v

+ (ν/3 + µ)∇ div v +
ρ̃

2
∇(ṽ − v)2 − bρ̄ ρ̃

ρ
(v − ṽ) + ρ̄f , (4)

ρ̄

(
∂ṽ

∂t
+

1

2
∇(ṽ2)− ṽ × rot ṽ

)
= −∇p+ ν̃∆ṽ

+ (ν̃/3 + µ̃)∇ div ṽ − ρ

2
∇(ṽ − v)2 + bρ̄ (v − ṽ) + ρ̄f , (5)
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Из этих уравнений можно вывести другие, определяющие изменение вихрей с течением време-
ни. Для этого применим к обеим частям уравнений (4), (5) оператор rot. В результате получим

∂Ω

∂t
− rot(v ×Ω) = − rot

(
∇p
ρ̄

)
+ ν∆Ω

+ rot

(
ν/3 + µ

ρ̄
∇ div v

)
+ rot

(
ρ̃

2 ρ̄
∇(ṽ − v)2

)
− bρ̄ ρ̃

ρ
(Ω− Ω̃) + rot f ,

∂Ω̃

∂t
− rot(ṽ × Ω̃) = − rot

(
∇p
ρ̄

)
+ ν̃∆Ω̃

+ rot

(
ν̃/3 + µ̃

ρ̄
∇ div ṽ

)
− rot

(
ρ

2ρ̄
∇(ṽ − v)2

)
+ bρ̄ (Ω− Ω̃) + rot f .

2. ЛИНЕЙНАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ ДВУХСКОРОСТНОЙ
ГИДРОДИНАМИКИ СЖИМАЕМОЙ СРЕДЫ

В отсутствие массовых сил f = 0 система уравнений (1)–(3) имеет решение v = 0, ṽ = 0,
ρ = ρ0, ρ̃ = ρ̃0 для покоящейся смеси жидкостей с равномерным давлением p = p0, парциаль-
ными плотностями ρ0, ρ̃0 и температурой T (см. [8]).

Линеаризуем уравнения (2), (3) относительно гидродинамического фона v = 0, ṽ = 0,
ρ = ρ0, ρ̃ = ρ̃0, p = p0, т. е.

v = v1, ṽ = ṽ1, ρ = ρ0 + ρ1, ρ̃ = ρ̃0 + ρ̃1, p = p0 + p1.

Подставляя эти выражения в (1)–(3) и для сокращения записи, дальше вместо обозначе-
ния v1, ṽ1, ρ1, ρ̃1 будем использовать v, ṽ, ρ, ρ̃. В результате получим

∂ρ

∂t
+ ρ0 div v = 0,

∂ρ̃

∂t
+ ρ̃0 div ṽ = 0, (6)

ρ̄0
∂v

∂t
= −∇p+ ν∆v + (ν/3 + µ)∇ div v − bρ̄0 ρ̃

0

ρ0
(v − ṽ) + ρ̄0f , (7)

ρ̄0
∂ṽ

∂t
= −∇p+ ν̃∆ṽ + (ν̃/3 + µ̃)∇ div ṽ + bρ̄0(v − ṽ) + ρ̄0f . (8)

3. ЛИНЕЙНАЯ СТАЦИОНАРНАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ
ДВУХСКОРОСТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ В СЛУЧАЕ ПОСТОЯНСТВА

ОБЪЁМНЫХ НАСЫЩЕННОСТЕЙ

В стационарном случае (ρ̇, ˙̃ρ, v̇, ˙̃v) = 0 система уравнений (6)–(8) имеет вид [9, 10]

div v = 0, div ṽ = 0, (9)

ν∆v = ∇p+ bρ̄0
ρ̃0

ρ0
(v − ṽ)− ρ̄0f , (10)

ν̃∆ṽ = ∇p− bρ̄0(v − ṽ)− ρ̄0f . (11)

Эта система является переопределённой системой уравнений в частных производных. Изу-
чению краевых задач для таких переопределённых систем уравнений в частных производ-
ных посвящены работы [11–13]. В [12] доказано существование обобщённого решения системы
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(9)–(11) в ограниченной области в бездиссипативном приближении с неоднородными гранич-
ными условиями.

Компоненты матриц Gij(r, r
′
), G̃ij(r, r

′
), i, j = 1, 2, 3, и вектора P (r, r

′
) с компонентами

Pj , j = 1, 2, 3, фундаментального решения системы (9)–(11) находятся из следующей системы
дифференциальных уравнений:

∂mGmj(r, r
′
) = 0, ∂mG̃mj(r, r

′
) = 0, (12)

ν∆Gij(r, r
′
)− ∂iPj(r, r

′
)− bρ̄0 ρ̃

0

ρ0
(Gij(r, r

′
)− G̃ij(r, r

′
)) = δijδ(r− r

′
), (13)

ν̃∆G̃ij(r, r
′
)− ∂iPj(r, r

′
) + bρ̄0(Gij(r, r

′
)− G̃ij(r, r

′
)) = δijδ(r− r

′
), (14)

где r = (x1, x2, x3) ∈ R3, δij — символ Кронекера, δ(r) — δ-функция Дирака, ∂i =
∂

∂xi
. По

повторяющемуся индексу производится суммирование от 1 до 3.
Обозначим через (v̂(α), ˆ̃v(α), p̂(α)) преобразование Фурье от (v(r), ṽ(r), p(r)), а именно,

(v̂(α), ˆ̃v(α), p̂(α)) =
1

(2π)3/2

∫
R3

(v(r), ṽ(r),p(r))e−iαr dr.

Умножим (12)–(14) на
1

(2π)3/2
e−iα(r−r

′
) и проинтегрируем по r ∈ R3, в результате получим

αmĜmj = 0, αm
̂̃
Gmj = 0, j = 1, 2, 3, (15)

−να2Ĝmj + iαmP̂j − bρ̄0
ρ̃0

ρ0
(Ĝmj −

̂̃
Gmj) =

1

(2π)3/2
δmj , m, j = 1, 2, 3, (16)

−ν̃α2 ̂̃Gmj + iαmP̂j + bρ̄0(Ĝmj −
̂̃
Gmj) =

1

(2π)3/2
δmj , m, j = 1, 2, 3. (17)

Отсюда функции Ĝmj ,
̂̃
Gmj , P̂j определяются единственным образом:

Ĝmj =
ν̃ρ̃0

(2π)3/2(νρ0 + ν̃ρ̃0)

(
1/ν̃ − 1/ν

α2 +A2
δmj +

1/ν̃ − 1/ν

A2
αmαj

[
1

α2 +A2
− 1

α2

]
− ρ̄0/ρ̃0

ν̃α2

[
δmj −

αmαj
α2

])
,

̂̃
Gmj = − νρ0

(2π)3/2(νρ0 + ν̃ρ̃0)

(
1/ν̃ − 1/ν

α2 +A2
δmj +

1/ν̃ − 1/ν

A2
αmαj

[
1

α2 +A2
− 1

α2

]
+
ρ̄0/ρ0

να2

[
δmj −

αmαj
α2

])
,

P̂j = − iαj

(2π)3/2α2
,

где A =

√
bρ̄0
(
ρ̃0

ρ0
1

ν
+

1

ν̃

)
.

Обратное преобразование Фурье, формула (3.723) из [14] и формулы из [15](
δ(r− r

′
),

1

4π|r− r′ |
,
|r− r

′ |
8π

)
=

1

(2π)3

∫
R3

(1, α−2, α−4)eiα(r−r
′
)dα
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дают

Gmj(r, r
′
) =

ν̃ρ̃0

νρ0 + ν̃ρ̃0

(
ν − ν̃

4πνν̃|r− r′ |
δmje

−A|r−r′ | − ν − ν̃
4πνν̃A2

∂m∂j
e−A|r−r

′ | − 1

|r− r′ |

− ρ̄0/ρ̃0

ν̃

[
δmj

4π|r− r′ |
− ∂m∂j

|r− r
′ |

8π

])
,

G̃mj(r, r
′
) = − νρ0

νρ0 + ν̃ρ̃0

(
ν − ν̃

4πνν̃|r− r′ |
δmje

−A|r−r′ | − ν − ν̃
4πνν̃A2

∂m∂j
e−A|r−r

′ | − 1

|r− r′ |

+
ρ̄0/ρ0

ν

[
δmj

4π|r− r′ |
− ∂m∂j

|r− r
′ |

8π

])
,

Pm(r, r
′
) = ∂m

1

4π|r− r′ |
.

Из этих выражений получим формулы Грина задачи (9)–(11) в виде

Gmj(r, r
′
) =

ν̃ρ̃0

νρ0 + ν̃ρ̃0

(
ν − ν̃

4πνν̃|r− r′ |
δmje

−A|r−r′ | − ν − ν̃
4πνν̃A2

∂m∂j
e−A|r−r

′ | − 1

|r− r′ |

− ρ̄0/ρ̃0

8πν̃

[
δmj
|r− r′ |

+
(xm − x

′
m)(xj − x

′
j)

|r− r′ |3

])
, (18)

G̃mj(r, r
′
) = − νρ0

νρ0 + ν̃ρ̃0

(
ν − ν̃

4πνν̃|r− r′ |
δmje

−A|r−r′ | − ν − ν̃
4πνν̃A2

∂m∂j
e−A|r−r

′ | − 1

|r− r′ |

+
ρ̄0/ρ0

8πν

[
δmj
|r− r′ |

+
(xm − x

′
m)(xj − x

′
j)

|r− r′ |3

])
, (19)

Pm(r, r
′
) = − xm − x

′
m

4π|r− r′ |2
. (20)

Из этих формул и системы уравнений (12)–(14) видно, что по аргументу r
′ функции Gmj(r, r

′
),

G̃mj(r, r
′
), Pm(r, r

′
) удовлетворяют сопряжённой системе

∂Gmj(r, r
′
)

∂x′
m

= 0,
∂G̃mj(r, r

′
)

∂x′
m

= 0, (21)

ν∆r′Gij(r, r
′
) +

∂Pj(r, r
′
)

∂x
′
i

− bρ̄0 ρ̃
0

ρ0
(Gij(r, r

′
)− G̃ij(r, r

′
)) = δijδ(r− r

′
), (22)

ν̃∆r′ G̃ij(r, r
′
) +

∂Pj(r, r
′
)

∂x
′
i

+ bρ̄0(Gij(r, r
′
)− G̃ij(r, r

′
)) = δijδ(r− r

′
). (23)

Функции Gij(r, r
′
), G̃ij(r, r

′
), Pi(r, r

′
) позволяют построить объёмные потенциалы

vi(r) = −ρ̄0
∫
dr

′
Gij(r, r

′
)fj(r

′
),

ṽi(r) = −ρ̄0
∫
dr

′
G̃ij(r, r

′
)fj(r

′
),

p(r, ω) = ρ̄0
∫
dr

′
Pi(r, r

′
)fi(r

′
),
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которые в силу системы (12)–(14) удовлетворяют стационарной неоднородной системе урав-
нений двухскоростной гидродинамики с одним давлением (9)–(11). Характер сингулярностей

ядер Gij(r, r
′
), G̃ij(r, r

′
) и Pi(r, r

′
) такой же, как и для сингулярного решения

1

4π|r− r′ |
урав-

нения Лапласа и его первых производных соответственно. Отсюда видно влияние физических
плотностей, коэффициента межфазного трения, а также объемной насыщенности веществ,
составляющего двухфазного континуума на решения системы уравнений (9)–(11).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, для описания трёхмерных стационарных течений вязких жидкостей двух-
скоростного континуума в диссипативном приближении с равновесием фаз по давлению по-
строено фундаментальное решение. Показано влияние физических плотностей фаз, объёмных
насыщенностей веществ, коэффициента межфазного трения и вязкости составляющего двух-
фазного континуума на скорости течений и давления.
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