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Приводится определение шарнирного механизма, учитывающее его кинематическую при-
роду. Это определение существенно отличается от принятого рядом математиков в недав-
них работах. Если использовать не учитывающее кинематической подоплёки принятое
ныне определение, то классический результат Кемпе о возможности черчения по частям
произвольной плоской алгебраической кривой шарнирами подходящим образом выбран-
ных плоских шарнирных механизмов нельзя считать достаточно обоснованным самим
Кемпе. Что и было отмечено в современной литературе и даже привело к обвинениям
Кемпе в ошибке. Предложенное развитие и современное обоснование результата Кемпе по
существу представляет собой модификацию метода Кемпе построения нужного механизма
из механизмов-кирпичиков, выполняющих алгебраические действия. Однако оно основа-
но на использовании сложного языка алгебраической геометрии, что приводит к замене
коротких и прозрачных рассуждений Кемпе на порядок более длинными и трудновоспри-
нимаемыми текстами. При нашем определении шарнирного механизма можно дать стро-
гую формулировку теоремы Кемпе, для доказательства которой достаточно аргументов
Кемпе с минимальными уточнениями. Эти уточнения приведены в работе. Обсуждается
современное развитие результата Кемпе и претензии к рассуждениям Кемпе. Также при-
ведены общие мысли о математике, возникшие у автора в связи с теоремой Кемпе и её
современным развитием.
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ВВЕДЕНИЕ

Здесь рассматриваются классические идеальные плоские шарнирные механизмы. Занима-
ясь ими, П.Л.Чебышёв не ощущал потребности в формализации самого понятия шарнирного
механизма. Не ощущал её и А.Кемпе, описавший (1876) построение шарнирного механизма
для черчения произвольной плоской алгебраической кривой [1]. Давид Гильберт в лекциях по
наглядной геометрии [2] так определял шарнирный механизм: «Плоским шарнирным меха-
низмом называется всякая плоская система жёстких стержней, частично соединённых между
собой или скреплённых с неподвижными точками плоскости, вокруг которых они могут вра-
щаться, так что вся система ещё сохраняет подвижность в её плоскости». Но является ли это
математическим определением? Пользуясь этим определением, конечно, можно сказать, явля-
ется ли данная конструкция механизмом. Но можно ли на его основе отличить один механизм
от другого? Например, на рис. 1 изображён один механизм или два? Его нельзя назвать мате-
матическим определением в современном смысле. Математические определения шарнирного
механизма появились лишь в конце прошлого века. Одно из них принадлежит автору [3–5]
(1994), другое было выдвинуто в работах [6–8] (1998), посвящённых осмыслению результа-
та Кемпе на современном языке. Это привело к принятию в работах [6–8], а вслед за ними
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и другими математиками [9, 10] настолько общего математического определения шарнирно-
го механизма, что оно даже не различает допускающих непрерывное движение конструкций
от неизгибаемых (механизмов от ферм в инженерной терминологии). Такое игнорирование
кинематической природы механизмов стало главной причиной недоразумений с результатом
Кемпе.

В разд. 1 автор приводит своё определение шарнирного механизма. В его духе можно дать
строгую формулировку теоремы Кемпе, для доказательства которой достаточно аргументов
Кемпе с минимальными уточнениями, что и сделано в разд. 4. В разд. 2 воспроизведены
оригинальные рассуждения Кемпе. В разд. 3 обсуждаются современные продвижения в на-
правлении теоремы Кемпе и претензии к рассуждениям Кемпе. В заключении сделаны выводы
и приведены мысли о математике, порождённые историей с результатом Кемпе.

1. ФОРМАЛИЗАЦИЯ ОСНОВНЫХ ПОНЯТИЙ

Здесь даны математические определения основных понятий теории плоских шарнирно
рычажных конструкций, в частности шарнирного механизма и фермы. В основу положены
геометрические и кинематические свойства. Исходным пунктом является то, что в механи-
ке чётко разделяются понятия идеальных механизма и фермы. Ферма — это конструкция,
которую нельзя деформировать. Механизм же можно непрерывно переводить из одного его
положения в любое другое. На языке геометрии это звучит так: ферма неизгибаема, а конфи-
гурационное пространство механизма связно. Считаем рассматриваемые плоские шарнирно-
рычажные конструкции составленными из прямолинейных стержней (рычагов), несущих на
концах шарниры (вращательные пары). Шарниры могут быть двух видов — свободные и за-
креплённые в плоскости (стойке). Первые мы обозначаем на рисунках кружочками, вторые —
крестиками. Структуру конструкции задаём шарнирной структурной схемой (ШСС) — аб-
страктным связным графом G(V,E) без петель и кратных рёбер, вершины которого отвечают
шарнирам, а рёбра — рычагам.

Напомним, что абстрактный граф представляет собой множество V вершин и совокуп-
ность E их неупорядоченных пар, называемых рёбрами. Связность графа означает существо-
вание для любых двух вершин цепи из его рёбер, соединяющей эти вершины. В нашей модели
это удобнее, чем чаще принятое в теории механизмов сопоставление звеньям-рычагам вершин,
а кинематическим парам — рёбер структурной схемы.

Множество V вершин графа распадается на два подмножества: V = V1tV2, где V1 отвечает
свободным шарнирам и V2 отвечает закреплённым шарнирам. Граф G(V,E) удовлетворяет
условиям:

1) его подграф на множестве V1 свободных вершин связен,
2) в G(V,E) нет рёбер, соединяющих вершины из V2 между собой.
Последнее условие означает, что излишне связывать рычагами закреплённые в стойке

шарниры. Условие 1 накладываем для того, чтобы сосредоточиться на изучении одной инди-
видуальной конструкции. Если оно не выполнено, то конструкция распадается на несколько
кинематически не связанных одна с другой частей, которые можно изучать по отдельности.

Отметим, что в своих определениях [6, 7] отвлечённые математики (отвлечёнными ав-
тор называет математиков, не согласующих вводимую ими терминологию с терминологией,
принятой в других науках) не накладывают на граф G(V,E) каких-либо ограничений, за ис-
ключением разве лишь отсутствия петель и конечности, что молчаливо предполагаем и мы.
В частности, они не требуют связности G(V,E).

Чтобы формализовать принятое в теории механизмов понятие кинематической схемы, нам
придётся ввести несколько новых дополнительных понятий. Выберем в плоскости декарто-
ву прямоугольную систему координат Oxy. Закреплённой шарнирной схемой (ЗШС) назовём
ШСС, каждой закреплённой вершине vi ∈ V2 которой сопоставлена точка pi = (xi, yi) ∈ R2 —
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положение закреплённого шарнира в плоскости. Пусть m — число свободных шарниров, r —
число всех рычагов. Бросим свободные шарниры в плоскость, это определит отображение
F : Rr, задающееся формулами dij = (pi − pj)

2, vivj ∈ E. Это отoбражение сопоставляет
положениям свободных шарниров квадраты длин рычагов и называется рычажным. Оно иг-
рает ключевую роль в геометрии шарнирных конструкций. Точки {dij} = d ∈ Rr назовём
кинематическими шарнирными схемами (КШС). Это математический аналог понятия ки-
нематической схемы. В теории механизмов кинематической схемой механизма называют его
структурную схему с указанием размеров звеньев, необходимых для кинематического анализа
механизма [11]. Для задания КШС необходимо, кроме структуры конструкции, задать поло-
жения закреплённых шарниров, а также длины всех рычагов. Шарнирником мы называем
точку p ∈ R2m. Ей отвечает либо шарнирная ферма, либо положение шарнирного механизма.
(В русской литературе, по-видимому, нет соответствующего термина, но в английской имеет-
ся термин framework). Полный прообраз F−1(d) точки КШС называем конфигурационным
пространством КШС d. При таком подходе каждой компоненте связности множества F−1(d)
отвечает определённое шарнирное устройство. Если компонента связности одноточечна, то это
устройство представляет собой шарнирную ферму. В противном случае компонента связности
есть множество положительной размерности — конфигурационное пространство K шарнир-
ного механизма.

Одной КШС могут отвечать несколько шарнирных устройств как механизмов, так
и ферм. Но каждое из устройств непрерывно не переводится в другое. Чтобы это сделать,
необходимо разобрать устройство и пересобрать его по-другому. В теории механизмов это
явление называют различными сборками шарнирного механизма [11]. На наш взгляд, этот
термин неудачен, поскольку после пересобирания может получиться и ферма. Приведём соот-
ветствующий пример.

На рис. 1 изображены два шарнирных механизма (a) и (b) с одной и той же кинематиче-
ской схемой. Механизмы состоят из четырёхзвенника p4p1p2p5, к которому присоединена так
называемая двуповодковая группа p6p3p2. Если рычаг p1p2 достаточно короток, то четырёх-
звенники, отличающиеся отражением относительно прямой p4p5, нельзя непрерывно перевести
один в другой.

Рис. 1. Два шарнирных механизма (a) и (b) с одной и той же кинематической схемой

В терминологии машиноведов речь идёт о двух сборках шарнирного механизма. Однако,
уменьшая длины рычагов p2p3 и p3p6, можно добиться, чтобы сборка (b) стала фермой. Это
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наступит, когда рычаги p2p3 и p3p6 окажутся на одной прямой и круг с центром p6 радиу-
са, равного сумме длин этих рычагов, будет иметь лишь одну общую точку с траекторией
шарнира p2 четырёхзвенника. Эта траектория представляет собой дугу окружности радиуса
|p2p5| с центром в точке p5. Сборка (a) при этом останется механизмом. Разумно ли механизм
и ферму называть разными сборками одного шарнирного механизма?

Наше геометрическое определение шарнирного механизма, отождествляющее его с его
связным конфигурационным пространством, носит существенные черты идеализации. Ска-
жем, при движении нашего геометрического механизма могут пересекаться его рычаги и сов-
мещаться различные шарниры, что невозможно для реальных механизмов. Этого не всегда
можно избежать, даже разнося рычаги реальной конструкции по различным параллельным
плоскостям. Отметим также, что наша модель допускает так называемые совмещённые шар-
ниры.

Заметим, что мы, как правило, пользуемся приведёнными ЗШС, т. е. такими, у которых
различные закреплённые шарниры не совпадают как точки плоскости. Изучая движения шар-
нирного механизма, необходимо следить лишь за свободными шарнирами, подвижными в этом
механизме. Если положение какого-либо свободного шарнира неизменно при всех движениях
механизма, то этот свободный шарнир естественно причислить к закреплённым. Таким обра-
зом, изучая определённый механизм, также целесообразно перейти к его приведённым схемам.
Приведённой для механизма K ШСС (ЗШС) назовём такую его ШСС (и ЗШС), для которой
все свободные шарниры подвижны в механизме K. Приведённость накладывает определённые
условия на ШСС. Например, поскольку в приведённой ЗШС плоского механизма закреплён-
ные шарниры попарно не совпадают, то не может быть свободных шарниров, смежных более
чем одному закреплённому. Именно приведёнными ЗШС и пользуются, анализируя шарнир-
ные механизмы.

2. ТЕОРЕМА КЕМПЕ

После исследований Чебышева по приближённым прямилам, положившим начало изуче-
нию приближений функций на множествах, и открытия инверсора Поселье [10], являющегося
точным прямилом, наиболее ярким достижением в теории шарнирных механизмов явилась
работа А.Кемпе [1]. Поскольку в ней не было сформулировано никакой теоремы, то обычно
её результат формулируют так [10].

Теорема 1. Всякий достаточно малый кусок произвольной плоской алгебраической кри-
вой представляет собой множество положений шарнира плоского шарнирного механизма.

Так как рассуждения Кемпе весьма прозрачны и долго считались безупречными, воспро-
изведём их. Они заключаются в указании способа построения нужного механизма из простей-
ших механизмов-кирпичиков, выполняющих определённые алгебраические действия.

Доказательство. Сначала перечислим эти механизмы-кирпичики.
Механизм сдвоенного антипараллелограмма — опрокидыватель (рис. 2). Механизм со-

стоит из четырёхзвенника OACB, в котором закреплены шарниры O и A и равны длины
противоположных рычагов, два из которых (OB и AC) пересекаются. Такой механизм на-
зывают антипараллелограммом, при его движении угол θ меняется. К этому антипараллело-
грамму приделан меньший подобный ему антипараллелограмм OADE. Он откладывает от
прямой OA углы, отличающиеся лишь знаком.

Механизм-умножитель. Он получается, если в первом антипараллелограмме предыдущего
механизма закрепить шарниры O и B, а затем пристроить к нему нужное число антипарал-
лелограммов, как показано на рис. 2. С его помощью можно получить угол ∠BOF = n∠BOA
для произвольного натурального n.

Механизм-накопитель. Чтобы получить сумму углов, нужно от луча OB (рис. 3) отло-
жить складываемые углы ∠BOB′ и ∠BOE′ и соединить их штрихованным опрокидывателем,
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Рис. 2. Механизм-опрокидыватель

взяв его шарнир B′ на луче OB′, а шарнир E′ на луче OE′. При этом рычаг OA′ окажется

на биссектрисе угла B′OE′, т. е. ∠BOA′ =
1

2
(∠BOB′ + ∠BOE′) . Остаётся удвоить этот угол

с помощью нештрихованного опрокидывателя-умножителя, присоединив его шарниромA к лу-
чу OA′ и шарниром B к лучу OB. Рычаг OE добавленного нештрихованного опрокидывателя
укажет сторону угла ∠BOE = ∠BOB′ + ∠BOE′.

Рис. 3. Механизм-накопитель

Мы также можем прибавить постоянный угол |α| < π/2 (как показано на рис. 3), при-
соединяя к конечному рычагу OE двумя рычагами шарнир G. Если нужно, повторяя это
построение, можем добавить угол произвольной величины.

Последний наш механизм — переносчик, состоящий из двух параллелограммов с боковыми
сторонами длины ρ, как показано на рис. 4(а). Он позволяет параллельно переносить рычагAB
в рычаг A′′B′′, причём точка A′′ может быть помещена в любую точку плоскости, отстоящую
от A не более чем на 2ρ.

Опишем теперь построение механизма Кемпе. Пусть p — точка на алгебраической кривой.
Сдвинув, если нужно, декартову прямоугольную систему координат OXY , можно считать, что
точка p не совпадает с её началом, и можно построить шарнирный параллелограмм (рис. 5(а))
с рычагами |OA| = a, |OB| = b постоянной длины. Опираясь на его рычаги OA и OB, мы
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Рис. 4. Переносчик (b) с укреплёнными добавлением штрихованных рычагов
параллелограммами выполняет тот же перенос, что и переносчик (a), но в нём невозможен

переход параллелограмма после распрямления в антипараллелограмм,
как это показано на рисунке (c)

построим наш шарнирный механизм. Пусть ∠XOA = θ, ∠XOB = ϕ, и эти углы меняются при
движении точки p по алгебраической кривой, заданной в нашей системе координат уравнением
f(x, y) =

∑
kl

Aklx
kyl = 0, где k, l — неотрицательные целые. Выпишем координаты точки p:

x = a cos θ + b cosϕ,

y = a cos(θ − π/2) + b cos(ϕ− π/2).

Подставим эти выражения в уравнение кривой и, применяя формулу

cosα cosβ =
1

2
[cos(α− β) + cos(α+ β)],

придём к уравнению вида

f(x, y) =
∑
r,s

Brs cos(rϕ+ sθ + χrs) + C = 0, (1)

где r, s — целые, не равные нулю одновременно, C — постоянная, зависящая от Akl, a, b, а χrs —
постоянный угол. За счёт выбора этого угла можно считать коффициенты Brs, выражающиеся
через Akl, a, b, положительными.

С помощью механизмов накопителя и умножителя для каждого члена последней суммы
можно построить такой рычаг ODrs, |ODrs| = Brs, что ∠XODrs = rϕ + sθ + χrs. Составим
теперь с помощью переносчика из рычагов O′D′rs (представляющих собой параллельно пере-
несённые рычаги ODrs) цепь с конечным шарниром DK , как показано на рис. 5(b). Абсцисса
шарнира DK равна ∑

r,s

Brs cos(rϕ+ sθ + χrs) = f(x, y)− C.
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Рис. 5. Шарнирный параллелограмм (а), цепь с конечным шарниром DK (b)

Точка p лежит на нашей кривой тогда и только тогда, когда f(x, y) = 0, а следователь-
но, тогда и только тогда, когда конечный шарнир DK цепи лежит на вертикальной прямой
x = −C. Остаётся посадить шарнир DK на шарнир инверсора Поселье, совершающий прямо-
линейное движение по этой прямой, и мы получим механизм, шарнир которого, совпадающий
с вершиной p ромба, движется по нашей алгебраической кривой. О прямолинейно направля-
ющем механизме — инверсоре Поселье можно прочесть в книгах [2, 5, 10]. �

3. РАЗВИТИЕ И КРИТИКА КЕМПЕ

Целый век считалось, что теорема 1 была доказана Альфредом Кемпе. Однако в конце
1970-х крупный американский математик У.Тёрстон в ряде выступлений обратил внимание
на проблематику теоремы Кемпе [6]. Он сформулировал запоминающееся утверждение: суще-
ствует шарнирный механизм, подделывающий вашу подпись. У.Тёрстон ничего не опублико-
вал на эту тему, но его выступления подвигли других передоказать и развить работу А. Кемпе
с использованием современного аппарата. Первой появилась работа начинающих математиков
Д. Джордана и М. Стейнера [8] с доказательством, как они пишут, средствами лишь базовой
математики, т. е. без гротендиковского формализма алгебраической геометрии мало понят-
ного большинству математиков. (Д. Джордан и М. Стейнер, кстати, считали граф G(V,E)
механизма связным.)

Теорема A. Для любого компактного алгебраического множества X ⊂ Rk найдётся
КШС, некоторая компонента конфигурационного пространства которой гомеоморфна X.

Вслед вышла заформализованная в гротендиковском духе статья [6] (в списке работ на до-
машней странице Милсона http://www.math.umd.edu/ millson/publications.html она приведена
как «Universality theorems for linkages and arrangements». Topology. 1996. N 35. А приданная
ссылка ведёт к рукописи статьи [6], препринт которой появился в архиве 23 марта 1998 г.) чи-
тавших препринт работы [8] и уже работавших в этом направлении Д.Милсона и М.Каповича,
содержащая сходный результат. Авторы работы [8] благодарят М.Каповича и Д.Милсона за
двукратное чтение препринта их статьи, первый раз — весной 1997 г.

Алгебраическим множеством называют множество общих нулей совокупности многочле-
нов. Аналитический изоморфизм подмножеств евклидовых пространств есть гомеоморфизм,
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осуществляемый сужениями аналитических (т. е. представимых покоординатно локально схо-
дящимися степенными рядами) отображений.

Теорема B. Для любого компактного алгебраического множества X ⊂ Rk найдётся
КШС, конфигурационное пространство которой аналитически изоморфно набору непересе-
кающихся копий X.

Следствие. Для любого связного гладкого компактного многообразия X найдётся шар-
нирный механизм, конфигурационное пространство которого гладко гомеоморфно многообра-
зию X.

М.Капович и Д.Милсон утверждали в [6], что, по их мнению, в предыдущих работах
(в частности, в [8]) затруднения в теореме Кемпе были проигнорированы или неверно раз-
решены. Причём к этим затруднениям, кроме возможности ветвления конфигурационного
пространства, они причислили и наличие симметрии конфигурационного пространства КШС
(F−1(d)) в случае закрепления конструкции всего в двух точках a и b. Эта симметрия порож-
дена возможностью отражения конструкции относительно прямой ab. О ней не приходится
говорить, если мы называем конфигурационным пространством механизма не всё F−1(d),
а лишь его часть. Также в [6] получена теорема, обосновывающая утверждение Тёрстона.

Теорема С. Полиномиально параметризованная кривая f : [a, b] → R2 может быть
прочерчена шарниром подходящим образом выбранного плоского шарнирного механизма.

Поскольку любую непрерывную на отрезке [a, b] функцию можно сколь угодно точно
приблизить многочленом, то утверждение Тёрстона о подписи сводится к этой теореме.

Почти одновременно с препринтом М.Каповича и Д.Милсона интенсивно консультиро-
вавший их в это время по вещественной алгебраической геометрии Г. Кинг выкладывает в ар-
хив три написанных без излишнего формализма статьи [7, 12, 13], передоказывающие, разви-
вающие и распространяющие эти результаты на случай механизмов в Rd при d > 2. Дока-
зательства всех этих результатов используют идею Кемпе о построении «функционального»
механизма из простейших, но применяется укрепление простейших механизмов и используется
намного более громоздкая современная техника.

Претензии к Кемпе разберём по обстоятельной, с историческим экскурсом, часто цити-
руемой статье [6], в которой было заявлено о неустранимых простыми средствами пробелах
в рассуждениях Кемпе. Её авторы утверждают, что «основное затруднение с доказательством
Кемпе состоит в том, что оно хорошо работает лишь в определённых частях конфигурацион-
ного пространства, но вблизи определённых «вырожденных» положений конфигурационное
пространство распадается на несколько компонент, и механизм перестаёт описывать нужную
полиномиальную функцию». Это может произойти, если используемый в рассуждениях Кемпе
антипараллелограмм в ходе движения распрямится и далее будет двигаться как параллело-
грамм (по-видимому, первыми заметили это авторы работы [14]). Или, наоборот, параллело-
грамм перейдёт в антипараллелограмм (рис. 4(c)).

Обычно приписывают Кемпе следующее кажущееся наиболее естественным утвержде-
ние [10]. Пусть π — проекция пространства R2m на плоскость положений шарнира pj .

Теорема 2. Для плоской алгебраической кривой A и точки p ∈ A найдутся КШС с кон-
фигурационным пространством K ⊂ R2m и круговая окрестность U точки p, для замыкания
которой πK ∩ U = A ∩ U .

И указывают на недостаточность аргументов Кемпе для его доказательства. Причина
в том, что в точку p могут проектироваться и далёкие от начального положения p точки кон-
фигурационного пространства K шарнирного механизма (рис. 6). То есть при большом движе-
нии механизм попадает в новое положение, в котором шарнир pj опять оказывается в точке p.
Усовершенствуя метод Кемпе, исключают такие возможности, получая доказательство этой
теоремы. Авторы позднейших работ [15, 16] делают это без утомительной современной техники,
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Рис. 6. Положению p шарнира pj отвечают два положения шарнирного механизма K1

и одно положение механизма K2

лишь подправляя рассуждения Кемпе. Исправления заключаются в укреплении параллело-
граммов и антипараллалелограммов добавлением дополнительных рычагов, препятствующих
переходам параллелограмма в антипараллелограмм и наоборот. Для укрепления параллело-
грамма достаточно (рис. 4(a, b)) соединить рычагом шарниры, помещённые в середины его
противоположных сторон. В результате получается КШС, конфигурационное пространство
которой, возможно, состоит из нескольких компонент связности, но каждая компонента связ-
ности имеет нужную проекцию A ∩ U . Несколько компонент связности конфигурационного
пространства появляется по следующей причине. Хотя, скажем, параллелограммы укреплён-
ного переносчика (рис. 4(b)) не могут перейти в антипараллелограммы, и он всегда правильно
выполняет перенос вектора, как правило, имеется два его положения, отвечающих одному
положению перенесённого вектора.

После работы Каповича и Милсона стало общим местом указывать на некорректность
(flawed) рассуждений Кемпе. Популяризаторы начали обвинять Кемпе в грубой ошибке. Мол,
он не заметил, что параллелограмм распрямившись может перейти в антипараллелограмм.
Автор считает эти утверждения слишком сильными и несправедливыми. Чего только не
услышишь от некоторых популяризаторов. Один заявлял, что Кемпе дал ошибочное доказа-
тельство теоремы Тёрстона о подписи (http://www.mathnet.ru/php/presentation.phtml?option_
lang=rus& presentid=18251).

4. ГРУБАЯ ОШИБКА ИЛИ НЕДОЧЁТ?

Отталкиваясь от кинематического смысла и используя нашу формализацию, можно
дать [5, 17] следующую точную формулировку сделанного Кемпе как теоремы «в малом».

Теорема 1′ (Кемпе). Для плоской алгебраической кривой A и точки p ∈ A найдётся
механизм с конфигурационным пространством K ⊂ R2m и такая круговая окрестность
U ⊂ R2 точки p, а также шаровая окрестность W ⊂ R2m точки p ∈ K, πp = p, что
для их замыканий π(K ∩W ) = A ∩ U .

Мы опираемся на следующее свойство алгебраической кривой A ⊂ R2: для любой точки
p ∈ A найдётся такая её круговая окрестность U , что U ∩ A связно. Именно такую окрест-
ность U мы и рассматриваем. Для доказательства теоремы достаточно удостовериться, что
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при достаточно малых движениях механизма Кемпе ни один из входящих в него параллело-
граммов или антипараллелограммов не распрямится. Назовём это свойством Н. Механизмы
опрокидывателя и умножителя, очевидно, обладают свойством Н для угла 0 < θ < π/4. Чис-
ла r и s в уравнении (1) по абсолютной величине не превосходят порядкаN рисуемой кривой A.
Выбрав начало координат O достаточно далеко от окрестности U , можно добиться для любой
точки p ∈ U выполнения неравенств 0 < Nθ < π/4 и 0 < Nϕ < π/4. Это позволит нам постро-
ить с помощью двух умножителей и опрокидывателей все углы rϕ и sθ, входящие в аргументы
косинусов уравнения (1), без каких-либо ветвлений и неоднозначности.

Недосмотр у Кемпе действительно есть! Затруднение может возникнуть при применении
накопителя для построения суммы rϕ + sθ. Если случайно совпадут углы rϕ и sθ, то анти-
параллелограммы накопителя распрямятся и возникнет ветвление. Однако этой возможности
легко избежать. Надо лишь так выбрать начало O, чтобы для любой точки p ∈ U угол θ
был много меньше угла ϕ, например ϕ > Nθ. Несложно уяснить, что это возможно. Дей-
ствительно, можно так нарисовать параллелограмм, чтобы для него выписанные неравенства
выполнялись с запасом, скажем, в два раза. Тогда вследствие непрерывной зависимости углов
от положения его вершины p найдётся её окрестность, в замыкании U которой неравенства
выполняются. Подобно увеличивая параллелограмм, можно сделать окрестность сколь угодно
большой. Боковые стороны длины ρ паралелограммов механизма переносчика всегда можно
взять достаточно длинными, чтобы для любой точки p ∈ U переносчик обладал свойством Н.
И, наконец, инверсор Поселье также можно взять столь большим, чтобы он удовлетворял
свойству Н. В работе Пауэра [16] содержатся эти рассуждения и замечание, что Кемпе был
ближе к доказательству «теоремы», чем ранее думали. Однако Пауэр почему-то настаивает на
применении укреплённых параллелограммов в переносчиках. Не потому ли, что он принимает
определение конфигурационного пространства шарнирного механизма как F−1(d) и опасается
противостоять общему мнению?

Эти уточнения не изменяют рассуждений теоремы 1 и строения получающегося в их ре-
зультате механизма, а касаются лишь размеров его звеньев и расположения закреплённых
шарниров. С ними первоначальные рассуждения Кемпе представляют собой полное доказа-
тельство теоремы 1′. Или, простыми словами, того, что произвольную ограниченную и связную
часть алгебраической кривой можно без лишних точек вычертить шарниром шарнирного ме-
ханизма при непрерывном движении механизма. Если эта часть кривой имеет точку ветвления,
то чертящему шарниру придётся возвращаться в неё.

Схожий случай произошёл со знаменитой теоремой Коши (справедливее называть её тео-
ремой Лежандра — Коши, о чём в книге [5]) об определённости выпуклого многогранника его
гранями. В доказательстве Коши более чем через сто лет после опубликования обнаружили
недочёт. Хотя его исправление оказалось более трудным, чем в нашем случае, но, насколько
нам известно, никто не обвинял Коши в грубой ошибке или некорректном доказательстве. На-
верное, потому, что содержащиеся в работе Коши прозрения перевешивают не так уж сложно
исправимый недосмотр. То же можно сказать и о работе Кемпе.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ. О ПЕРЕЗРЕЛОЙ МАТЕМАТИКЕ

Напрашивается несколько критических замечаний относительно подхода отвлечённых ма-
тематиков к исследованию геометрии шарнирных механизмов.

Неоправданное стремление к общности при введении структурного графа G(V,E) при-
водит к тому, что на него не накладывается естественных условий, например связности. Это
приводит к таким утверждениям: если граф G(V,E) состоит из k компонент связности, то кон-
фигурационное пространство соответствующей КШС есть прямое произведение конфигураци-
онных пространств k штук кинематических схем, отвечающих этим компонентам (теорема 1.3
работы [13]). Автор считает подобные теоремы ничего, кроме наукообразия, в исследование
шарнирных механизмов не добавляющими.
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Принятие определения конфигурационного пространства шарнирного механизма как пол-
ного прообраза F−1(d) КШС d при рычажном отображении противоречит кинематической
природе механизмов. Хотя это и удобно с точки зрения математики, поскольку F−1(d) —
алгебраическое множество, тогда как его компонента связности — не всегда. При таком опре-
делении шарнирный механизм оказывается содержащим все устройства, отвечающие КШС d.
Среди них могут оказаться механизмы, непрерывно не переводимые друг в друга, а также
фермы. Эти непрерывно не переводимые один в другой механизмы считаем разными механиз-
мами, хотя и с одной и той же кинематической схемой d. В задаче рисования кривой шарниром
механизма рассматривать эти разные механизмы, как один, бессмысленно. Ибо мы не можем
получить положений рисующего шарнира из другого механизма, не разобрав и пересобрав
исходный механизм.

В работе [6] содержится ещё ряд претензий к рассуждениям Кемпе. А именно, в начале
приведено целых три обстоятельства, по которым «методами Кемпе» нельзя получить дока-
зательство теорем типа теоремы B. В конце работы [6] приведена предполагаемая формули-
ровка «теоремы Кемпе», по-видимому, подобная теореме 2, но формулируемая более сложно
и с включением технических моментов применяемого авторами аппарата. Она предполагает
рассмотрение в качестве конфигурационного пространства механизма алгебраического под-
множества C ⊂ F−1(d) и требование к проекции C быть тривиальным накрытием. Авторы
указывают на недостаточность аргументов Кемпе для её доказательства. Они молчаливо пред-
полагают, что Кемпе допускал несвязность конфигурационного пространства механизма, как
это делают они. Таким образом, эти претензии не имеют прямого отношения к теореме 1′

Кемпе и обусловлены забвением кинематического смысла задачи. Их источником являют-
ся попытки истолковать сделанное Кемпе исходя из собственного нетрадиционного понима-
ния шарнирных механизмов и применяемого аппарата, а не из существа задачи, решавшейся
Кемпе.

Если позволить себе сравнение с растительной природой, то работы Кемпе, Коши, Чебы-
шёва подобны созревающему плоду, таящему в себе энергию роста и развития. А некоторые
современные пухлые, перегруженные техническими деталями, со спрятанными пружинами
доказательств работы напоминают перезрелый плод на пороге распада.

Черты перезрелой математики:
1. Источник задач и вдохновения находится исключительно внутри математики.
2. Стремление к общности, воспринимаемое как самоцель.
3. Математика начинает выступать не как орудие исследования природы, а как некий

божок, призванный предписывать ей законы.
4. Написание текста без учёта законов его восприятия. Единственный ориентир — скру-

пулёзность, определённость понятий, иной раз мнимая. Бросается в глаза неудобоваримость
и заформализованность текста. Дж. Литлвуд [18] называл такой стиль вдохновлённым дья-
волом.

5. Отсутствие стремления донести результаты своей деятельности до непосвящённых
в секреты своей математической кухни. Некоторые пишут намеренно непонятно для посторон-
них. Даже если результаты могут иметь прикладной смысл, они изложены так, что необходим
их перевод на более простой язык.

6. Снобизм. Желание считать недозрелую математику недоматематикой или даже нема-
тематикой.

Классики Эйлер, Лагранж, Гаусс решая задачи разных наук олицетворяли единство на-
уки своего времени. Не пренебрегавшие задачами физики Пуанкаре и Гильберт ратовали за
единство математики и завещали его нам. Не грозит ли перезрелость математики утратой её
единства и размножением схоластики?
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Abstract. The paper provides a definition of the hinge mechanism, taking into account
its kinematic nature. This definition differs significantly from that adopted by a number of
mathematicians in recent works. If we use the definition accepted today, which does not take
into account the kinematic background, then the classical result of A. B. Kempe about the
possibility of drawing by parts of an arbitrary plane algebraic curve with hinges of suitably
chosen plane hinge mechanisms cannot be considered sufficiently substantiated by Kempe
himself. This has been noted in the modern literature, and even led to accusations of Kempe
in error. The development and modern substantiation of Kempe’s result proposed in the works
is, in essence, a modification of Kempe’s method for constructing the required mechanism from
brick mechanisms performing algebraic actions. However, it is based on the use of a complex
language of modern algebraic geometry, which leads to the replacement of Kemp’s short and
transparent reasoning by an order of magnitude longer and difficult to understand texts. In our
definition of the hinge mechanism, we can give a rigorous formulation of Kempe’s theorem, for
the proof of which Kempe’s arguments with minimal refinements are sufficient. This updated
proof is provided in the paper. The paper discusses the modern development of Kempe’s result,
and the claims against Kempe’s reasoning. It also gives general ideas about mathematics that
the author has in connection with the Kempe theorem and its modern development.
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