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Для математической модели осциллятора в виде возмущённого случайным шумом диф-
ференциального уравнения с малым параметром находятся первые приближения для ма-
тематического ожидания и дисперсионной функции решения. Считается, что возмущения
носят случайный характер, и не предполагается, что они порождены белым шумом. Полу-
чены условия резонанса математического ожидания решения при гармоническом среднем
значении возмущающего случайного шума. Установлен новый факт: возрастание диспер-
сионной функции с возрастанием времени (дисперсионный резонанс), если не выполняются
пять алгебраических равенств для моментных функций случайного возмущения.
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Электрический колебательный контур используется для генерирования электрических
волн и приёма электрических сигналов. Колебательный контур обстоятельно исследовал
Б. Ван дер Поль [1, 2]. Математическая модель колебательного контура [3, с. 86; 4, с. 49; 5,
с. 72; 6, с. 552; 7, с. 251]

d2x

dt2
+ ω2

0x = µ(1− x2)dx
dt

(t — время, x — искомая функция, µ — параметр) является нелинейным обыкновенным диффе-
ренциальным уравнением второго порядка и не интегрируется в квадратурах. Б. Ван дер Поль
разработал приближенный метод нахождения ограниченного решения уравнения. Этот метод
был существенно усовершенствован и обобщён Н.Н.Боголюбовым иЮ.А.Митропольским для
систем нелинейных дифференциальных уравнений с малым параметром [4, 5]. Разработанный
ими метод усреднения позволяет доказывать существование и приближённо находить перио-
дические и почти периодические решения систем дифференциальных уравнений и исследовать
эти решения на устойчивость (без нахождения самих решений). Методы исследования ограни-
ченных решений нелинейных обыкновенных систем дифференциальных уравнений с малым
параметром изложены, например, в [3–5, 8, 9]. Возмущённый гармонической функцией осцил-
лятор Ван дер Поля исследован, например, в работах [7, 9].

Реальный электрический генератор всегда подвержен влиянию различных факторов;
свойства физических элементов зависят от температуры, силы протекающего тока, внеш-
них электрических и магнитных полей и др. Эти изменения можно моделировать с при-
влечением теории случайных процессов. В.И.Тихонов [10, 11] получил формулы для ма-
тематического ожидания решения скалярного линейного обыкновенного дифференциально-
го уравнения первого порядка, коэффициенты которого являются гауссовыми случайными
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процессами. Дж.Адомиан [12] обобщил этот результат на случай произвольной правой ча-
сти уравнения. Метод нахождения моментных функций решений линейных дифференци-
альных уравнений со случайными коэффициентами разработан В. Г. Задорожним [13]. Ос-
циллятор Ван дер Поля, возмущённый белым шумом, рассматривали Ю.А.Митропольский,
В. Г.Коломиец [5, с. 318]. Обстоятельный анализ возмущённого белым шумом осциллятора
провёл Р.Л.Стратонович [14]. Численный анализ возмущённого осциллятора можно найти
в работах [15–18]. В указанных работах и работах других авторов рассматриваются задачи
при случайном возмущении белым шумом, осуществляется переход к полярной системе коор-
динат и находятся первые, иногда вторые моментные функции нулевого приближения.

Возмущённое белым шумом уравнение Ван дер Поля изучается в [19] с помощью специ-
альных разложений в бесконечные ряды. Поведение решений уравнения Ван дер Поля при
гармонических возмущениях и возмущениях белым шумом рассматривается [20]. Возникно-
вению хаотического поведения осциллятора при случайных возмущениях белым шумом и из-
менении параметров осциллятора посвящена работа [21]. Отметим работу [22], посвящённую
бифуркации ограниченных решений уравнения Ван дер Поля с запаздыванием по времени,
возмущённого белым шумом.

Мы выясняем влияние первого приближения на математическое ожидание и вторую мо-
ментную функцию решения возмущённого осциллятора Ван дер Поля без предположения
о том, что возмущение является белым шумом. Исследование сопряжено с громоздкими вы-
числениями, поэтому в конце статьи приведена сводка основных результатов.

1. УРАВНЕНИЯ ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ СТЕПЕННОГО РЯДА

Рассмотрим колебания напряжения в электрическом осцилляторе, подверженном влия-
нию случайного возмущения:

d2x

dt2
+ ω2

0x = µ(1− x2)dx
dt

+ µε(t), (1)

где t — время, x : R→ R — искомая функция, µ — малый параметр, ω0 > 0 — заданное
число, ε— случайный процесс. Будем находить условия, при которых уравнение имеет решение
с ограниченным математическим ожиданием E[x(t)].

Пусть x =
∞∑
k=0

xkµ
k. Подставим это выражение в уравнение (1), получим

∞∑
k=0

d2xk
dt2

µk +
∞∑
k=0

xkµ
k = µ

(
1−

( ∞∑
k=0

xkµ
k

)2) ∞∑
k=0

dxk
dt

µk + µε(t).

В этом равенстве стоят ряды по степеням переменной µ, тогда коэффициенты при одинаковых
степенях µk должны быть равны. Приравниваем коэффициенты при k = 0, 1, 2:

d2x0
dt2

+ ω2
0x0 = 0,

d2x1
dt2

+ ω2
0x1 =

(
1− x20

)dx0
dt

+ ε(t),

d2x2
dt2

+ ω2
0x2 =

(
1− x20

)dx1
dt
− 2x0x1

dx0
dt

.

(2)

В этой системе уравнения имеют вид

d2x

dt2
+ ω2

0x = f(t), (3)
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где f — заданная непрерывная функция. В дальнейшем требуется формула общего решения
этого уравнения.

Общее решение однородного уравнения имеет вид x(t) = C1 cosω0t + C2 sinω0t. Част-
ное решение неоднородного уравнения находим методом вариации произвольных постоянных
Лагранжа [23, с. 147]. Выписываем вспомогательную систему уравнений относительно искомых

функций
dC1

dt
,
dC2

dt
:

dC1

dt
cosω0t+

dC2

dt
sinω0t = 0,

−ω0
dC1

dt
sinω0t+ ω0

dC2

dt
cosω0t = f(t).

Находим решение этой системы:

C1(t) = −
1

ω0

t∫
0

f(s) sinω0s ds, C2(t) =
1

ω0

t∫
0

f(s) cosω0s ds.

Выпишем частное решение уравнения (3):

−cosω0t

ω0

t∫
0

f(s) sinω0s ds+
sinω0t

ω0

t∫
0

f(s) cosω0s ds.

Общее решение уравнения (3) запишется в виде

x(t) = C1 cosω0t+ C2 sinω0t−
cosω0t

ω0

t∫
0

f(s) sinω0s ds+
sinω0t

ω0

t∫
0

f(s) cosω0s ds. (4)

2. НАХОЖДЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ

Второе уравнение в системе (2) имеет вид (3). При этом

f(t) = (−C1 sinω0t+ C2 cosω0t)
(
1− C2

1 cos
2 ω0t− C1C2 sin 2ω0t− C2

2 sin
2 ω0t

)
+ ε(t).

Используя формулу (4), выпишем общее решение второго уравнения системы (2) и вы-
числим математическое ожидание полученного результата. Пусть E[x(t)] обозначает матема-



70 Е. В. Купцова

тическое ожидание случайного процесса x(t) по функции распределения процесса ε(t), тогда

E[x1(t)] = C3 cosω0t+ C4 sinω0t−
cosω0t

ω0

t∫
0

[
(−C1ω0 sinω0s+ C2ω0 cosω0s)

×
(
1− C2

1 cos
2 ω0s− C1C2 sin 2ω0s− C2

2 sin
2 ω0s

)
+ E[ε(s)]

]
sinω0s ds

+
sinω0t

ω0

t∫
0

[
(−C1ω0 sinω0s+ C2ω0 cosω0s)

(
1− C2

1 cos
2 ω0s− C1C2 sin 2ω0s− C2

2 sin
2 ω0s

)
+ E[ε(s)]

]
cosω0s ds

= C3 cosω0t+ C4 sinω0t−
cosω0t

ω0

t∫
0

[
(−C1ω0 sinω0s+ C2ω0 cosω0s)

− ω0C1 sinω0s

[
− C2

1

1 + cos 2ω0s

2
− C1C2 sin 2ω0s− C2

2

1− cos 2ω0s

2

]
+ E[ε(s)]

]
sinω0s ds

+
sinω0t

ω0

t∫
0

[
ω0C2 cosω0s

[
− C2

1

1 + cos 2ω0s

2

− C1C2 sin 2ω0s− C2
2

1− cos 2ω0s

2

]
+ E[ε(s)]

]
cosω0s ds,

где C3, C4 — произвольные постоянные.
Будем считать, что E[ε(t)] является почти периодической функцией [24]. Тогда под зна-

ками интегралов стоят почти периодические функции. Хорошо известно [24, с. 397], что необ-
ходимым условием почти периодичности интеграла с переменным верхним пределом от почти
периодической функции является равенство нулю среднего значения функции, т. е. условие

M(g(t)) = lim
T→+∞

1

T

T∫
0

g(t) dt = 0

для почти периодической функции g.
Отметим, что

M(sin2 ω0s) =
1

2
, M

(
1− cos2 2ω0s

4

)
=

1

8
,

M

(
1− 2 cos 2ω0s+ cos2 2ω0s

4

)
=

3

8
, M

(
1− cos 2ω0s

2
sin 2ω0s

)
= 0.

Используя эти равенства, находим средние значения подынтегральных функций и при-
равниваем их нулям, получаем

−C1ω0

2
+
C3
1ω0

8
+

3C1C
2
2

8
+M(E[ε(s)] sinω0s) = 0, (5)

3C2
1C2ω0

8
+

3ω0C
3
2

8
+M(E[ε(s)] cosω0s) = 0. (6)
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Если C1, C2 удовлетворяют равенствам (5), (6), то среднее значение E[x1(t)] имеет вид

E[x1(t)] = C3 cosω0t+ C4 sinω0t−
cosω0t

ω0

t∫
0

[
C1ω0 cos 2ω0s

2
+ C2ω0 sin 2ω0s

+ C3
1ω0

cos 4ω0s

8
+ C2

1C2ω0
sin 2ω0s

2
− C2

1C2ω0
sin 4ω0s

4
− ω0

cos 2ω0s

2

+ C1C
2
2ω0

cos 4ω0s

8
+ E[ε(s)] sinω0s−M(E[ε(s)] sinω0s)

]
ds

+
sinω0t

ω0

t∫
0

[
− C2C

2
1ω0 cos 2ω0s

2
− C2C

2
1ω0 cos 4ω0s

8
− C1C

2
2 sin 2ω0s

2

− C1C
2
2ω0 sin 4ω0s

4
+
C3
2ω0 cos 4ω0s

8
+ E[ε(s)] cosω0s−M(E[ε(s)] cosω0s)

]
ds

= C3 cosω0t+ C4 sinω0t− cosω0t

[
C1 sin 2ω0s

4ω0
− C2 cos 2ω0s

2ω0
+
C3
1 sin 4ω0s

32ω0

− C2
1C2 cos 2ω0s

4ω0
+
C2
1C2 cos 4ω0s

16ω0
− C1C

2
2 sin 2ω0s

4ω0
+
C1C

2
2 sin 4ω0s

32ω0

]∣∣∣∣t
0

− cosω0t

t∫
0

(E[ε(s)] sinω0s−M(E[ε(s)] sinω0s)) ds

+ sinω0t

[
− C2C

2
1 sin 2ω0s

4ω0
− C2C

2
1 sin 4ω0s

32ω0
+
C1C

2
2 cos 2ω0s

4ω0
+
C1C

2
2 cos 4ω0s

16ω0

+
C3
2 sin 4ω0s

32ω0

]∣∣∣∣t
0

+ sinω0t

t∫
0

(E[ε(s)] cosω0s−M(E[ε(s)] cosω0s)) ds

= B(t)− cosω0t

t∫
0

(E[ε(s)] sinω0s−M(E[ε(s)] sinω0s)) ds

+ sinω0t

t∫
0

(E[ε(s)] cosω0s−M(E[ε(s)] cosω0s)) ds,

где

B(t) = C3 cosω0t+ C4 sinω0t− cosω0t

[
C1 sin 2ω0t

4ω0
− C2(cos 2ω0t− 1)

2ω0
+
C3
1 sin 4ω0t

32ω0

− C2
1C2(cos 2ω0t− 1)

4ω0
+
C2
1C2(cos 4ω0t− 1)

16ω0
− C1C

2
2 sin 2ω0t

4ω0
+
C1C

2
2 sin 4ω0t

32ω0

]
+ sinω0t

[
− C2

1C2 sin 2ω0t

4ω0
− C2

1C2 sin 4ω0t

32ω0
+
C1C

2
2 (cos 2ω0t− 1)

4

+
C1C

2
2 (cos 4ω0t− 1)

16ω0
+
C3
2 sin 4ω0t

32ω0

]
. (7)

Отметим, что при почти периодической функции E[ε(t)] и ограниченности интегралов
в формуле (7) E[x1(t)] является почти периодической функцией.
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3. ГАРМОНИЧЕСКОЕ В СРЕДНЕМ ВОЗМУЩЕНИЕ

Рассмотрим вариант задачи при условии, что математическое ожидание возмущения яв-
ляется гармонической функцией E[ε(t)] = K cosλt, где K > 0 и λ — действительное число.
При этом возможны два варианта.

1. Нерезонансный случай λ 6= ±ω0. Тогда

M(E[ε(s)] cosω0s) = 0,M(E[ε(s)] sinω0s) = 0,

t∫
0

(E[ε(s)] cosω0s−M(E[ε(s)] cosω0s)) ds = K

t∫
0

cosλs cosω0s ds

=
K

2

t∫
0

(cos(λ− ω0)s+ cos(λ+ ω0)s) ds =
K

2(λ− ω0)
sin(λ− ω0)t+

K

2(λ+ ω0)
sin(λ+ ω0)t,

t∫
0

(E[ε(s)] sinω0s−M(E[ε(s)] sinω0s)) ds = K

t∫
0

cosλs sinω0s ds

=
K

2

t∫
0

(sin(ω0 − λ)s+ sin(ω0 + λ)s) ds

=
K

2(ω0 − λ)
(− cos(ω0 − λ)t+ 1) +

K

2(ω0 + λ)
(− cos(ω0 + λ)t+ 1).

Следовательно,

E[x1(t)] = B(t)− cosω0t

(
K

2(λ− ω0)
sin(λ− ω0)t+

K

2(λ+ ω0)
sin(λ+ ω0)t

)
+ sinω0t

(
K

2(ω0 − λ)
(− cos(ω0 − λ)t+ 1) +

K

2(ω0 + λ)
(cos(ω0 + λ)t− 1)

)
(8)

является почти периодической функцией.
2. Резонансный случай λ = ω0. При этом

M(E[ε(s)] cosω0s) =M(K cos2 ω0s) =
K

2
M(1 + cos 2ω0s) =

K

2
,

M(E[ε(s)] sinω0s) =M(K cosω0s sinω0s) = 0,

t∫
0

(E[ε(s)] cosω0s−M(E[ε(s)] cosω0s)) ds =

t∫
0

(
K cos2 ω0s−

K

2
cosω0s

)
ds

=
K

2

t∫
0

(1 + cos 2ω0s− cosω0s) ds =
K

2

(
t+

sin 2ω0t

2ω0
− sinω0t

ω0

)
,
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t∫
0

(E[ε(s)] sinω0s−M(E[ε(s)] sinω0s)) ds

=

t∫
0

K cosω0s sinω0s ds =
K

2

t∫
0

sin 2ω0s ds =
K

4ω0
(− cos 2ω0t+ 1).

Следовательно,

E[x1(t)] = B(t)− cosω0t
K

2

(
t+

sin 2ω0t

2ω0
− sinω0t

ω0

)
+
K sinω0t

4ω0
(− cos 2ω0t+ 1) (9)

и возрастает с ростом t.

4. ДИСПЕРСИОННАЯ ФУНКЦИЯ

Выясним, какое влияние оказывает случайное возмущение на дисперсионную функцию
D[x(t)] решения уравнения (1). Запишем x(t) в виде x(t) = x0 + µx1 + µ2x2 + o(µ2), тогда

D[x(t)] = E[x2(t)]− E2[x(t)] = E
[
x20
]
+ 2µx0E[x1] + 2µ2x0E[x2] + µ2E

[
x21
]

− E2[x0]− 2µE[x0x1]− 2µ2x0E[x2]− µ2E2[x1] + o(µ2)

+ µ2
(
E
[
x21
]
− E2[x1]

)
+ o(µ2) = µ2D[x1(t)] + o(µ2).

Следовательно, при ограниченной дисперсионной функции D[x1(t)] дисперсионная функ-
ция D[x(t)] является бесконечно малой второго порядка.

Выясним, при каких условиях функция D[x1(t)] ограничена. Решение x1(t) имеет вид

x1(t) = A(t)− cosω0t

ω0

t∫
0

ε(s) sinω0sds+
sinω0t

ω0

t∫
0

ε(s) cosω0s ds,

где

A(t) = C3 sinω0t+ C4 cosω0t

− cosω0t

ω0

t∫
0

dx0
ds

(
1− x20

)
sinω0s ds+

sinω0t

ω0

t∫
0

dx0
ds

(
1− x20

)
cosω0s ds

— детерминированная функция. При этом

E
[
x21(t)

]
= A2(t)− 2A(t) cosω0t

ω0

t∫
0

E[ε(s)] sinω0s ds−
2A(t) sinω0t

ω0

t∫
0

E[ε(s)] cosω0s ds

+
cos2 ω0t

ω2
0

E

[ t∫
0

t∫
0

ε(s1)ε(s2) sinω0s1 sinω0s2 ds1ds2

]

− sin 2ω0t

2ω2
0

E

[ t∫
0

t∫
0

ε(s1)ε(s2) sinω0s1 cosω0s2 ds1ds2

]

+
sin2 ω0t

ω2
0

E

[ t∫
0

t∫
0

ε(s1)ε(s2) cosω0s1 cosω0s2 ds1ds2

]
.
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Таким образом, для ограниченности E
[
x21(t)

]
(следовательно, и для ограниченности

D[x(t)]) необходимо выполнение условий: средние значения функций

E[ε(s)] sinω0s, E[ε(s)] cosω0s, E[ε(s1)ε(s2)] sinω0s1 sinω0s2,

E[ε(s1)ε(s2)] sinω0s1 cosω0s2, E[ε(s1)ε(s2)] cosω0s1 cosω0s2

должны быть равны нулю.
Пример. Пусть

E[ε(s1)ε(s2)] = a cos2 λ(s1 − s2)

=
a

2
(1 + cos 2λ(s1 − s2)) =

a

2
(1 + cos 2λs1 cos 2λs2 + sin 2λs1 sin 2λs2),

a > 0, 0 6= λ 6= ω0/2. Тогда

M(E[ε(s1)ε(s2)] sinω0s1 sinω0s2)

=
a

2
M((1 + cos 2λs1 cos 2λs2 + sin 2λs1 sin 2λs2) sinω0s1 sinω0s2) = 0.

Точно так же находим

M(E[ε(s1)ε(s2)] sinω0s1 cosω0s2) =M(E[ε(s1)ε(s2)] cosω0s1 cosω0s2) = 0.

Следовательно, необходимые условия ограниченности дисперсионной функцииD[x(t)] вы-
полняются.

Пусть теперь 0 6= λ = ω0/2. Тогда

M(E[ε(s1)ε(s2)] sinω0s1 sinω0s2) =
a

2
M(sin2 ω0s1 sin

2 ω0s2)

=
a

8
M((1− cos 2ω0s1)(1− cos 2ω0s2)) =

5a

8
6= 0.

При этом дисперсионная функция D[x(t)] неограниченно возрастает при возрастании t.
Таким образом, рост амплитуды колебаний дисперсии связан со свойствами вторых мо-

ментных функций возмущения ε. Это явление будем называть дисперсионным резонансом.

5. ЖЁСТКОЕ ВОЗМУЩЕНИЕ

Рассмотрим осциллятор с жёстким возмущением

d2x

dt2
= µ(1− x2)dx

dt
+ ε(t). (10)

Подставляя разложение x по степеням µ в уравнение (10) и приравнивая коэффициенты
при µ0, µ1, µ2, получаем

d2x0
dt2

+ ω2
0x0 = ε(t), (11)

d2x1
dt2

+ ω2
0x1 =

(
1− x20

)dx0
dt

, (12)

d2x2
dt2

+ ω2
0x2 =

(
1− x20

)dx1
dt
− 2x0x1

dx0
dt

. (13)
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Общее решение уравнения (11) находим по формуле (4):

x0(t) = ϕ(t)− cosω0t

ω0

t∫
0

ε(s) sinω0s ds+
sinω0t

ω0

t∫
0

ε(s) cosω0s ds,

где ϕ(t) = C1 cosω0t+ C2 sinω0t. При этом

E[x0(t)] = ϕ(t)− cosω0t

ω0

t∫
0

E[ε(s)] sinω0s ds+
sinω0t

ω0

t∫
0

E[ε(s)] cosω0s ds. (14)

Для ограниченности E[x0(t)] необходимо, чтобы выполнялись условия

M(E[ε(s)] sinω0s) =M(E[ε(s)] cosω0s) = 0.

Если M(E[ε(s)]) почти периодическая функция и интегралы в (14) ограничены, то E[x0(t)]
является почти периодической функцией.

6. ГАРМОНИЧЕСКОЕ В СРЕДНЕМ ВОЗМУЩЕНИЕ

Пусть E[ε(t)] = K cosλt и 0 6= λ 6= ±ω0, тогда

E[x0(t)] = ϕ(t) +
K cosω0t

2ω0(ω0 − λ)
(1− cos(ω0 − λ)t)−

K cosω0t

2ω0(ω0 + λ)
(cos(ω0 + λ)t− 1)

+
K sinω0t

2ω0(λ− ω0)
sin(λ− ω0)t+

K sinω0t

2ω0(λ+ ω0)
sin(λ+ ω0)t

является почти периодической функцией.
Пусть λ = ω0, тогда

E[x0(t)] = ϕ(t) +
K sinω0t

2ω0

(
t+

sin 2ω0t

2ω0
− sinω0t

ω0

)
− K cosω0t

4ω0
(1− cos 2ω0t)

неограниченно возрастает при t→ +∞.
Аналогично находим математическое ожидание E[x1(t)] решения уравнения (12):

E[x1(t)] = C3 cosω0t+ C4 sinω0t−
cosω0t

ω0

t∫
0

E

[(
1− x20(s)

)dx0(s)
dt

]
sinω0s ds

+
sinω0t

ω0

t∫
0

E

[(
1− x20(s)

)dx0(s)
dt

]
cosω0s ds.

Учитывая вид функции x0(t), можно сделать вывод, что E[x1(t)] зависит от первых трёх
моментных функций случайного процесса ε. Для нахождения E[x1(t)] приходится вычислить
37 слагаемых. Для ограниченности E[x1(t)] требуется равенство нулю средних значений подын-
тегральных выражений.

Формула для E[x2(t)] имеет более громоздкий вид и поэтому не приводится.

7. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Приведём формулировки основных утверждений в виде теорем. Рассматривается осцил-
лятор (1), возмущённый случайным процессом ε(t). Традиционно исследуются два варианта:
мягкое возмущение (возмущение пропорционально малому параметру) и жёсткое возмущение.
Мы рассматриваем возмущение с почти периодическим средним значением E[ε(t)] (частный
случай — среднее значение гармоническая функция K cosλt).
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Теорема 1. При мягком возмущении процесс описывается уравнением (1), и приближе-
ние математического ожидания решения имеет вид

E[x(t)] = C1 cosω0t+ C2 sinω0t+ µ(B(t)

− cosω0t

t∫
0

(E[ε(s)] sinω0s−M(E[ε(s)] sinω0s)) ds

+ sinω0t

t∫
0

(E[ε(s)] cosω0s−M(E[ε(s)] cosω0s)) ds) + o(µ2),

где C1, C2 удовлетворяют системе уравнений (5), (6), а B(t) вычисляется по формуле (7).
При ограниченности интегралов, входящих в (15), E[x(t)] является почти периодической
функцией.

Если среднее значение случайного возмущения является гармонической функцией
E[ε(t)] = K cosλt, то находится явное выражение для E[x(t)]. При этом возможны два
случая.

1. Нерезонансный λ 6= ±ω0, тогда

E[x(t)] = C1 cosω0t+ C2 sinω0t

+ µ

[
B(t)− cosω0t

(
K

2(λ− ω0)
sin(λ− ω0)t+

K

2(λ+ ω0)
sin(λ+ ω0)t

)
+ sinω0t

(
K

2(ω0 − λ)
(− cos(ω0 − λ)t+ 1) +

K

2(ω0 + λ)
(cos(ω0 + λ)t− 1)

]
+ o(µ2)

является почти периодической функцией.
При приближении λ к ±ω0 амплитуда колебаний возрастает.
2. Резонансный случай λ = ω0, тогда

E[x(t)] ≈ C1 cosω0t+ C2 sinω0t

+ µ(B(t)− cosω0t
K

2

(
t+

sin 2ω0t

2ω0
− sinω0t

ω0

)
+
K sinω0t

4ω0
(− cos 2ω0t+ 1)

и амплитуда колебаний неограниченно возрастает при t→ +∞.
Отклонение колебаний от среднего значения характеризует дисперсионная функция. Ока-

зывается, что при ограниченной дисперсионной функции первого приближения D[x1(t)], дис-
персионная функция решения D[x(t)] является бесконечно малой второго порядка малости
относительно малого параметра D[x(t)] = µ2D[x1(t)] + o(µ2). При ограниченном среднем зна-
чении E[x1], для ограниченности D[x1(t)] необходимо выполнение условий: средние значения
функций

E[ε(s)] sinω0s, E[ε(s)] cosω0s, E[ε(s1)ε(s2)] sinω0s1 sinω0s2,

E[ε(s1)ε(s2)] sinω0s1 cosω0s2, E[ε(s1)ε(s2)] cosω0s1 cosω0s2

должны быть равны нулю.
Таким образом, установлен новый факт: если приведённые выше условия (в разд. 2) не

выполняются, то наступает дисперсионный резонанс: дисперсионная функция решения неогра-
ниченно возрастает при t→ +∞.

При жёстком возмущении (уравнение (10)) вычисления оказываются более громоздкими.
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Теорема 2. При жёстком возмущении (уравнение (10)) математическое ожидание ну-
левого приближения имеет вид (14) и для ограниченности E[x0(t)] необходимо выполнение
условий: средние значения функций E[ε(s)] sinω0s, E[ε(s)] cosω0s должны равняться нулю.

Если математическое ожидание возмущения является гармонической функцией
K cosλt, то при λ 6= ±ω0 функция

E[x0(t)] = ϕ(t) +
K cosω0t

2ω0(ω0 − λ)
(1− cos(ω0 − λ)t)−

K cosω0t

2ω0(ω0 + λ)
(cos(ω0 + λ)t− 1)

+
K sinω0t

2ω0(λ− ω0)
sin(λ− ω0)t+

K sinω0t

2ω0(λ+ ω0)
sin(λ+ ω0)t

является почти периодической функцией; а при λ = ω0 наступает резонанс; функция

E[x0(t)] = C1 cosω0t+ C2 sinω0t+
K sinω0t

2ω0

(
t+

sin 2ω0t

2ω0
− sinω0t

ω0

)
− K cosω0t

4ω0
(1− cos 2ω0t)

неограниченно возрастает при t→ +∞.

Автор выражает признательность профессору В. Г. Задорожнему, предсказавшему явле-
ние дисперсионного резонанса.
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