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паряющегося с поверхности образца, разогреваемого высокоскоростным электронным пуч-
ком. Модель основана на решении системы уравнений газовой динамики, записанных
в дивергентной форме. Система уравнений реализуется методом крупных частиц Бело-
церковского — Давыдова. Получены распределения плотности и температуры паров над
поверхностью, разогретой до 8000К. Расчёты показали, что фронт выхода газа имеет ярко
выраженную сферическую форму при нормальном распределении температуры на поверх-
ности образца.
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ВВЕДЕНИЕ

Математическое моделирование динамики паров при нагреве вольфрамовой пластины
высокоскоростным электронным пучком продолжительное время находится в фокусе иссле-
дований нашей группы. Параметры моделирования получены на экспериментальном стенде
Beam of Electrons for Materials Test Applications (BETA), созданном в ИЯФ СО РАН [1]. Ра-
бота посвящена расчёту распространения паров вольфрама в процессе испарения, когда пла-
стина быстро (за время порядка мкс) нагревается до 8000 К. Быстрый рост температуры
приводит к необходимости проведения расчётов с малыми шагами по времени и простран-
ству. Важной составляющей задачи является постановка корректных граничных условий для
плотности и скорости выхода газа с нагретой поверхности. Анализ результатов расчёта при
различных вариантах граничных условий с существующими оценками зависимости плотности
и скорости истекающего газа от температуры проводился в [2]. Известные результаты не мо-
гут быть использованы из-за специфики постановки задачи (диапазон температур и давлений,
пространственный и временной масштабы). Выбор метода численной реализации гиперболи-
ческих систем уравнений в частных производных определяется характерными особенностями

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проект 20-31-90092).
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моделируемого физического процесса [3]. Новизна и сложность решения задачи обусловле-
на необходимостью корректного описания нелинейных граничных условий, задающих нагрев
и испарение материала на его поверхности. Целью исследования является моделирование эро-
зии поверхности образца в результате испарения и проникновения теплового потока в мате-
риал. Расчёт плотности и температуры паров вольфрама над образцом необходим для более
подробного моделирования вклада сил Лоренца в динамику расплава [4].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Эксперимент состоит в нагреве образца вольфрама в результате мощного импульсного
воздействия. Образец — закреплённая в установке пластинка размером 25× 25 мм, толщиной
около 3 мм. Из установки откачан воздух, эксперимент начинается при комнатной темпера-
туре. Пластинка вольфрама нагревается под воздействием пучка электронов с нормальным
распределением мощности, поэтому температура в центре пластины значительно выше, чем
на её краях. На рис. 1 изображена область для расчёта распространения паров вольфрама над
образцом.

Рис. 1. Область для расчёта распространения паров вольфрама над нагреваемой
поверхностью пластинки

В [5] показано, что потери энергии в центре пластины составляют около 20% от подава-
емой энергии. Численное моделирование требуется для определения распределения скорости
и плотности исходящего потока паров вольфрама. Математическая модель основана на систе-
ме уравнений газовой динамики [6]:

∂ρ

∂t
+ div(ρ~w) = 0,

∂(ρ~w)

∂t
+ div(ρ~w2 + P ) = 0,

∂(ρE)

∂t
+ div(ρE ~w + P ~w) = 0,

T = (γ − 1)
M

R

(
E − ~w2

2

)
, P =

R

M
ρT,

(1)

где ρ — плотность газа, ~w = (u, v) — вектор скорости газа, P — давление газа,
E — удельная полная энергия, γ = 5/3 — показатель адиабаты для одноатомного идеаль-
ного газа, R = 8, 3145 · 10−6 (мм2·кг)/(мкс2·моль·К) — универсальная газовая постоянная,
M = 0, 18384 кг/моль — молярная масса вольфрама, T — температура газа. В качестве урав-
нения состояния было выбрано уравнение состояния идеального газа.
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На поверхности пластинки ставятся условия

T |y=0 = Te(x, t), ρ|y=0 = ρvac +
1

2

M

R

1

T |y=0
exp

(
a1 −

a2
T |y=0

)
,

∂v

∂y

∣∣∣
y=0

= 0,

v|y=0 =

√
5

3

R

M

√
T |y=0 − T 0, E|y=0 =

R

M

T |y=0

(γ − 1)
+
u2|y=0 + v|y=0

2

(2)

на границе x = 0, условие симметрии и однородное условие Неймана — на остальных границах.

Здесь Te(x, t) — температура нагреваемой поверхности, ρvac =
P 0

T 0

M

R
— плотность техническо-

го вакуума, P 0 = 10−13 кг/(мм·мкс2) — давление, поддерживаемое в установке, T 0 = 300 K —
температура в установке до начала эксперимента, a1 = 26, 191, a2 = 8, 39713 ·104 К — парамет-
ры, полученные из экспериментов. Функция Te(x, t) — распределение, близкое к нормальному,
по оси x (рис. 2(a)), задаваемое полиномом, интерполирующим фиксируемую в эксперименте
температуру нагреваемой поверхности. Рост температуры на поверхности задаётся постоян-

ным:
∂Te(x, t)

∂y
= 370 К/мкс, что равно максимально большому наблюдаемому росту темпера-

туры на поверхности. В то время как температура поверхности в расчёте растёт с постоянной
скоростью, плотность испаряемого газа (2) растёт экспоненциально относительно растущей
температуры (рис. 2(b)).

Рис. 2. Экспериментальные (чёрная линия) и расчётные (красная линия):
(a) распределение температуры на поверхности пластинки (K),

(b) плотность испаряемого с поверхности газа (кг/м3)

Рассматривается испарение вольфрама без учёта цепочки фазовых переходов твёрдое
состояние-жидкость-газ. На данном этапе развития модели испарения вольфрама достаточно
учесть граничные условия на нагреваемой поверхности (2). На следующем этапе планируется
учёт динамики частично ионизированного газа с мгновенным локальным установлением иони-
зационного равновесия. Существуют работы, где описываются инварианты для конструирова-
ния уравнения состояния материалов от твёрдого состояния до газообразного и характерные
времена фазовых переходов [7]. Логичным продолжением развития модели будет описание
испарения как непрерывного процесса с двумя фазовыми переходами.

Высокая скорость роста обеспечивает небольшое время счёта, что позволяет проводить
вычислительный эксперимент для получения высоких температур без использования супер-
компьютера. Для получения более точных результатов необходимо дополнительно численно
решать задачу Стефана в нагреваемом образце с привлечением экспериментально получен-
ных значений плотности мощности падающей на поверхность энергии лазера. Более точная



84 Г. Г. Лазарева, А. Г. Максимова

постановка задачи потребует для решения использование суперкомпьютера не только за счёт
расширения алгоритма, но в первую очередь за счёт существенного увеличения числа шагов
по времени, необходимых для разогрева образца до 8000 К.

В начальный момент времени задаются следующие значения:

ρ|t=0 = ρvac, u|t=0 = 0, v|t=0 = 0, T |t=0 = T 0, P |t=0 = P 0, E|t=0 =
3

2

R

M
T 0.

Для проведения расчётов выполнена процедура обезразмеривания параметров:

x∗ =
x

x0
, y∗ =

y

y0
, t∗ =

t

t0
, u∗ =

u

u0
, v∗ =

v

v0
, ρ∗ =

ρ

ρ0
, T ∗ =

T

T0
, P ∗ =

P

P0

с использованием характерных величин (см. табл. 1).

Т а б л и ц а 1

Характерные величины

Параметр Характерное значение Единицы измерения

x, y 10 мм

t 10 мкс

u, v 1 мм/мкс

ρ 10−9 кг/мм3

T 104 К

P 10−9 кг/(мм·мкс2)

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ

Далее поставленная задача будет использована в модели слабо ионизированной плазмы
паров для расчёта термотоков, поэтому был выбран метод крупных частиц, допускающий
различные модификации, (см., например, [8]).

Перейдём к дискретной задаче. Расчётная область покрывается фиксированной в про-
странстве равномерной прямоугольной сеткой со сторонами ячеек hx, hy. Внутри ячеек опре-
делены следующие функции:

ρnij , unij , vnij , En
ij , ρ̃nij , ũnij , ṽnij , Ẽn

ij , Pn
ij , Tn

ij , где fnij = f(xi, yj , t
n).

Здесь i = 1 . . . Nx — номер ячейки по оси x и j = 1 . . . Ny — по оси y. Шаг по времени τ .
После обезразмеривания начальное приближение функций принимает следующие значе-

ния:

P 0
i,j = P 0 = 10−4, T 0

i,j = T 0 = 0.03, ρ0i,j =
M

R

P 0

T 0
, u0i,j = 0, v0i,j = 0, E0

i,j =
3

2

R

M
T 0.

Основная идея метода крупных частиц заключается в расщеплении исходной системы
дифференциальных уравнений по физическим процессам. Каждый временной шаг разделяет-
ся на три этапа:

1. Эйлеров этап. На этом этапе пренебрегают всеми эффектами, связанными с перемеще-
нием вещества, т. е. нет потока массы через границы ячеек. Вычисленные параметры обозна-
чаются символом с волной (ρ̃, ũ, ṽ, Ẽ).
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2. Лагранжев этап. На втором этапе вычисляется плотность потока массы при движении
газа через границы эйлеровых ячеек.

3. Заключительный этап. Производится перерасчёт параметров газа на основе законов
сохранения массы, импульса и энергии для каждой ячейки.

Таким образом, сначала происходит изменение внутреннего состояния вещества в ячейках
(крупных частицах) в предположении их фиксированности, а затем производится смещение
частиц вещества пропорционально их скорости и шага по времени с последующим пересчётом
сетки в начальное состояние.

На первом этапе зафиксируем газ в ячейках:

∂ρ

∂t
= 0,

ρ
∂u

∂t
+
∂P

∂x
= 0,

ρ
∂v

∂t
+
∂P

∂y
= 0,

ρ
∂E

∂t
+
∂(Pu)

∂x
+
∂(Pv)

∂y
= 0.

Запишем для полученной системы уравнений разностный аналог первого порядка точности

по времени и второго по пространству. Условия устойчивости схемы
∣∣∣∣u τhx

∣∣∣∣ < 1 и
∣∣∣∣v τhy

∣∣∣∣ < 1

следующие (см. [9]):

ρ̃ni,j = ρni,j ,

ρni,j
ũni,j − uni,j

τ
+
Pn
i+1/2,j − P

n
i−1/2,j

hx
= 0,

ρni,j
ṽni,j − vni,j

τ
+
Pn
i,j+1/2 − P

n
i,j−1/2

hy
= 0,

ρni,j
Ẽn

i,j − En
i,j

τ
+
Pn
i+1/2,ju

n
i+1/2,j − P

n
i−1/2,ju

n
i−1/2,j

hx
+
Pn
i,j+1/2v

n
i,j+1/2 − P

n
i,j−1/2v

n
i,j−1/2

hy
= 0.

Здесь fi+1/2,j = (fi,j + fi+1,j)/2 — значение параметров на границах ячеек.
На лагранжевом этапе происходит адвективный перенос консервативных величин (плот-

ность, импульс, полная энергия). Предполагаем, что масса переносится только за счёт нор-
мальной к границе ячейки составляющей скорости. Поток массы зависит от значения плотно-
сти и скорости на границе. Выбор этих значений сильно влияет на устойчивость и точность
вычислений [10]. Для расчёта было выбрано следующее приближение первого порядка точно-
сти:

∆Mn
i+1/2,j =


ρni,j

ũni,j + ũni+1,j

2
hyτ, ũni,j + ũni+1,j > 0,

ρni+1,j

ũni,j + ũni+1,j

2
hyτ, ũni,j + ũni+1,j < 0,

∆Mn
i,j+1/2 =


ρni,j

ṽni,j + ṽni,j+1

2
hxτ, ṽni,j + ṽni,j+1 > 0,

ρni,j+1

ṽni,j + ṽni,j+1

2
hxτ, ṽni,j + ṽni,j+1 < 0.

Выбранные формулы для приближения газодинамических уравнений на эйлеровом этапе
и вычисления потока массы на лагранжевом этапе удобны тем, что позволяют проводить
устойчивый счёт без введения явных членов искусственной вязкости [11].
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На заключительном этапе производится регуляризация сетки и перерасчёт массы, им-
пульса и энергии по пространству, основанные на законах сохранения, а также замыкание
системы. Для определения направления потока на границах ячеек введём функцию Dn

i,j(k),
где k = 1 соответствует стороне ячейки (i, j) при i− 1/2, k = 2 при j − 1/2, k = 3 при i+ 1/2,
k = 4 при j + 1/2:

Dn
i,j(k) =

{
1, если жидкость втекает в ячейку (i, j) через сторону k;

0, если жидкость вытекает из ячейки (i, j) через сторону k.

Окончательные значения параметров вычисляются по следующим формулам:

ρn+1
i,j = ρ̃ni,1 +

∆Mn
i−1/2,j + ∆Mn

i,j−1/2 −∆Mn
i+1/2,j −∆Mn

i,j+1/2

hxhy
,

Xn+1
i,j =

[
Dn

i,j(1)X̃n
i−1,j∆M

n
i−1/2,j +Dn

i,j(2)X̃n
i,j−1∆M

n
i,j−1/2 +Dn

i,j(3)X̃n
i+1,j∆M

n
i+1/2,j

+Dn
i,j(4)X̃n

i,j+1∆M
n
i,j+1/2 + X̃n

i,j

[
ρni,jhxhy −

(
1−Dn

i,j(1)
)
∆Mn

i−1/2,j −
(
1−Dn

i,j(2)
)
∆Mn

i,j−1/2

−
(
1−Dn

i,j(3)
)
∆Mn

i+1/2,j −
(
1−Dn

i,j(4)
)
∆Mn

i,j+1/2

]]
/
(
ρn+1
i,j hxhy

)
,

где X = (u, v, E).
Этап завершается замыканием системы газодинамических уравнений с помощью постро-

ения термодинамически согласованного набора физических и консервативных переменных
и уравнения состояния идеального газа:

Tn+1
i,j = (γ − 1)

M

R

(
En+1

i,j −
(un+1

i,j )2 + (vn+1
i,j )2

2

)
, Pn+1

i,j =
R

M
ρn+1
i,j Tn+1

i,j .

Полученная разностная схема для решения системы (1) требует достаточно мелкой сетки
как в пространстве, так и во времени. Это связано не только с использованием явной схемы.
Поскольку массовый расход при низких температурах очень мал (рис. 2(b)), необходимо точно
передавать плотность потока с поверхности пластины во время испарения.

3. ВЕРИФИКАЦИЯ

Численный метод был проверен на задаче об ударной трубе. Перегородка между дву-
мя состояниями газа была размещена при x0 = 0.5. Время проведения теста 0.2, τ = 10−4.
Начальные параметры газа: слева ρL = 1, uL = 0, PL = 1; справа ρR = 0.125, uR = 0, PR = 0.1.

Результаты тестов на сгущающихся сетках представлены на рис. 3. Численный расчёт хо-
рошо приближает все компоненты решения. Незначительные осцилляции возникают на удар-
ной волне, которые сглаживаются при уменьшении сетки. Модель приближает ударную волну
с диссипацией на четыре ячейки.

Для оценки сходимости численного метода была вычислена погрешность в норме L1

(табл. 2). Порядок сходимости вычислений при моделировании разрывного решения суще-
ственно меньше единицы, что согласуется с теорией разностных схем. В дальнейшем пред-
полагается провести модификацию метода, что улучшит порядок сходимости, как, например,
в работе [8].
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Рис. 3. Результаты расчётов при h = 0.01/2k, k = 0, . . . , 5 (чёрные линии)
и точное решение (красная линия) для плотности (a) и температуры (b)

Таб л и ц а 2

Порядок сходимости

Количество узлов 100 200 400 800 1600 3200

Плотность 0.5894 0.5943 0.6105 0.6032 0.5735 0.5391

Скорость 0.8046 0.7798 0.7665 0.764 0.4353 0.4441

Давление 0.7853 0.7718 0.8017 0.7752 0.6177 0.573

Энергия 0.5939 0.573 0.5627 0.5432 0.4845 0.4699

Температура 0.5892 0.5819 0.5495 0.5439 0.5167 0.4808

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ

Расчёты проводились в прямоугольной области 60 × 70 мм с шагом по пространству
h = 0.05, шагом по времени τ = 0.005. Температура на границе определена функцией

Te = exp

(
−x2

2 · 0.32

)
. За 208 мкс температура поверхности достигала 8000 К и расчёт заканчи-

вался. В моделируемых экспериментах температура поверхности не превышала 8000 К. Даль-
нейшему нагреву препятствуют большие потери энергии при испарении, поскольку они уве-
личиваются с ростом температуры поверхности [5]. В проводимых численных экспериментах
температура увеличивается линейно, масса испаряющегося вещества увеличивается экспонен-
циально, следовательно, температура поверхности не может подниматься выше определённого
предела.

Предварительные результаты [12] показали, что в начальные моменты времени пары воль-
фрама распространяются в области, близкой к полусфере. Расчёты при высоких температурах
показывают, что эта тенденция сохраняется (рис. 4). С повышением температуры начина-
ет формироваться ударная волна. Фронт выхода газа имеет ярко выраженную сферическую
форму с нормальным распределением падающей мощности теплового потока по пространству.
Температура газа плавно распространяется в технический вакуум вместе с массой газа. При
этом испарённое вещество за фронтом ударной волны достаточно равномерно прогрето.

Наибольший интерес вызывает распределение плотности, которое в основном определяет-
ся экспоненциальным ростом массы паров на нагреваемой поверхности (рис. 5(a)). Плотность
паров можно зафиксировать в эксперименте только в результате косвенных измерений.
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Рис. 4. Приближение вычисленного фронта волны плотности (линии) в моменты времени:
14 мкс (треугольники), 17 мкс (круги) и 20 мкс (квадраты)

Для выбора области постановки датчиков очень полезна предварительная оценка дина-
мики распространения вещества в пространстве над пластинкой. Скорость движения паров от
поверхности в течение всего процесса испарения приблизительно равна 0.3 мм/мкс. В центре
пластинки наблюдается сферический фронт плотности с характерными значениями плотности
до 4.5 · 10−11 кг/мм3. Температура нагреваемой поверхности по условиям численного экспе-
римента линейно растёт со временем, следовательно, на поверхности плотность испаряемого
вещества растёт по времени экспоненциально. Начиная с 12 мкс масса испаряемого вещества
в центре пластинки у поверхности начинает превышать плотность фронта распространяемой
волны. При приближении максимума температуры поверхности к 5000 К характерная карти-
на распространения паров в пространстве изменяется. При 8000 К плотность на поверхности
в центре образца около 9 ·10−9 кг/мм3 (рис. 5(a)). Полученное распределение давления имеет
схожий вид (рис. 5(b)): значение на поверхности достигает 3.3 · 10−9 кг/(мм·мкс2), на фронте
волны 6 · 10−12 кг/(мм·мкс2).

Полученные значения плотности подтверждают обоснованность выбора модели в предпо-
ложении сплошности среды. Степень разрежённости газового потока выражается через число
Кнудсена:

Kn =
kBT√

2πσ2PL
≈ 0, 54 · 10−7 � 10−3,

где kB — постоянная Больцмана, σ — поперечный размер частицы, L — характерный раз-
мер течения. В области технического вакуума число Кнудсена менее 10−4, что позволяет ис-
ключить возможность режимов течения разрежённого газа, промежуточных между свободно-
молекулярным и континуальным.

В ИЯФ СО РАН предложена теоретическая модель слабо ионизованной плазмы испа-
рённого вольфрама, которая может объяснить возникновение тока на неравномерно нагретой
границе газа и расплава. Дальнейшее развитие модели предполагает включение расчетов тер-
мотоков в испаряемом веществе на основе вычисления электрического сопротивления и термо-
эдс в модифицированных уравнениях Максвелла. Удельная электропроводность и термоэдс
получен через интеграл по энергии электронов. Влияние силы ампера на возникающие токи
с учетом внешнего магнитного поле позволит качественно объяснить наблюдавшееся враще-
ние расплава на установке BETA. Соответствующая математическая модель должна отражать
динамику частично ионизированного газа с мгновенным установлением ионизационного рав-
новесия. В таком случае возможен расчёт проводимости и темроэдс испаряемого вещества
в релаксационном приближении в модели слабо неидеальной трёхкомпонентной плазмы. Ре-
зультаты моделирования позволят объяснить механизмы возникновения новых особенностей
движения и эрозии тугоплавких металлов, наблюдаемых в эксперименте.
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Рис. 5. Вычисленные значения плотности (a) и давления (b) в логарифмической шкале.
Дальняя плоскость графика отражает значения на поверхности пластинки,

правая поверхность — в центре пластинки

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Реализована модель распространения паров вольфрама, испаряющегося с поверхности
образца, разогреваемого высокоскоростным электронным пучком. Система уравнений газовой
динамики, записанных в дивергентной форме, реализована методом крупных частиц Белоцер-
ковского — Давыдова. Задано нормальное распределение температуры на поверхности образца
вольфрама, близкое к данным экспериментов. Получены распределения плотности и темпе-
ратуры паров над поверхностью, разогретой в центре образца до 8000 К. Расчёты показали,
что фронт выхода газа имеет ярко выраженную сферическую форму. Показано, что при мак-
симуме температуры поверхности выше 5000 К над центром пластинки формируется купол
радиуса 65 мм паров высокой плотности. Полученные значения плотности подтверждают обос-
нованность выбора модели в предположении сплошности среды.
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