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ВВЕДЕНИЕ

Начиная со второй половины ХХ века интенсивно развивается исследование некласси-
ческих уравнений математической физики, в частности уравнений смешанного, составного
и смешанно-составного типов. Одной из основных причин этого процесса является появление
прикладных применений краевых задач, поставленных для таких уравнений.

Известно, что первоначально изучались смешанные уравнения второго порядка
эллиптико-гиперболического типа. Фундаментальные исследования по таким уравнениям на-
чаты в 1920-е годы итальянским математиком Ф. Трикоми [1] и развиты в работах [2–8] и др.

Исследования уравнений эллиптико-параболического и параболо-гиперболического типов
второго порядка начались в 50–60 годах прошлого века. В 1959 году И.М. Гельфанд [9] указал
на необходимость совместного рассмотрения уравнений в одной части области параболическо-
го, а в другой части — гиперболического типов. Он приводит пример, связанный с движением
газа в канале, окружённом пористой средой: в канале движение газа описывается волновым
уравнением, вне его — уравнением диффузии. Затем в 70–80 годах двадцатого века начаты
исследования по уравнениям третьего и высокого порядков параболо-гиперболического типа.
Краевые задачи для таких уравнений поставлены и изучены впервые Т.Д.Джураевым [10]
и его учениками [11].

За прошедшее время исследования по краевым задачам для уравнений третьего и вы-
сокого порядков параболо-гиперболического типа развивались в широком плане, а в настоя-
щее время расширяются по направлениям усложнения уравнений и области их рассмотрения
(см., например, [12–14] и др.).
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В настоящей работе ставится и исследуется краевая задача для уравнения третьего по-
рядка параболо-гиперболического типа вида(

b
∂

∂y
+ c

)
(Lu) = 0 (1)

в треугольной области G плоскости xOy, где G = G1 ∪G2 ∪G3 ∪G4 ∪ J1 ∪ J2 ∪ J3. Здесь G1 —
прямоугольник с вершинами в точкахA(0, 0),B(1, 0),B0(1, 1),A0(0, 1);G2 — треугольник с вер-
шинами в точках A, B, C(1/2,−1/2 ); G3 — треугольник с вершинами в точках A, D(−1, 1), A0;
G4 — треугольник с вершинами в точках B, E(2, 1), B0; J1 — открытый отрезок с вершинами
в точках A, B; J2 — открытый отрезок с вершинами в точках A, A0; J3 — открытый отрезок
с вершинами в точках B, B0; b, c ∈ R,

Lu =

{
uxx − uy, (x, y) ∈ G1,

uxx − uyy, (x, y) ∈ Gi, i = 2, 3, 4.

Представим области Gi, i = 3, 4, в следующем виде (которым будем пользоваться в даль-
нейшем): G3 = G31 ∪G32 ∪A0F1, G4 = G41 ∪G42 ∪B0F2, где G31 — треугольник с вершинами
в точках A, A0, F1(−1/2, 1/2); G32 — треугольник с вершинами в точках A0, D, F1; G41 —
треугольник с вершинами в точках B, B0, F2(3/2, 1/2); G42 — треугольник с вершинами в точ-
ках B0, E, F2; A0F1 — открытый отрезок с вершинами в точках A0, F1; B0F2 — открытый
отрезок с вершинами в точках B0, F2.

Для уравнения (1) ставится следующая

Задача 1. Требуется найти функцию u(x, y), которая:
1) непрерывна в замкнутой области G и в области G \ J1 \ J2 \ J3 имеет непрерывные

производные, участвующие в уравнение (1), причём ux и uy непрерывны в G вплоть до части
границы области G, указанной в краевых условиях;

2) удовлетворяет уравнению (1) в области G \ J1 \ J2 \ J3;
3) удовлетворяет краевым условиям

u|AC = ψ1(x), 0 6 x 6 1/2, (2)
∂u

∂n

∣∣∣∣
AC

= ψ2(x), 0 6 x 6 1/2, (3)

∂u

∂n

∣∣∣∣
BC

= ψ3(x), 1/2 6 x 6 1, (4)

u|DF1 = ψ4(x), −1 6 x 6 −1/2, (5)
∂u

∂n

∣∣∣∣
AD

= ψ5(x), −1 6 x 6 0, (6)

u|EF2 = ψ6(x), 3/2 6 x 6 2, (7)
∂u

∂n

∣∣∣∣
BE

= ψ7(x), 1 6 x 6 2, (8)

u|A0D = f1(x), −1 6 x 6 0, (9)

u|B0E = f2(x), 1 6 x 6 2; (10)
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4) удовлетворяет условиям склеивания

u(x,+0) = u(x,−0) = τ1(x), 0 6 x 6 1, (11)

uy(x,+0) = uy(x,−0) = ν1(x), 0 < x < 1, (12)

uyy(x,+0) = uyy(x,−0) = µ1(x), 0 < x < 1, (13)

u(+0, y) = u(−0, y) = τ2(y), 0 6 y 6 1, (14)

ux(+0, y) = ux(−0, y) = ν2(y), 0 < y < 1, (15)

u(1− 0, y) = u(1 + 0, y) = τ3(y), 0 6 y 6 1, (16)

ux(1− 0, y) = ux(1 + 0, y) = ν3(y), 0 < y < 1. (17)

Здесь ψi, i = 1, 7, fj , j = 1, 2, — заданные достаточно гладкие функции, τi νi, i = 1, 2, 3, µ1 —
неизвестные пока достаточно гладкие функции, n — внутренняя нормаль к прямой x+ y = 0
или x− y = 1.

Докажем следующую теорему.
Теорема. Если ψ1 ∈ C3[0, 1/2], ψ2 ∈ C2[0, 1/2], ψ3 ∈ C2[1/2, 1], ψ4 ∈ C3[−1,−1/2],

ψ5 ∈ C2[−1, 0], ψ6 ∈ C3[3/2, 2], ψ7 ∈ C2[1, 2], f1 ∈ C3[−1, 0], f2 ∈ C3[1, 2], причём выполняются
условия согласования f1(−1) = ψ4(−1), f2(2) = ψ6(2), ψ5(0) = ψ2(0), ψ′2(1/2) = −ψ′3(1/2), то
задача 1 имеет единственное решение.

Доказательство. Теорему докажем методом построения решения. Для этого уравне-
ние (1) перепишем в виде

u1xx − u1y = ω1(x) exp(−(c/b)y), (x, y) ∈ G1, (18)

uixx − uiyy = ωi(x) exp(−(c/b)y), (x, y) ∈ Gi, i = 2, 3, 4, (19)

где введено обозначение ui(x, y) = u(x, y), (x, y) ∈ Gi, i = 1, 4, причём ωi(x), i = 1, 4, —
неизвестные пока достаточно гладкие функции, подлежащие определению.

Учитывая виды областей Gi, i = 3, 4, заданных выше, уравнения (19) перепишем в виде

uikxx − uikyy = ωik(x) exp(−(c/b)y), (x, y) ∈ Gik, i = 3, 4; k = 1, 2, (20)

где введены обозначения uik(x, y) = ui(x, y), ωik(x) = ωi(x), (x, y) ∈ Gik, i = 3, 4, k = 1, 2.
Сначала исследование проведём в области G2. Запишем решение уравнения (19) при i = 2,

удовлетворяющее условиям (11) и (12):

u2(x, y) =
τ1(x+ y) + τ1(x− y)

2
+

1

2

x+y∫
x−y

ν1(t) dt−
1

2

y∫
0

exp(−(c/b)η) dη
x+y−η∫
x−y+η

ω2(ξ) dξ. (21)

Подставляя (21) в (3) и (4), находим соответственно

ω2(x) =
√
2ψ′2(x) exp(−(c/b)x), 0 6 x 6 1/2, (22)

ω2(x) = −
√
2ψ′3(x) exp((x− 1)c/b), 1/2 6 x 6 1. (23)

Таким образом, мы определили функцию ω2(x) в промежутке 0 6 x 6 1. Из (22) и (23) следует
ψ′2(1/2) = −ψ′3(1/2).

Подставляя (21) в (2), после некоторых выкладок имеем первое соотношение между неиз-
вестными функциями τ1(x) и ν1(x):

τ ′1(x)− ν1(x) = α1(x), 0 6 x 6 1, (24)
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где

α1(x) = ψ′1(x/2)−
−x/2∫
0

ω22(x+ η) exp(−ηc/b) dη.

Переходя в уравнении (1) (в G1) и (19) при i = 2 к пределу при y → 0, получим соотно-
шения между неизвестными функциями τ1(x), ν1(x) и µ1(x):

bν ′′1 (x)− bµ1(x) + cτ ′′1 (x)− cν1(x) = 0, (25)

τ ′′1 (x)− µ1(x) = ω2(x), 0 6 x 6 1. (26)

Исключая из (24)–(26) функции ν1(x), µ1(x) и интегрируя полученное уравнение от 0 до x,
приходим к уравнению

τ ′′1 (x)− (1− c/b)τ ′1(x)− (c/b)τ1(x) = α2(x) + k1, 0 6 x 6 1, (27)

где

α2(x) = α′1(x)−
x∫

0

[ω2(t) + (c/b)α1(t)] dt,

а k1 — неизвестная пока постоянная.
При решении уравнения (27) могут быть три случая: 1) c 6= −b, c 6= 0; 2) c = −b; 3) c = 0.

В случае 1 характеристическое уравнение уравнения (27) имеет два различных действитель-
ных корня: λ1 = 1, λ2 = −c/b. В случае 2 характеристическое уравнение уравнения (27) имеет
один двукратный действительный корень: λ1,2 = 1. В случае 3 характеристическое уравнение
уравнения (27) имеет два различных действительных корня: λ1 = 1, λ2 = 0.

Рассмотрим случай 1. Решая уравнение (27) при условиях

τ1(0) = ψ1(0), τ ′1(0) =
1

2
ψ′1(0) +

√
2

2
ψ2(0), τ ′′1 (0) =

1

2
β′1(0) +

1

4
ψ′′1(0) +

3
√
2

4
ψ′2(0), (28)

находим

τ1(x) =
b

b+ c

x∫
0

[exp(x− t)− exp((c/b)(t− x))]α2(t) dt

+
b

b+ c
k1[exp(x)− 1− (b/c)(1− exp(−(c/b)x))] + k2 exp(x) + k3 exp(−(c/b)x), (29)

где

k3 =
b

b+ c

[
ψ1(0)−

1

2
ψ′1(0)−

√
2

2
ψ2(0)

]
,

k2 =
b

b+ c

[
c

b
ψ1(0) +

1

2
ψ′1(0) +

√
2

2
ψ2(0)

]
,

k1 =
1

2
β′1(0) +

1

4
ψ′′1(0) +

3
√
2

4
ψ′2(0)− α′1(0)− k2 −

c2

b2
k3,

а функция β1(y) определяется ниже (см. (36)).
Рассмотрим случай 2. Решая уравнение (27) при условиях (28), имеем

τ1(x) =

x∫
0

(x− t) exp(x− t)α2(t) dt+ k1[1− (1− x) exp(x)] + (k2 + k3x) exp(x), (30)
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где

k2 = ψ1(0), k3 =
1

2
ψ′1(0) +

√
2

2
ψ2(0)− ψ1(0),

k1 =
1

2
β′1(0) +

1

4
ψ′′1(0) +

3
√
2

4
ψ′2(0)− α′1(0) + ψ1(0)− ψ′1(0)−

√
2ψ2(0).

Рассмотрим случай 3. В этом случае уравнение (27) имеет вид

τ ′′1 (x)− τ ′1(x) = α2(x) + k1, 0 6 x 6 1.

Интегрируя это уравнение от 0 до x, имеем

τ ′1(x)− τ1(x) = α3(x) + k1x+ k2, 0 6 x 6 1,

где α3(x) =
x∫
0

α2(t) dt, а k2 — неизвестная пока постоянная.

Решая последнее уравнение при условиях (28), находим

τ1(x) =

x∫
0

exp(x− t)α3(t) dt+ k1[exp(x)− x− 1] + k2(exp(x)− 1) + k3 exp(x),

где

k3 = ψ1(0), k2 =
1

2
ψ′1(0) +

√
2

2
ψ2(0)− ψ1(0),

k1 =
1

2
β′1(0) +

1

4
ψ′′1(0) +

3
√
2

4
ψ′2(0)− α′1(0)−

1

2
ψ′1(0)−

√
2

2
ψ2(0).

Теперь переходим к области G32. Записываем решение уравнения (20) при i = 3, k=2,
удовлетворяющее условиям (9), и u32y(x, 1) = ν4(x) (ν4(x) — неизвестная пока достаточно
гладкая функция, подлежащая определению):

u32(x, y) =
f1(x+ y − 1) + f1(x− y + 1)

2

+
1

2

x+y−1∫
x−y+1

ν4(t) dt−
1

2

y∫
1

exp(−(c/b)η) dη
x+y−η∫
x−y+η

ω32(ξ) dξ. (31)

Подставляя (31) в (6), находим

ω32(x) =
√
2ψ′5(x) exp(−(c/b)x), −1 6 x 6 −1/2. (32)

Теперь переходим к области G31. Записываем решение уравнения (20) при i = 3, k = 1,
удовлетворяющее условиям (14), (15):

u31(x, y) =
τ2(y + x) + τ2(y − x)

2
+

1

2

y+x∫
y−x

ν2(t) dt+
1

2

x∫
0

ω31(η) dη

y+x−η∫
y−x+η

exp(−(c/b)ξ) dξ. (33)

Подставляя (33) в условие (6), находим

ω31(x) =
√
2ψ′5(x) exp(−(c/b)x), −1/2 6 x 6 0. (34)
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Воспользуемся равенством(
∂u32
∂x
− ∂u32

∂y

)∣∣∣∣
y=x+1

=

(
∂u31
∂x
− ∂u31

∂y

)∣∣∣∣
y=x+1

.

Тогда имеем
ω32(x) = ω31(x) =

√
2ψ′5(x) exp(−(c/b)x), −1/2 6 x 6 0.

Из последнего равенства и (32) следует

ω32(x) =
√
2ψ′5(x) exp(−(c/b)x), −1 6 x 6 0.

Подставляя (31) в (5), находим функцию ν4(x):

ν4(x) = f ′1(x)− ψ′4
(
x− 1

2

)
+

(1−x)/2∫
1

exp(−(c/b)η)ω32(x− 1 + η) dη, −1 6 x 6 0.

Таким образом, мы определили функцию u32(x, y). Введя обозначение h1(x) = u32(x, x+1),
для нахождения функции u31(x, y) получим условие

u31(x, y)|y=x+1 = h1(x). (35)

Подставляя (33) в (35), получим соотношение между неизвестными функциями τ2(y) и ν2(y):

ν2(y) = β1(y)− τ ′2(y), 0 6 y 6 1, (36)

где

β1(y) = h′1

(
y − 1

2

)
−

(y−1)/2∫
0

exp(−(c/b)(y − η))ω31(η) dη.

Переходим в область G42. Запишем решение уравнения (20) при i = 4, k = 2, удовлетворя-
ющего условиям (10), и u42(x, 2−x) = ν5(x), где ν5(x) — неизвестная пока достаточно гладкая
функция, подлежащая определению:

u42(x, y) =
f2(x+ y − 1) + f2(x− y + 1)

2

+
1

2

x+y−1∫
x−y+1

ν5(t) dt−
1

2

y∫
1

exp(−(c/b)η) dη
x+y−η∫
x−y+η

ω42(ξ) dξ. (37)

Подставляя (37) в (8), получим

ω42(x) = −
√
2ψ′7(x) exp[(c/b)(x− 1)], 3/2 6 x 6 2. (38)

Переходим в область G41. Запишем решение уравнения (20) при i = 4, k = 1, удовлетво-
ряющее условиям (16), (17):

u41(x, y) =
τ3(y + x− 1) + τ3(y − x+ 1)

2

+
1

2

y+x−1∫
y−x+1

ν3(t) dt+
1

2

x∫
1

ω41(η) dη

y+x−η∫
y−x+η

exp(−(c/b)ξ) dξ. (39)
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Подставляя (39) в (8), находим

ω41(x) = −
√
2ψ′7(x) exp[(c/b)(x− 1)], 1 6 x 6 3/2. (40)

Теперь будем пользоваться равенством(
∂u42
∂x

+
∂u42
∂y

)∣∣∣∣
y=2−x

=

(
∂u41
∂x

+
∂u41
∂y

)∣∣∣∣
y=2−x

.

Тогда после некоторых преобразований, в силу (40), имеем

ω42(x) = ω41(x) = −
√
2ψ′7(x) exp[(c/b)(x− 1)], 1 6 x 6 3/2.

Из последнего равенства и (38) следует

ω42(x) = −
√
2ψ′7(x) exp[(c/b)(x− 1)], 1 6 x 6 2.

Подставляя (37) в (7), находим

ν5(x) = ψ′6

(
x+ 2

2

)
− f ′2(x) +

x/2∫
1

ω41(x+ 1− η) exp(−(c/b)η) dη, 1 6 x 6 2.

Таким образом, мы определили функцию u42(x, y). Введя обозначение h2(x) = u42(x, 2 − x),
для определения функции u41(x, y) имеем условие

u41(x, y)|y=2−x = h2(x). (41)

Подставляя (39) в (41), имеем соотношение между неизвестными функциями τ3(y) и ν3(y):

ν3(y) = β2(y) + τ ′3(y), 0 6 y 6 1, (42)

где

β2(y) = h′2

(
3− y
2

)
−

(3−y)/2∫
1

ω41(η) exp(−(c/b)(η − 1 + y)) dη.

Переходим в область G1. Переходя в уравнении (18) к пределу при y → 0, находим ω1(x) =
τ ′′1 (x)− ν1(x).

Далее, запишем решение уравнения (18), удовлетворяющее условиям (11), (14), (16):

u1(x, y) =

y∫
0

τ2(η)Gξ(x, y; 0, η) dη −
y∫

0

τ3(η)Gξ(x, y; 1, η) dη

+

1∫
0

τ1(ξ)G(x, y; ξ, 0) dξ −
y∫

0

exp(−(c/b)η) dη
1∫

0

ω1(ξ)G(x, y; ξ, η) dξ,

где

G(x, y; ξ, η) =
1

2
√
π(y − η)

+∞∑
n=−∞

{
exp

[
− (x− ξ − 2n)2

4(y − η)

]
− exp

[
− (x+ ξ − 2n)2

4(y − η)

]}
,

N(x, y; ξ, η) =
1

2
√
π(y − η)

+∞∑
n=−∞

{
exp

[
− (x− ξ − 2n)2

4(y − η)

]
+ exp

[
− (x+ ξ − 2n)2

4(y − η)

]}
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— функции Грина первой и второй краевых задач для уравнения (18).
Дифференцируя это решение по x и устремляя x к нулю и к единице, c учётом (36)

и (42) после некоторых вычислений и преобразований получим систему двух интегральных
уравнений типа Абеля относительно τ ′′2 (y) и τ ′3(y). Применяя к этим уравнениям обращение
Абеля, после некоторых вычислений приходим к системе интегральных уравнений Вольтерра
второго рода относительно неизвестных функций τ ′′2 (y) и τ ′3(y):

τ ′′2 (y) +

y∫
0

K1(y, η)τ
′′
2 (η) dη +

y∫
0

K2(y, η)τ
′
3(η) dη = g1(y), (43)

τ ′3(y) +

y∫
0

K3(y, η)τ
′
3(η) dη +

y∫
0

K4(y, η)τ
′′
2 (η) dη = g2(y), (44)

гдеK1(y, η),K2(y, η),K3(y, η),K4(y, η), g1(y), g2(y)— известные функции, причём ядраK1(y, η)
и K3(y, η) имеют слабую особенность (1/2), а остальные функции непрерывны. Поэтому си-
стема уравнений (43), (44) допускает единственное решение в классе непрерывных функций.
Решая эту систему, находим функции τ ′′2 (y) и τ ′3(y) и тем самым функции ν2(y), ν3(y), u1(x, y),
u31(x, y), u41(x, y). �

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрены новые корректные краевые задачи для параболо-гиперболического уравне-
ния третьего порядка в трехугольной области, состоящей из одного прямоугольника и трёх
треугольников. В прямоугольной области уравнение является параболическим. Прямые x = 0,
x = 1 и y = 0 являются линиями изменения типа уравнения. В нижних треугольниках (левом
и правом) уравнение принадлежит гиперболическому типу. При построении решения в нижнем
характеристическом треугольнике, записывая решение уравнения (19) при i = 2, удовлетво-
ряющее условиям (11), (12), и подставляя это решение в условия (3) и (4), находим функцию
ω2(x). Затем подставляя это решение в условие (2), получим первое соотношение между неиз-
вестными функциями τ1(x) и ν1(x). Далее, переходя в уравнениях (1) (в G1) и (19) при i = 2
к пределу при y → 0, получим ещё два соотношения между неизвестными функциями τ1(x),
ν1(x) и µ1(x). Исключая из этих трёх соотношений функции ν1(x) и µ1(x), приходим к обыкно-
венному дифференциальному уравнению второго порядка относительно τ1(x), в правой части
которого участвует одна неизвестная постоянная. Решая это уравнение при известных трёх
условиях, находим функцию τ1(x) и тем самым функцию ν1(x). Аналогично, в левом и правом
треугольниках с помощью записанных решений, устремляя x к нулю и к единице, получим
два соотношения между неизвестными функциями τ2(y), ν2(y) и τ3(y), ν3(y) соответственно.
Далее, переходя в уравнении (18) к пределу при y → 0, находим неизвестную функцию ω1(x).
В параболической части прямоугольной области записано представление решения через из-
вестную функцию Грина первой краевой задачи. Дифференцируя это решение по x и полагая
x → +0 и x → 1 − 0, получим ещё два соотношения между неизвестными функциями τ2(y),
ν2(y) и τ3(y), ν3(y) соответственно. Исключая из этих четырёх соотношений функции ν2(y)
и ν3(y), мы приходим к системе интегральных уравнений Вольтерра второго рода относитель-
но τ ′′2 (y) и τ ′3(y). Однозначная разрешимость этой системы следует из теории интегральных
уравнений. Решая эту систему, находим следы решения τ ′′2 (y), τ ′3(y). Тем самым мы доказали
однозначную разрешимость поставленной задачи.
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