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Для нелинейного дифференциального уравнения, главная часть которого представляет со-
бой волновой оператор, рассматривается обратная задача об определении коэффициента
при нелинейном члене уравнения. Предполагается, что искомый коэффициент представ-
ляет собой непрерывную и финитную в R3 функцию. Для исходного уравнения рассмат-
риваются плоские волны, падающие на неоднородность под разными углами. В обрат-
ной задаче предполагается, что решения, отвечающие этим волнам, могут быть измерены
в точках границы некоторого шара, содержащего неоднородность, в моменты времени
близкие к приходу в эти точки фронта волны, и для некоторого диапазона углов падения
плоских волн на неоднородность. Показано, что решения соответствующих прямых задач
для дифференциального уравнения ограничены в некоторой окрестности фронта волны,
найдено асимптотическое разложение решения в этой окрестности. На основе этого раз-
ложения установлено, что задаваемая в обратной задаче информация позволяет свести
проблему отыскания искомой функции к задаче рентгеновской томографии с неполны-
ми данными. Сформулирована и доказана теорема об однозначности решения обратной
задачи. Показано, что в алгоритмическом отношении эта задача редуцируется к хорошо
известной проблеме моментов.

Ключевые слова: нелинейное волновое уравнение, обратная задача, томография.
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Обратные задачи для нелинейных гиперболических уравнений и систем начали изучаться
сравнительно недавно, но уже достигнут значительный прогресс в их решении. В работах рас-
смотрены различные постановки обратных задач, связанных с определением метрики Лоренца
или коэффициентов, входящих в эти уравнения. Так, в работе [1] изучаются обратные зада-
чи для нелинейных гиперболических уравнений на глобально гиперболическом лоренцевом
многообразии (M, g), в частности, показано, что семейство наборов наблюдений за светом, со-
ответствующее точечным источникам, однозначно определяет конформный тип неизвестного
открытого, относительно компактного множества W ⊂ M . В [2] на лоренцевом многообра-
зии рассматриваются нелинейные обратные задачи для волнового уравнения с оператором
Лапласа — Бельтрами. В [3] на времени-ориентированном лоренцевом многообразии (M ; g)
с непустой границей, удовлетворяющей предположению выпуклости, показано, что топологи-
ческие, дифференцируемые и конформные структуры соответствующих подмножеств S ⊂M
источников однозначно определяются по результатам измерений пересечений будущих свето-
вых конусов из точки S с фиксированным открытым подмножеством границы M . В работе [4]
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показывается, что сингулярности образуются после взаимодействия трёх поперечных полули-
нейных конормальных волн. В [6] рассматривается обратная краевая задача для полулиней-
ного волнового уравнения на зависящем от времени лоренцевом многообразии с временной
границей. В [9] исследуется обратная краевая задача электромагнетизма в нелинейной сре-
де Керра, показывается определение параметров электромагнитного материала и параметров
нелинейной восприимчивости среды путем проведения электромагнитных измерений на грани-
це. В [12] изучаются обратные задачи для гиперболических уравнений и систем и решения этих
задач, основанные на фокусировке волн. В работе [13] для полулинейных волновых уравнений
на лоренцевых многообразиях с нелинейными членами квадратичной производной изучается
обратная задача определения фоновой лоренцевой метрики. В работе [15] рассматривается
обратная краевая задача для нелинейного уравнения упругой волны, показывается, что все
параметры, фигурирующие в уравнении, могут быть однозначно определены из граничных
измерений при определенных геометрических допущениях.

К этому же направлению исследований относится наша недавняя статья [17] об определе-
нии коэффициента, стоящего при квадратичной нелинейности, и локализованного в точке ис-
точником волн. В настоящей работе мы рассматриваем более общую нелинейность и источники
типа плоских волн. В идейном отношении эта работа развивает исследования, выполненные
ранее для линейных уравнений (см. [18–22]).

Пусть q(x) — непрерывная финитная функция с носителем, содержащимся в шаре:

B(x0, R) = {x ∈ R3 | |x− x0| < R}, x0 =
(
0, 0, x03

)
, x03 > 0, 0 < R < x03,

и ν = (ν1, ν2, ν3) — единичный вектор, принадлежащий сферическому сегменту:

S2
θ0 = {ν ∈ S2 | ν3 ∈ [cos θ0, 1]}, 0 < θ0 < θ00 = arccos

√
1− (R/x03)

2 .

Требуется найти функцию u(x, t,ν), удовлетворяющую соотношениям

utt −∆u− q(x)u1+γ = 0, (x, t) ∈ R4,

u|t<0 = H(t− x · ν),
(1)

в которых γ — положительное число,H(t) —функция Хевисайда:H(t) = 1 для t > 0 иH(t) = 0
для t < 0. Функция H(t− x · ν) описывает плоскую волну, распространяющуюся в простран-
стве R3 с единичной скоростью в направлении ν. При этом фронт волны, проходящий через
начало координат, не пересекает шар B(x0, R). Таким образом, задача (1) описывает процесс
падения плоской волны из однородного полупространства на неоднодность, локализованную
в области B(x0, R).

Ниже мы будем рассматривать задачу об определении функции q(x) по некоторой инфор-
мации о решениях задачи (1), измеренной на части границы области B(x0, R) для значений t,
близких к моменту t = x · ν, и для всех ν ∈ S2

θ0
.

1. СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ

В этом разделе мы изучим задачу (1) и выведем важные для дальнейшего свойства её
решений. Основной здесь является

Теорема 1. Пусть ν ∈ S2
θ0

и q(x) — непрерывная финитная функция с носителем, со-
держащимся в шаре B(x0, R). Тогда вблизи характеристического клина t = x ·ν существует
единственное обобщённое решение задачи (1) и оно представимо в виде

u(x, t,ν) = H(t− x · ν) + [α1(x,ν) + ū(x, t,ν)]H1(t− x · ν), (2)
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в котором H1(t) = tH(t), функция ū(x, t,ν) является непрерывной по своим аргументам
и бесконечно малой при t→ x · ν + 0, а функция α1(x,ν) вычисляется по формуле

α1(x,ν) =
1

2

∞∫
0

q(x− sν) ds, (3)

где ds — элемент евклидовой длины.

Доказательство. При q(x) = 0 обобщённое решение задачи (1) имеет вид u(x, t,ν) =
H(t− x · ν).

Воспользуемся формулой Кирхгофа и сведём решение задачи (1) к интегральному урав-
нению

u(x, t,ν) = H(t− x · ν) +
1

4π

∫
|ξ−x|6t

q(ξ)u1+γ(ξ, t− |ξ − x|,ν)

|ξ − x|
dξ, t > 0. (4)

Очевидно, что решение этого уравнения u(x, t,ν) = 0 при 0 6 t < x ·ν. Поэтому из (4) следует
уравнение

u(x, t,ν) = 1 +
1

4π

∫
D(x,t,ν)

q(ξ)u1+γ(ξ, t− |ξ − x|,ν)

|ξ − x|
dξ, t > x · ν, (5)

в котором D(x, t,ν) — область, ограниченная осесимметричным параболоидом

P (x, t,ν) = {ξ ∈ R3 | ξ · ν + |ξ − x| = t}

с фокусом в точке x и центральной осью, проходящей через x и направленной в сторону
вектора −ν (см. рис. 1).

Рис. 1. Область D(x, t,ν)

Введём в рассмотрение также семейство софокусных параболоидов

P (x, τ,ν) = {ξ ∈ R3 | ξ · ν + |ξ − x| = τ}
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для τ ∈ (x · ν, t]. Ниже мы выпишем уравнение параболоида P (x, τ,ν) в подходящей системе
координат.

Наряду с декартовой системой координат ξ1, ξ2, ξ3 рассмотрим систему координат y1, y2, y3
с центром в точке x = (x1, x2, x3) и единичными ортами e1, e2, e3:

e3 = ν = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ),

e1 = (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ,− sin θ),

e2 = (− sinϕ, cosϕ, 0).

В выписанных выше формулах θ ∈ [0, θ0], ϕ ∈ [0, 2π). Кроме того, введём цилиндрическую
систему координат z, r, ψ, связанную с системой y1, y2, y3 равенствами

y1 = r cosψ, y2 = r sinψ, ψ ∈ [0, 2π), y3 = z, |y| =
√
r2 + z2.

Тогда
ξ = x+ y, y = e1r cosψ + e2r sinψ + e3z, (6)

и уравнение, определяющее параболоид P (x, τ,ν), принимает вид

P (x, τ,ν) = {(r, z) | z + (z2 + r2)1/2 = τ − x · ν}

или
r = r(τ − x · ν, z) =

√
(τ − x · ν)(τ − x · ν − 2z). (7)

Следовательно, при τ → x · ν + 0 параболоид P (x, τ, ν) вырождается в луч

L(x,ν) =: {ξ ∈ R3 | ξ = x+ z · ν, z 6 0}.

Введём в интеграле равенства (5) вместо переменных интегрирования ξ1, ξ2, ξ3 криволи-
нейные координаты (τ, z, ψ). Тогда

dξ

|x− ξ|
=
dy

|y|
=
rrτ
|y|

dτdzdψ = dτdzdψ.

Поэтому уравнение (5) принимает вид

u(x, t,ν) = 1 +
1

4π

t∫
x·ν

∫
P (x,τ,ν)

q(ξ)u1+γ(ξ, t− |ξ − x|,ν) dψdzdτ

= 1 +
1

4π

t∫
x·ν

(τ−x·ν)/2∫
−∞

2π∫
0

q(ξ)u1+γ(ξ, t− |ξ − x|,ν) dψdzdτ, t > x · ν, (8)

в котором переменная ξ определена формулами (6) и (7).
Определим последовательность uk(x, t,ν), k = 0, 1, . . . , формулой

u0(x, t,ν) = 1,

uk(x, t,ν) = 1 +
1

4π

t∫
x·ν

∫
P (x,τ,ν)

q(ξ)u1+γk−1(ξ, t− |ξ − x|,ν) dψdzdτ,

k = 1, 2, . . . , t > x · ν.

(9)

Пусть |q(x)| 6 q0 и ε — фиксированное число из интервала (0, 1− 1/2γ). Обозначим

G(ν, ε) = {(x, t) | 0 6 q0Rγ(t− x · ν) 6 ε}.
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Лемма 1. В области G(ν, ε) последовательность uk(x, t,ν) удовлетворяет оценке

0 < uk(x, t,ν) 6
1

[1− q0Rγ(t− |x− y|)]1/γ
, k = 1, 2, . . . . (10)

Доказательство. Оценим u1(x, t,ν). Используем при выполнении этой оценки, что ин-
тервал интегрирования по переменной z не превосходит 2R, так как функция q(ξ) в инте-
гральном уравнении (8) отлична от нуля только для ξ ∈ B(x0, R), а диаметр шара B(x0, R)
равен 2R. Из равенства (9) при k = 1 находим, что

u1(x, t,ν) 6 1 + q0R

t∫
x·ν

dτ = 1 + q0R(t− x · ν) 6
1

[1− q0Rγ(t− x · ν)]1/γ
, t > x · ν. (11)

Последнее неравенство следует из того, что (1 + s)[1− γs]1/γ 6 1 при любом γs ∈ [0, 1). Далее,

u1(x, t,ν) > 1− q0R
t∫

x·ν

dτ = 1− q0R(t− x · ν) > 1− ε/γ > 1− (1− 1/2γ)/γ > 0, t > x · ν.

Оценим теперь u2(x, t,ν). Имеем

u2(x, t,ν) 6 1 +
q0
4π

t∫
x·ν

∫
P (x,τ,ν)∩B(x0,R)

dψdzdτ

[1− q0Rγ(t− x · ν − |ξ − x|)](1+γ)/γ

6 1 + q0R

t∫
x·ν

dτ

[1− q0Rγ(t− τ)](1+γ)/γ
=

1

[1− q0Rγ(t− x · ν)]1/γ
, t > x · ν. (12)

Кроме того,

u2(x, t,ν) > 1− q0
4π

t∫
x·ν

∫
P (x,τ,ν)∩B(x0,R)

dψdzdτ

[1− q0Rγ(t− x · ν − |ξ − x|)](1+γ)/γ

= 1− q0R
t∫

x·ν

dτ

[1− q0Rγ(t− τ)](1+γ)/γ
= 2− 1

[1− q0Rγ(t− x · ν)]1/γ

> 2− 1

[1− ε]1/γ
> 0, t > x · ν.

Полученные выше оценки при k = 1 и k = 2 совпадают с оценкой (10). Поэтому оценки для
uk(x, t,ν) совпадают с оценкой (10) и при любом целом k > 1. �

Следствие 1. Последовательность uk(x, t,ν) является ограниченной в области G(ν, ε),
причём для всех k выполнено неравенство

0 < uk(x, t,ν) 6
1

(1− ε)1/γ
< 2, (x, t) ∈ G(ν, ε), k = 0, 1, 2, . . . . (13)

Лемма 2. Последовательность uk(x, t,ν) равномерно сходится в области G(ν, ε) и опре-
деляет в этой области непрерывную предельную функцию u(x, t,ν). Эта функция является
решением уравнения (5) в области G(ν, ε).
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Доказательство. Введём в рассмотрение разности

vk(x, t,ν) = uk(x, t,ν)− uk−1(x, t,ν), k = 1, 2, . . . .

Из формулы (9) следуют равенства

v1(x, t,ν) = u1(x, t,ν)− 1,

vk(x, t,ν) =
1

4π

t∫
x·ν

∫
P (x,τ,ν)

q(ξ)vk−1(ξ, t− |ξ − x|,ν)

×Q(uk−1(ξ, t− |ξ − x|,ν), uk−2(ξ, t− |ξ − x|,ν)) dϕdzdτ, k = 2, 3, . . . . (14)

В формуле (14) функция Q(uk−1, uk−2) определена равенством

Q(uk−1, uk−2) = (1 + γ)

1∫
0

[uk−1s+ uk−2(1− s)]γ ds. (15)

При выводе формулы (14) мы использовали равенство

u1+γk−1 − u
1+γ
k−2 = (1 + γ)

uk−1∫
uk−2

sγds

= (uk−1 − uk−2)(1 + γ)

1∫
0

[uk−1s
′ + uk−2(1− s′)]γ ds′ = vk−1Q(uk−1, uk−2). (16)

Из (9) вытекает оценка

|v1(x, t,ν)| 6 q0R
t∫

x·ν

dτ = q0R(t− x · ν), (x, t) ∈ G(ν, ε). (17)

Величина Q(uk−1, uk−2) легко оценивается на основе следствия 1:

0 < Q(uk−1, uk−2) 6 (1 + γ)2γ . (18)

Полагая в формуле (14) k = 2, находим, что

|v2(x, t,ν)| 6 q20R(1 + γ)2γ

4π

t∫
x·ν

∫
P (x,τ,ν)

(t− ξ · ν − |ξ − x|) dϕdzdτ

6 q20R
2(1 + γ)2γ

t∫
x·ν

(t− τ) dτ = q20R
2(1 + γ)2γ

(t− x · ν)2

2!
, (x, t) ∈ G(ν, ε). (19)

Продолжая процесс оценивания разностей vk(x, t,ν), находим, что

|vk(x, t,ν)| 6 qk0Rk(1 + γ)k−12γ(k−1)
(t− x · ν)k

k!
6

(1 + γ)k−12γ(k−1)εk

γkk!
,

k = 2, 3, . . . , (x, t) ∈ G(ν, ε).

(20)
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Из оценок (17), (19), (20) вытекает равномерная сходимость ряда
∞∑
k=1

vk(x, t,ν) в области

G(ν, ε) при любых ε ∈ (0, 1−1/2γ). Это доказывает также равномерную сходимость последова-
тельности uk(x, t,ν) в той же самой области. Так как все uk(x, t,ν) положительны и непрерыв-
ны в этой области, то предел этой последовательности определяет положительную функцию
u(x, t,ν), которая является непрерывным для (x, t) ∈ G(ν, ε) решением задачи (1). �

Следствие 2. Предельная функция u(x, t,ν) последовательности uk(x, t, ν) является
непрерывным решением уравнения (5) в области G(ν, ε), и для неё выполнено неравенство

0 < u(x, t,ν) 6
1

(1− ε)1/γ
6 2, (x, t) ∈ G(ν, ε). (21)

Лемма 3. В области G(ν, ε) уравнение (8) имеет единственное непрерывное решение.

Доказательство. Пусть существуют два решения uk(x, t,ν), k = 1, 2: положитель-
ные, непрерывные и ограниченные в области G(ν, ε) некоторой постоянной A. Обозначим
w(x, t,ν) = u1(x, t,ν)− u2(x, t, (x, t,ν).

Переходя в равенстве (8) к разности u1(x, t,ν)− u2(x, t,ν), воспользуемся представлени-
ем (16). В результате получим

w(x, t,ν) =
1

4π

t∫
x·ν

(τ−x·ν)/2∫
−∞

2π∫
0

q(ξ)
[
u1+γ1 (ξ, t− |ξ − x|,ν)− u1+γ2 (ξ, t− |ξ − x|,ν)

]
dψdzdτ

=
1

4π

t∫
x·ν

(τ−x·ν)/2∫
−∞

2π∫
0

q(ξ)w(ξ, t− |ξ − x|,ν)

×Q(u1(ξ, t− |ξ − x|,ν), u2(ξ, t− |ξ − x|,ν) dψdzdτ, (22)

где функция Q(u1, u2) определена равенством (15). Из (22) следует

|w(x, t,ν)| 6 1

4π

t∫
x·ν

(τ−x·ν)/2∫
−∞

2π∫
0

|q(ξ)||w(ξ, t− |ξ − x|,ν)|

×Q(u1(ξ, t− |ξ − x|,ν), u2(ξ, t− |ξ − x|,ν) dψdzdτ. (23)

В силу (15) имеет место оценка 0 < Q(u1, u2) 6 (1 + γ)Aγ . Так как |w(x, t,ν)| 6 A, а интервал
интегрирования по переменной z в силу финитности функции q(ξ) не превосходит 2R, то
из (23) получим

|w(x, t,ν)| 6 (1 + γ)Rq0A
1+γ

t∫
x·ν

dτ = (1 + γ)Rq0A
1+γ(t− x · ν), (x, t) ∈ G(ν, ε). (24)

Подставляя (24) в неравенство (23), получаем новую оценку:

|w(x, t,ν)| 6 A[(1+γ)Rq0A
γ ]2

t∫
x·ν

(t−τ) dτ = A[(1+γ)Rq0A
γ ]2

(t− x · ν)2

2!
, (x, t) ∈ G(ν, ε). (25)
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Подставляя (25) в неравенство (23), на втором шаге итерации получим

|w(x, t,ν)| 6 A[(1 + γ)Rq0A
γ ]3

2!

t∫
x·ν

(t− τ)2 dτ = A[(1 + γ)Rq0A
γ ]3

(t− x · ν))3

3!
, (x, t) ∈ G(ν, ε).

Повторяя этот процесс итераций n раз, приходим к оценке

|w(x, t,ν)| 6 A[(1 + γ)Rq0A
γ ]n+1 (t− x · ν))n+1

(n+ 1)!
, (x, t) ∈ G(ν, ε). (26)

Поскольку правая часть равенства (26) равномерно стремится к нулю в области G(ν, ε) при
n → ∞, то w(x, t,ν) = 0 в этой области. Следовательно, u1(x, t,ν) = u2(x, t,ν) для всех
(x, t) ∈ G(ν, ε). �

Лемма 4. При выполнении условий теоремы 1 решение задачи (1) представимо в обла-
сти G(ν, ε) при любых ε ∈ (0, 1) в виде (3).

Доказательство. Введём новую функцию v(x, t,ν) = u(x, t,ν)− 1. Эта функция удовле-
творяет уравнению

v(x, t,ν) =
1

4π

t∫
x·ν

(τ−x·ν)/2∫
−∞

2π∫
0

q(ξ)(1 + v(ξ, t− |ξ − x|,ν))1+γ dψdzdτ, (x, t) ∈ G(ν, ε). (27)

Сделаем в интеграле замену переменной τ на τ1:

τ = x · ν + (t− x · ν)τ1. (28)

Тогда уравнение (27) примет вид

v(x, t,ν) =
(t− x · ν)

4π

1∫
0

(t−x·ν)τ1/2∫
−∞

2π∫
0

q(ξ)(1 + v(ξ, t− |ξ − x|,ν))1+γ dψdzdτ1,

(x, t) ∈ G(ν, ε),

(29)

где согласно (6), (7), (28) имеем

ξ = x+ r(e1 cosψ + e2 sinψ) + zν = x+ r((t− x · ν)τ1, z)(e1 cosψ + e2 sinψ) + zν

= x+ r((t− x · ν)τ1, z)(e1 cosψ + e2 sinψ) + zν. (30)

Как было замечено ранее, при t → x · ν + 0 функция r((t − x · ν)τ1, z) → 0, имеют место
предельные соотношения ξ = x+ zν, а параболоид P (x, τ,ν) вырождается в луч

L(x,ν) = {ξ ∈ R3 | ξ = x+ zν, z 6 0}.

Таким образом, функция v(x, t,ν) равномерно стремится к нулю при t → x · ν + 0. Поэтому
можем написать

1∫
0

(t−x·ν)τ1/2∫
−∞

2π∫
0

q(ξ)(1 + v(ξ, t− |ξ − x|,ν))1+γ dψdzdτ1

= 2π

0∫
−∞

q(x+ z · ν) dz + o(t− x · ν), t→ x · ν + 0. (31)
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Используя (31), равенство (29) можно записать в виде

v(x, t,ν) = (t− x · ν)

(
1

2

∫
L(x,y)

q(x+ z · ν) dz + v̄(x, t,ν)

)
, t > x · ν, (32)

где v̄(x, t,ν) = o(t− x · ν) при t→ x · ν + 0. Возвращаясь к функции u(x, t,ν), получим

u(x, t,ν) = 1 + v(x, t,ν) = 1 + (t− x · ν)

(
1

2

0∫
−∞

q(x+ z · ν) dz + v̄(x, t,ν)

)

= 1 + (t− x · ν)

(
1

2

∞∫
0

q(x− s · ν) ds+ v̄(x, t,ν)

)
, t > x · ν.

Так как u(x, t,ν) = 0 для t 6 x · ν, то отсюда следует представление (3), в котором

ū(x, t,ν) = v̄(x, t,ν) = o(t− x · ν) при t→ x · ν + 0.

Лемма 4 и теорема 1 доказаны. �

2. ПОСТАНОВКА ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

Пусть S+
R (ν) = {x ∈ R3 | |x− x0| = R, (x− x0) · ν > 0}.

Обратная задача. Найти функцию q(x), входящую в (1), по следующей информации
о решении прямой задачи:

u(x, t,ν) = F (x, t,ν) для всех ν ∈ S2
θ0 , x ∈ S+

R (ν), t ∈ (0, x · ν + ε), (33)

где θ0, ε — произвольные малые положительные числа.
В силу теоремы 1 и формул (3), (4) информация (33) определяет интегралы

∞∫
0

q(x− s · ν) ds = h(x,ν) для всех ν ∈ S2
θ0 , x ∈ S+

R (ν), (34)

в которых функция h(x,ν) вычисляется по формуле

h(x,ν) = 2 lim
t→x·ν+0

∂F

∂t
(x, t,ν) = 2Ft(x, x · ν + 0,ν).

Таким образом, при каждом фиксированном ν ∈ S2
θ0

известны интегралы по семейству парал-
лельных прямых, пересекающих область B(x0, R). В результате задача об определении q(x) по
информации (34) приводится к задаче томографии с неполными данными (см., например, [23]).
Известно, что решение такой задачи единственно. В связи с этим верна следующая теорема
единственности.

Теорема 2. Пусть выполнено условие теоремы 1. Тогда обратная задача может иметь
только одно решение.

Для удобства читателя мы приводим ниже конструктивное доказательство этой теоремы,
из которого также вытекает и способ построения искомой функции.
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Доказательство. Задача о построении решения уравнения (1) распадается на семей-
ство плоских задач для сечений шара B(x0, R) плоскостями, проходящими через ось x3. Рас-
смотрим такую задачу на плоскости переменных y1, y2, совместив начало системы координат
с точкой x0. Обозначим через L(η, ϑ) отрезок прямой y1 cosϑ + y2 sinϑ = η, лежащий в круге
y21 + y22 6 R2. Тогда задача о построении q(y), y = (y1, y2) в выбранном сечении заключается
в решении уравнения∫

L(η,ϑ)

q(y) ds = f(η, ϑ) для всех η ∈ [−R,R], ϑ ∈ [0, θ0], (35)

в котором f(η, ϑ) — известная функция. В принципе эта функция известна также и для значе-
ний ϑ ∈ (−θ0, 0), но в дальнейшем нам удобно (по чисто техническим причинам) использовать
только интервал [0, θ0].

Любую точку y ∈ L(η, ϑ) можно записать в виде

y = ηβ + zβϑ, z ∈ [−
√
R2 − η2,

√
R2 − η2],

в котором β = (cosϑ, sinϑ) и βϑ = (− sinϑ, cosϑ). Обозначим через y∗ и y∗∗ концевые точки
L(η, ϑ):

y∗ = ηβ −
√
R2 − η2 βϑ, y∗∗ = ηβ +

√
R2 − η2 βϑ.

Пусть

y∗2 = y∗2(η, ϑ) = η sinϑ−
√
R2 − η2 cosϑ,

y∗∗2 = y∗∗2 (η, ϑ) = η sinϑ+
√
R2 − η2 cosϑ.

В этих обозначениях уравнение (35) принимает вид

y∗∗2∫
y∗2

q

(
η − y2 sinϑ

cosϑ
, y2

)
dy2

cosϑ
= f(η, ϑ), η ∈ [−R,R], ϑ ∈ [0, θ0]. (36)

Заменим в этом уравнении η на η′ и проинтегрируем по η′ от η до R. Тогда получим соотно-
шение ∫

D(η,ϑ)

q(y) dy1dy2 =

R∫
η

f(η′, ϑ) dη′, ϑ ∈ [0, θ0], (37)

в котором D(η, ϑ) — часть круга |y| 6 R, ограниченная хордой L(η, ϑ) и стягивающей её дугой
окружности |y| = R, проходящей через точку y = Rβ. Для дальнейшего удобно выписать
в интеграле по области D(η, ϑ) пределы интегрирования в переменных интегрирования y1, y2
в явном виде. При этом приходится рассматривать отдельно три случая (см. рис. 2): при
η > R sinϑ — рис. 2(a); при η ∈ (−R sinϑ,R sinϑ) — рис. 2(b); при η < −R sinϑ — рис. 2(c).

В зависимости от этого интеграл по области D(η, ϑ) можно представить в виде

∫
D(η,ϑ)

q(y) dy =


J1(η, ϑ), если η > R sinϑ,

J1(η, ϑ) + J2(η, ϑ), если η ∈ (−R sinϑ,R sinϑ),

J1(η, ϑ) + J2(η, ϑ) + J3(η, ϑ), если η 6 −R sinϑ.
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Рис. 2. Область D(η, ϑ)

В этих равенствах

J1(η, ϑ) =

y∗∗2∫
y∗2

√
R2−y22∫

(η−y2 sinϑ)/ cosϑ

q(y) dy1dy2,

J2(η, ϑ) =

R∫
y∗∗2

√
R2−y22∫

−
√
R2−y22

q(y) dy1dy2,

J3(η, ϑ) =

y∗2∫
−R

√
R2−y22∫

−
√
R2−y22

q(y) dy1dy2.

Продифференцируем интегралы J1(η, ϑ), J2(η, ϑ) и J3(η, ϑ) по переменной ϑ. Тогда получим,
что

∂

∂ϑ
J1(η, ϑ) =

y∗∗2∫
y∗2

q

(
η − y2 sinϑ

cosϑ
, y2

)
y2 − η sinϑ

cos2 ϑ
dy2, если η > R sinϑ,
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∂

∂ϑ
J1(η, ϑ) =

√
R2−(y∗∗2 )2∫

−
√
R2−(y∗∗2 )2

q
(
y1, y

∗∗
2

)∂y∗∗2
∂ϑ

dy1

+

y∗∗2∫
y∗2

q

(
η − y2 sinϑ

cosϑ
, y2

)
y2 − η sinϑ

cos2 ϑ
dy2, если η ∈ (−R sinϑ,R sinϑ),

∂

∂ϑ
J1(η, ϑ) =

√
R2−(y∗∗2 )2∫

−
√
R2−(y∗∗2 )2

q
(
y1, y

∗∗
2

)∂y∗∗2
∂ϑ

dy1 −

√
R2−(y∗2)2∫

−
√
R2−(y∗2)2

q
(
y1, y

∗
2

)∂y∗2
∂ϑ

dy1

+

y∗∗2∫
y∗2

q

(
η − y2 sinϑ

cosϑ
, y2

)
y2 − η sinϑ

cos2 ϑ
dy2, если η < −R sinϑ,

∂

∂ϑ
J2(η, ϑ) = −

√
R2−(y∗∗2 )2∫

−
√
R2−(y∗∗2 )2

q
(
y1, y

∗∗
2

)∂y∗∗2
∂ϑ

dy1,

∂

∂ϑ
J3(η, ϑ) =

√
R2−(y∗2)2∫

−
√
R2−(y∗2)2

q
(
y1, y

∗
2

)∂y∗2
∂ϑ

dy1.

Из этих равенств следует, что

∂

∂ϑ

∫
D(η,ϑ)

q(y) dy =

y∗∗2∫
y∗2

q

(
η − y2 sinϑ

cosϑ
, y2

)
y2 − η sinϑ

cos2 ϑ
dy2, η ∈ [−R,R], ϑ ∈ [0, θ0].

Тогда из формул (36), (37) получаем

∫
L(η,ϑ)

y2q(y) ds = cosϑ
∂

∂ϑ

R∫
η

f(η′, ϑ) dη′ + η sinϑf(η, ϑ), η ∈ [−R,R], ϑ ∈ [0, θ0].

Таким образом, применение к равенству (36) линейного интегродифференциального оператора

`f(η, ϑ) = cosϑ
∂

∂ϑ

R∫
η

f(η′, ϑ) dη′ + η sinϑf(η, ϑ)

приводит к равенству ∫
L(η,ϑ)

y2q(y) ds = `f(η, ϑ), η ∈ [−R,R], ϑ ∈ [0, θ0]. (38)
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Применяя к равенству (36) k раз оператор `, получаем равенство∫
L(η,ϑ)

yk2q(y) ds = `kf(η, ϑ), η ∈ [−R,R], ϑ ∈ [0, θ0]. (39)

Положим в (40) ϑ = 0. Тогда
√
R2−η2∫

−
√
R2−η2

yk2q(η, y2) dy2 = `kf(η, ϑ)|ϑ=0, η ∈ [−R,R], k = 0, 1, 2, . . . . (40)

Равенство (40) показывает, что функция f(η, ϑ) позволяет при каждом фиксированном
η ∈ [−R,R] вычислить все моменты искомой функции q(η, y2). Хорошо известно (см. [24]),
что эти моменты однозначно определяют функцию q(η, y2). В частности, если f(η, ϑ) = 0,
то из (40) следует q(η, y2) = 0. Следовательно, задача решения уравнения (34) может иметь
только единственное решение. Это решение можно построить, используя соотношения (40).
Например, можно вычислить коэффициенты Фурье по системе полиномов Лежандра, а затем
воспользоваться соответствующим рядом Фурье. �
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Abstract. For a nonlinear differential equation, the main part of which is the wave operator,
we consider the inverse problem of determining the coefficient of the nonlinear term of the
equation. It is assumed that the desired coefficient is a continuous and finite function in R3. For
the original equation, plane waves are considered that are fall on the inhomogeneity at different
angles. In the inverse problem, it is assumed that the solutions corresponding to these waves
can be measured at the points at the boundary of a certain ball containing the inhomogeneity,
at times close to the arrival of the wave front at these points, and for a certain range of angles
of incidence of plane. It is shown that the solutions of the corresponding direct problems for the
differential equation are bounded in some neighborhood of the wave front, and an asymptotic
expansion of the solution in this neighborhood is found. On the basis of this expansion, it was
established that the information specified in the inverse problem allows us to reduce the problem
of finding the desired function to the problem of X-ray tomography with incomplete data. A
theorem on the uniqueness of the solution of the inverse problem is formulated and proved. It
is shown that, in an algorithmic sense, this problem is reduced to the well-known problem of
moments.
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