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ВВЕДЕНИЕ

Рассматривается механическая система, состоящая из упругого пористого скелета и вяз-
коупругой жидкости, заполняющей поровое пространство. Цель работы — вывести математи-
ческую модель, адекватно описывающую поведение такой структуры. Подобные исследования
представляют интерес при решении задач гидроизоляции подземных выработок и гидротех-
нических сооружений, а также увеличения нефтеотдачи пласта. В этих задачах в качестве на-
полнителя пористых сред различной природы (например, керамических материалов, грунтов,
гранулированных сред и т. п.) используются нанокомпозитные гели или растворы полимеров,
которые представляют собой неньютоновские жидкости с вязкоупругой или вязкопластичной
реологией. Довольно подробный обзор работ, рассматривающих неньютоновские жидкости
в пористой среде, приведён в [1, 2]. Численное моделирование неньтоновских жидкостей в по-
ристой среде может проводиться как со специфической геометрией пор (набор капиллярных
трубок, набор сфер или цилиндров), так и в неyпорядоченных средах [3].

При выводе математической модели требуется учитывать взаимодействие упругого кар-
каса с жидкостью на микроскопическом уровне. Поскольку размеры пор очень малы, при
прямом численном моделировании возникают трудности, связанные со сложной геометрией
задачи. Поэтому наиболее конструктивный подход основан на применении метода гомогени-
зации и выводе усреднённых (макроскопических) уравнений.

В работах [4, 5] рассматривается стационарный случай, пористый скелет считается жёст-
ким, неньютоновская жидкость — несжимаемой, а зависимость её вязкости от тензора скоро-
стей деформации описывается степенным законом (модель Освальда). В [4] авторы сформули-
ровали задачу гомогенизации, доказали теорему о существовании и единственности решения,
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а также теорему о сходимости. Однако усреднённые уравнения ими в явном виде не были
выписаны, что затрудняет их использование на практике. В [5] рассматривалась почти такая
же, как в [4], задача, для которой получено обобщение закона Дарси и приведено сравнение
полученных результатов с моделированием на основе сеточной модели пористой среды.

В работах [6, 7] исследуется нестационарная задача течения несжимаемой жидкости
(Максвелла или Олройда) в жёстком пористом скелете. При этом вывод макроскопических
уравнений осуществляется после применения преобразования Фурье по времени и результи-
рующие уравнения записаны в переменных Фурье, что осложняет их последующий анализ.
В [8] рассматривается пористый скелет, представляющий собой вязкоупругое тело Келвина —
Фойгта, а заполняющая поры неньтоновская жидкость обладает конечной ненулевой ньюто-
новской вязкостью при очень малых скоростях сдвига. Выведены уравнения распространения
акустических волн в такой среде, однако в результирующих уравнениях также присутствует
локальная переменная.

С математической точки зрения все задачи гомогенизации приводят к общей проблеме:
возникает нелинейная система уравнений, состоящая из локального уравнения на ячейке пе-
риодичности структуры (для некоторой дополнительной локальной функции) и гомогенизи-
рованных уравнений среды в глобальных (макроскопических) переменных в масштабах всей
пористой среды. Для усреднённого макроскопического описания необходимо исключить в мак-
роуравнениях эту дополнительную локальную неизвестную функцию. В большинстве работ
считается, что вид зависимости микроскопической неизвестной функции от макроскопической
известен и просто угадывается. Однако, вообще говоря, форма этой зависимости не являет-
ся очевидной и меняется от задачи к задаче. В нашей работе используется подход, который
позволяет не угадывать, а выводить форму зависимости локальной неизвестной функции от
глобальной. Метод был предложен в [9] и заключается в том, что уравнение на ячейке запи-
сывается в операторном виде в некотором подходящем гильбертовом пространстве. Свойства
возникающих при этом операторов позволяют выразить решение уравнения на ячейке, т. е.
микроскопическую неизвестную, через макроскопические функции. Этот подход облегчает
последующий анализ усреднённых уравнений и даёт возможность разработать численный ал-
горитм вычисления коэффициентов. Интересное применение этого метода было предложено
в [10], где рассмотрена задача о гомогенизации двухуровневой иерархической тонкой упру-
гой щетинистой структуры. Такая задача возникает, например, при описании аэродинамики
в окрестности листа растения или при имитации поверхности эпителия в кровеносных сосудах.

В данной работе пористая среда считается периодической структурой, подчиняющейся
линейным уравнениям упругости. Гель, заполняющий поры, является слабо сжимаемой вяз-
коупругой жидкостью Максвелла, уравнение состояния которой заключается в том, что тензор
скоростей деформации есть линейная комбинация тензора напряжений и его производной по
времени.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Пусть Ω — липшицева область в R3 и Ω = ΩF ∪ Γ ∪ ΩS , где ΩF и ΩS — области, занятые
жидкостью и упругой структурой соответственно, Γ — граница между ΩF и ΩS (см. рис. 1).
Обозначим через ∂Ω границу области Ω. Точки и векторные поля будем обозначать жирными
латинскими буквами: x = (x1, x2, x3) и u = (u1, u2, u3), где xi — декартовы координаты точки x
и ui — декартовы компоненты вектора u.

Упругая часть сплошной среды описывается стандартными уравнениями линейной упру-
гости:

%S∂
2
t uS = div σS + %Sf в ΩS , (1)

где %S = const — плотность среды, t — переменная времени, uS — векторное поле переме-
щений, f — массовая сила (например, сила тяжести), σS = λS divuS I + 2µSD(uS) — тензор
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Рис. 1. Схема периодической структуры Ω = ΩS ∪ Γ ∪ ΩF и ячейки периодичности
Σ = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]

напряжений, λS и µS — константы Ламе, I — единичный тензор, D(u) — линейный тензор
деформации, декартовы компоненты которого равны

Dij(u) =
1

2

(∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
.

Жидкость Максвелла представляет собой континуум с тензором напряжений вида
−pF I + σF , где pF — давление жидкости, а тензор σF удовлетворяет уравнению:

(1 + τ∗∂t)σF = 2µF D(vF ). (2)

Здесь vF — вектор скорости жидкости, µF — вязкость жидкости, а константа τ∗ имеет размер-
ность времени и характеризует эффект памяти. Поскольку в пористой среде скорость жид-
кости не достигает больших значений, нелинейными членами в уравнениях движения можно
пренебречь. Таким образом, мы имеем линейные уравнения течения слабосжимаемой жидко-
сти:

%F∂tvF = −∇pF + div σF + %F f в ΩF , (3)

γ∂tpF = −divvF в ΩF , (4)

где %F = const — плотность жидкости, а γ — коэффициент, характеризующий сжимаемость
жидкости.

На границе Γ накладываем обычные условия непрерывности скорости и внутренних сил:

vF = ∂tuS на Γ,

σSn = (−pF I + σF )n на Γ,
(5)

где n — нормаль к Γ, направленная в сторону ΩS . Кроме того, сформулируем следующие
начальные условия:

uS |t=0 = u0
S , ∂tuS |t=0 = u1

S в ΩS ,

vF |t=0 = v0
F , pF |t=0 = p0

F , σF |t=0 = σ0
F в ΩF ,

(6)

где u0
S , u

1
S , v

0
F , p

0
F и σ0

F — заданные функции. Завершим постановку задачи однородными
краевыми условиями на ∂Ω:

uS = 0 на ∂Ω ∩ ΩS , vF = 0 на ∂Ω ∩ ΩF . (7)

Уравнения (3), (4) для анализа удобнее переписать в перемещениях uF . Из (2) следует,
что

σF (t) = e−t/τ∗σ0
F +

2µF
τ∗

t∫
0

e(τ−t)/τ∗D(vF (τ)) dτ.
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Поскольку в рамках линейного подхода vF = ∂tuF , легко выводится, что
t∫

0

e(τ−t)/τ∗vF (τ) dτ = uF (t)− u0
F e
−t/τ∗ − JtuF ,

где u0
F — начальное значение uF и

Jtu =
1

τ∗

t∫
0

e(τ−t)/τ∗u(τ) dτ.

Вообще говоря, поскольку uF определено с точностью до произвольной функции от x, можно
предположить, что u0

F = 0. Однако мы сохраняем эту функцию, так как она будет играть
роль продолжения функции u0

S на ΩF . Таким образом, получаем выражение для тензора на-
пряжений σF :

σF (t) =
2µF
τ∗

(D(uF (t))−D(JtuF )− e−t/τ∗ D(u0
F )) + e−t/τ∗σ0

F . (8)

Уравнение (4) перепишем в виде

pF (t) = p0
F −

1

γ

t∫
0

divvF (τ) dτ = p0
F +

1

γ
divu0

F −
1

γ
divuF (t). (9)

Подстановка (8) и (9) в (3) даёт уравнения для описания жидкости Максвелла в перемещениях:

%F∂
2
t uF =

1

γ
∇ divuF +

2µF
τ∗

divD(uF − JtuF )− divFF + %F f , (10)

где

FF (t) = e−t/τ∗G0
F + P 0

F , G0
F =

2µF
τ∗

D
(
u0
F

)
− σ0

F , P 0
F =

(
p0
F +

1

γ
divu0

F

)
I.

Уравнения (1) и (10) перепишем в виде одного уравнения во всей области Ω. Для этого
определим характеристическую функцию χ и вектор перемещений u:

χ(x) =

{
1, x ∈ ΩF ,

0, x ∈ ΩS ,
u(x, t) =

{
uF (x, t), x ∈ ΩF ,

uS(x, t), x ∈ ΩS ,
u0(x) =

{
u0
F (x), x ∈ ΩF ,

u0
S(x), x ∈ ΩS .

Если введём обозначения

% = %F χ+ %S(1− χ), λ = χ/γ + λS(1− χ), µ = χµF /τ∗ + µS(1− χ),

σ0(x) =

{
σ0
F (x), x ∈ ΩF ,

0, x ∈ ΩS ,
p0(x) =

{
p0
F (x), x ∈ ΩF ,

0, x ∈ ΩS ,

F (t,x) = e−t/τ∗G0(x) + P 0(x), G0 = 2µD(u0)− σ0, P 0 =

(
p0 +

1

γ
divu0

)
I,

(11)

то во всей области Ω будет выполняться следующее уравнение, которое понимается в смысле
распределений:

% ∂2
t u = ∇(λ divu) + div(2µD(u))− div(2µχD(Jtu))− div(χF ) + %f . (12)

Начальные и краевые условия (5)–(7) для (12) перепишутся следующим образом:

u|∂Ω = 0, u|t=0 = u0, ∂tu|t=0 = u1, (13)

где u1 = u1
S в ΩS и u1 = v0

F в ΩF .
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2. УСРЕДНЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЫ

2.1. Периодическая структура и задача Aε

Опишем подробнее структуру рассматриваемой области. Обозначим через Σ открытый
единичный куб (0, 1)3 в пространстве R3 (см. рис. 1). Пусть ΣS является замкнутым подмно-
жеством множества Σ и ΣF = Σ \ ΣS . Введём периодические множества ES = ∪k∈Z3(ΣS + k)
и EF = R3 \ES . Пусть EF и ES являются множествами с липшицевыми границами, а ES ещё
и связно. Заметим, что ΩF = Ω ∩ EF и ΩS = Ω ∩ ES . Если ε > 0 и Q ⊂ R3, то положим
εQ = {x ∈ R3 | ε−1x ∈ Q}. Для каждого ε > 0 обозначим через Ωε

S и Ωε
F множества Ω ∩ εES

и Ω ∩ εEF соответственно. Очевидно, что функция χε(x) = χ(x/ε) является характеристиче-
ской функцией множества Ωε

F . Обозначим через %ε, λε и µε соответствующие %, λ и µ функции,
в определении (11) которых χ заменено на χε.

Задача Aε. Для каждого ε > 0 найти функцию uε = uε(t,x), удовлетворяющую
в (0, T )× Ω уравнению

%ε ∂
2
t uε = ∇(λε divuε) + div(2µεD(uε))− div(2µεχεD(Jtuε))− div(χεFε) + %εf , (14)

а также граничным и начальным условиям

uε|∂Ω = 0, uε|t=0 = u0
ε, ∂tuε|t=0 = u1

ε, (15)

где функции Fε, u0
ε, и u1

ε определяются соотношениями (11) и (13), в которых ΩF и ΩS заме-
няются на Ωε

F и Ωε
S соответственно.

В дальнейшем мы используем стандартные пространства Лебега и Соболева такие, как
Lp(Ω), H1(Ω), H1

0 (Ω) и Lp(0, T ;H1(Ω)). Для пространств скалярных и векторных величин
используются одни и те же обозначения. Так, выражение u ∈ L2(Ω) означает, что u ∈ (L2(Ω))3.
Норму в пространстве L2(Ω) обозначим через ‖ · ‖. Вследствие неравенства Корна, можно
использовать ‖D(u)‖ в качестве нормы u в H1

0 (Ω).
Определение 1. Функция uε называется слабым решением задачи Aε, если

uε ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), ∂tuε ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), uε|t=0 = u0

ε и для всякой гладкой функции
ϕ такой, что ϕ|t=T = ϕ|∂Ω = 0, справедливо следующее интегральное тождество:

T∫
0

∫
Ω

(
%ε ∂tuε · ∂tϕ− λε divuε divϕ− 2µεD(uε) : D(ϕ) + 2µεχεD(Jtuε) : D(ϕ)

)
dxdt

=

T∫
0

∫
Ω

−%εf ·ϕ dxdt−
∫
Ω

%εu
1
ε ·ϕ0 dx−

T∫
0

∫
Ω

χεFε : D(ϕ) dxdt. (16)

Здесь ϕ0 = ϕ|t=0.
В этом определении и далее T является произвольным положительным числом, а двоето-

чие — двойная свёртка тензоров, т. е. U : V = UijVij для тензоров второго ранга U и V. Кроме
того, мы используем обычное соглашение о суммировании по повторяющимся индексам.

Нетрудно доказать, что задача Aε имеет единственное слабое решение, если u0
ε ∈ H1

0 (Ω),
u1
ε ∈ L2(Ω), σ0

ε ∈ L2(Ω), p0
ε ∈ L2(Ω) и f ∈ L2([0, T ]× Ω). Доказательство разрешимости можно

провести методом Галёркина на основе энергетической оценки, вывод которой без довольно
стандартных обоснований корректности производимых операций приведён ниже. Для упро-
щения обозначений мы опустим индекс ε. Умножая (14) на ∂tu и интегрируя по частям по Ω,
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получаем, что

1

2

d

dt

∫
Ω

(%|∂tu|2 + λ|divu|2) dx

+

∫
Ω

(2µD(u)− 2µχD(Jtu)− χF ) : D(∂tu) dx =

∫
Ω

%f · ∂tu dx. (17)

Рассмотрим второй интеграл в левой части этого равенства:∫
Ω

2µ
(
D(u)− χD(Jtu)− χ

2µ
F
)

: D(∂tu) dx

=

∫
Ω

2µ
(
D(u)− χD(Jtu)− χ

2µ
F
)

: ∂t

(
D(u)− χD(Jtu)− χ

2µ
F
)
dx

+

∫
Ω

2µχ
(
D(u)− χD(Jtu)− χ

2µ
F
)

:
(
D(∂tJtu) +

1

2µ
∂tF

)
dx.

Поскольку τ∗∂tF = −e−t/τ∗G0 = −F + P 0, χ2 = χ и

τ∗∂tJtu = u− Jtu, (18)

получаем соотношение∫
Ω

2µ
(
D(u)− χD(Jtu)− χ

2µ
F
)

: D(∂tu) dx =
d

dt

∫
Ω

µ
∣∣∣D(u)− χD(Jtu)− χ

2µ
F
∣∣∣2 dx

+

∫
Ω

2µχ

τ∗

∣∣∣D(u)− χD(Jtu)− χ

2µ
F
∣∣∣2 dx +

∫
Ω

χ

τ∗

(
D(u)− χD(Jtu)− χ

2µ
F
)

: P 0 dx.

Таким образом, равенство (17) после интегрирования по t от нуля до произвольного s ∈ (0, T ]
в силу неравенства Юнга даёт энергетическую оценку

∫
Ω

(
%|∂tu|2 + λ|divu|2 + 2µ

∣∣D(u)− χD(Jtu)− χ

2µ
F
∣∣2) dx∣∣∣

t=s
6

s∫
0

∫
Ω

(%|∂tu|2 + %|f |2) dxdt

+

∫
Ω

(
%|u1|2 + λ| divu0|2 + 2µ

∣∣∣D(u0)− χ

2µ
(G0 + P 0)

∣∣∣2 +
s χ

4τ∗µ
|P 0|2

)
dx.

В дальнейших рассуждениях индекс ε возвращается. Применяя неравенство Гронуолла, из
этого неравенства легко получить следующие оценки:

ess sup
t∈[0,T ]

‖∂tuε‖ 6 C, (19)

ess sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥D(uε)− χεD(Jtuε)−
χε
2µε

Fε

∥∥∥∥ 6 C, (20)

где постоянная C зависит только от T , ‖f‖L2(Ω×[0,T ]),
∥∥u1

ε

∥∥, ∥∥D(u0
ε)
∥∥, ‖p0

ε‖ и
∥∥σ0

ε

∥∥.
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Из (20) можно получить оценку для D(uε). Действительно, если Sε = D(uε)−χεD(Jtuε),
то из (20) следует, что Sε ограничена в L∞(0, T ;L2(Ω)). Но в силу (18) D(uε) = Sε +

(χε/τ∗)
t∫

0

Sε(s) ds, поэтому

ess sup
t∈[0,T ]

‖D(uε)‖ 6 C, (21)

где постоянная C зависит от тех же параметров, что и постоянная в (20).
Таким образом, справедлива следующая
Теорема 1. Если u0

ε ∈ H1
0 (Ω), u1

ε ∈ L2(Ω), σ0
ε ∈ L2(Ω), p0

ε ∈ L2(Ω) и f ∈ L2([0, T ]×Ω), то
для всех ε > 0 и T ∈ (0,∞) задача Aε имеет единственное слабое решение uε, для которого
справедливы оценки (19) и (21).

Дальнейшая цель нашей работы состоит в осуществлении предельного перехода при ε→ 0
в задаче Aε, который приведёт к выводу усреднённых уравнений.

2.2. Двушкальная сходимость
Для вывода усреднённых уравнений в области Ω будем использовать метод двушкальной

сходимости, предложенный в [11, 12] и далее развитый в ряде работ (см., например, [13–16]).
Сформулируем основные результаты этого подхода, адаптированные к нашей задаче.

Говорят, что последовательность функций {uε} в L2([0, T ] × Ω) двушкально сходится
к некоторой функции u ∈ L2([0, T ]× Ω× Σ), если

lim
ε→0

T∫
0

∫
Ω

uε(t,x)φ(t,x,x/ε) dxdt =

T∫
0

∫
Ω

∫
Σ

u(t,x, ξ)φ(t,x, ξ) dξdxdt

для любой гладкой функции φ = φ(t,x, ξ), являющейся Σ-периодической по ξ. Двушкальную
сходимость будем обозначать uε � u.

Каждая ограниченная в L2([0, T ] × Ω) последовательность содержит сходящуюся дву-
шкально подпоследовательность. Если uε → u в L2([0, T ]×Ω), то uε � v, где v(t,x, ξ) = u(t,x).
Если uε � u и χε — определённая в п. 2.1 характеристическая функция, то χεuε � χu, где
χ = χ(ξ), χ(ξ) = 1 при ξ ∈ ΣF и χ(ξ) = 0 при ξ ∈ ΣS .

Обозначим черезH1
#(Σ) пространство Σ-периодических функций, принадлежащихH1(Σ).

Точки из области Σ всегда будут обозначаться через ξ. Кроме того, операторы∇x,∇ξ иDx,Dξ

будут обозначать операторы, действующие по переменным x и ξ соответственно.
Лемма 1. Если {uε} является ограниченной последовательностью в L2(0, T ;H1(Ω)), то

существуют функция u = u(t,x) из пространства L2(0, T ;H1(Ω)) и функция ū = ū(t,x, ξ)
из пространства L2([0, T ] × Ω;H1

#(Σ)/R) такие, что с точностью до выбора подпоследова-
тельности

1) uε � u, ∇uε � ∇xu +∇ξū, D(uε)� Dx(u) + Dξ(ū),
2) ∇Jtuε � ∇xJtu +∇ξJtū, D(Jtuε)� Dx(Jtu) + Dξ(Jtū).

Доказательство. Первое утверждение хорошо известно и его доказательство можно най-
ти, например, в [11, 13, 14, 16, 17]. Докажем второе утверждение, причём ограничимся лишь его
первой частью, так как вторая доказывается аналогично. Обозначим через Ψ некоторую мат-
ричную функцию из L2([0, T ] × Ω × Σ) такую, что ∇Jtuε � Ψ, и через Φ = Φ(t,x, ξ) —
произвольную гладкую матричную функцию, которая является Σ-периодической по ξ и об-
ращается в нуль при t = T . Вследствие (18) τ∗∂t∇Jtuε + ∇Jtuε = ∇uε. Умножая последнее
равенство на Φ(t,x,x/ε) и интегрируя по частям, получим, что

T∫
0

∫
Ω

∇Jtuε : (−τ∗∂tΦ + Φ) dxdt =

T∫
0

∫
Ω

∇uε : Φ dxdt.
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Переход к пределу при ε→ 0 даёт соотношение

T∫
0

∫
Ω×Σ

Ψ : (−τ∗∂tΦ + Φ) dξdxdt =

T∫
0

∫
Ω×Σ

(∇xu +∇ξū) : Φ dξdxdt,

которое означает, что Ψ является слабым решением задачи

τ∗∂tΨ + Ψ = ∇xu +∇ξū, Ψ|t=0 = 0.

Легко видеть, что Ψ = Jt(∇xu +∇ξū), откуда следует доказываемое утверждение. �

2.3. Переход к пределу в задаче Aε

Далее константой C обозначаются все константы, не зависящие от ε. Предположим, что
последовательности

{
u1
ε

}
,
{
D(u0

ε)
}
,
{
σ0
ε

}
и p0

ε являются ограниченными в L2(Ω) равномерно
по ε. Тогда существуют функции

u1, σ0, p0 ∈ L2(Ω× Σ), u0 ∈ H1
0 (Ω), ū0 ∈ L2([0, T ]× Ω;H1

#(Σ)/R)

такие, что с точностью до выбора подпоследовательности

u1
ε � u1, σ0

ε � σ0, p0
ε � p0, D(u0

ε)� Dx(u0) + Dξ(ū
0) при ε→ 0.

То же самое справедливо для последовательностей {χε}, {%ε}, {λε} и {µε}:

χε � χ(ξ), %ε � %(ξ), λε � λ(ξ) и µε � µ(ξ).

Следовательно, Fε � F (t,x, ξ), где

F (t,x, ξ) = e−t/τ∗G
0
(x, ξ) + P

0
(x, ξ),

G
0

= 2µ(Dx(u0) + Dξ(ū
0))− σ0, P

0
=

(
p0 +

1

γ
divx u

0 +
1

γ
divξ ū

0

)
I.

Из теоремы 1 и леммы 1 следует существование функций u = u(t,x) и ū = ū(t,x, ξ) таких,
что u ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)), ∂tu ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), ū ∈ L2([0, T ] × Ω;H1
#(Σ)/R) и с точностью до

выбора подпоследовательности uε � u, ∂tuε � ∂tu, D(uε)� Dx(u) + Dξ(ū) при ε→ 0.
Пусть φ = φ(t,x) и φ̄ = φ̄(t,x, ξ) являются произвольными гладкими функциями, обра-

щающимися в нуль при t = T и x ∈ ∂Ω, причём φ̄ является Σ-периодической по ξ. В равен-
стве (16) положим ϕ(t,x) = φ(t,x) + ε φ̄(t,x,x/ε) и перейдём к пределу при ε→ 0. Поскольку
функции φ и φ̄ являются независимыми, мы получаем следующие два уравнения:

T∫
0

∫
Ω

∫
Σ

(
% ∂tu · ∂tφ− λ (divx u + divξ ū) divxφ

− 2µ(Dx(u) + Dξ(ū)) : Dx(φ) + 2µχ(Dx(Jtu) + Dξ(Jtū)) : Dx(φ)
)
dξdxdt

=

T∫
0

∫
Ω

∫
Σ

−%f · φ dξdxdt−
∫
Ω

∫
Σ

%u1 · φ0 dξdx−
T∫

0

∫
Ω

∫
Σ

χF : Dx(φ) dξdxdt, (22)

∫
Σ

(
λ (divx u + divξ ū) divξ φ̄+ 2µ(Dx(u) + Dξ(ū)) : Dξ(φ̄)

− 2µχ(Dx(Jtu) + Dξ(Jtū)) : Dξ(φ̄)− χF : Dξ(φ̄)
)
dξ = 0, (23)
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где φ0 = φ|t=0.
Уравнение (23) выполняется для почти всех (t,x) ∈ [0, T ]×Ω. Это уравнение называется

уравнением в ячейке.
Хотя для численных расчётов можно использовать выведенные уравнения (22), (23)

(см., например, [18]), эта система слишком сложна и ничего не говорит о механических свой-
ствах гомогенизированной среды. Нашей следующей целью является исключение функции ū
и локальной переменной ξ из уравнения (22). Для этого найдём явное выражение для функ-
ции ū из уравнения в ячейке (23) и подставим его в (22).

3. УСРЕДНЁННАЯ СИСТЕМА

3.1. Решение уравнения в ячейке

Так как уравнение в ячейке (23) содержит правую часть F и члены с оператором Jt, мы не
можем применить стандартную технику (см., например, [11, 13, 14, 17]), чтобы явно выразить
функцию ū через u и F . Поэтому воспользуемся техникой, разработанной в [9].

Перепишем уравнение (23) в виде уравнения в гильбертовом пространстве H = H1
#(Σ)/R

со скалярным произведением

(ū, v̄) =

∫
Σ

Dξ(ū) : Dξ(v̄) dξ.

Норму в этом пространстве будем обозначать ‖·‖H . Используя теорему Рисса о представлении,
определим ограниченные самосопряжённые операторы A : H → H и B : H → H такие, что

(Aū, v̄) =

∫
Σ

(λ divξ ū divξ v̄ + 2µDξ(ū) : Dξ(v̄)) dξ,

(Bū, v̄) =

∫
Σ

2µχDξ(ū) : Dξ(v̄) dξ

для всех ū и v̄ из пространства H. Кроме того, в пространстве H существуют функции aij =
aij(ξ), bij = bij(ξ) и η = η(t,x, ξ), i, j = 1, 2, 3, такие, что

(aij , v̄) =

∫
Σ

(λ δij divξ v̄ + 2µ(Dξ(v̄))ij) dξ,

(bij , v̄) =

∫
Σ

2µχ(Dξ(v̄))ij dξ, (η, v̄) =

∫
Σ

χF : Dξ(v̄) dξ

для всех v̄ ∈ H. Здесь δij — символ Кронекера. Следовательно, (23) эквивалентно следующему
уравнению в пространстве H:

Aū− JtBū = −(aij − bijJt) (Dx(u))ij + η. (24)

Это уравнение выполняется для почти всех t ∈ [0, T ] и x ∈ Ω.
Чтобы решить уравнение (24), установим несколько свойств операторов A и B. Нетрудно

видеть, что из определения оператора A следует существование некоторых положительных
постоянных c1 и c2 таких, что

c1‖v̄‖2H 6 (Av̄, v̄) 6 c2‖v̄‖2H для всех v̄ ∈ H. (25)

Из левого неравенства (25) следует, что оператор A является обратимым в H.
Оператор B является вырожденным, однако многое о нём скажет
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Лемма 2. Оператор B обладает следующими свойствами:
1) ядро оператора N(B) = {v ∈ H | v = const в ΣF } и N(B)⊥ ⊂ {v ∈ H | ∆v = 0 в ΣS};
2) образ оператора R(B) является замкнутым подпространством в H и существуют

положительные постоянные c3 и c4 такие, что

c4‖v‖2H 6 (Bv̄, v̄) 6 c3‖v̄‖2H для всех v ∈ R(B);

3) на R(B) определён и ограничен обратный оператор B−1.
Доказательство этой леммы аналогично приведённому в [9, предложение 4.10].
Для решения уравнения (24) нам потребуется следующая
Лемма 3. Для всех i, j ∈ {1, 2, 3} функция bij принадлежит R(B) и, как следствие,

существует единственная функция wij ∈ R(B) такая, что Bwij = bij .

Доказательство. Поскольку R(B) замкнуто в H, R(B) совпадает с N(B)⊥. Таким обра-
зом, для доказательства того, что bij ∈ R(B), достаточно убедиться, что (bij ,v) = 0 для всех
v ∈ N(B). Но это является следствием первого утверждения леммы 2 и определения bij . �

Решение уравнения (24) будем искать в виде

ū = ¯̄u−wij(Dx(u))ij , (26)

где функции wij = wij(ξ) определены в лемме 3. Нетрудно видеть, что (24) эквивалентно
уравнению

A¯̄u− JtB ¯̄u = g, (27)

где g = (Awij − aij) (Dx(u))ij + η.
Поскольку пара функций (u, ū) удовлетворяет уравнению (24), пара (u, ¯̄u) удовлетворяет

уравнению (27). Таким образом, (27) имеет решение для специальной правой части g, соот-
ветствующей функции u. Сформулируем более общий результат.

Лемма 4. Для каждого g ∈ L2([0, T ] × Ω;H) существует единственная функция
¯̄u ∈ L2([0, T ] × Ω;H), удовлетворяющая (27). Более того, для почти всех (t,x) ∈ [0, T ] × Ω
эту функцию можно представить в H следующим образом:

¯̄u(t,x) = A−1g(t,x) +
1

τ∗
A−1B

t∫
0

e(s−t)/τ∗(I−A−1B)A−1g(s,x) ds, (28)

где I обозначает тождественный оператор в H.

Доказательство. Сначала докажем единственность. Обозначим через h разность между
двумя возможными решениями (27). Поскольку уравнение (27) является линейным, то h удо-
влетворяет уравнению Ah− JtBh = 0. Следовательно, используя неравенства (25), получаем

c1‖h‖2H 6 (Ah,h) = (BJth,h) = (Jth,Bh) 6 c3‖Jth‖H‖h‖H .

Так как ‖Jth‖H 6 Jt‖h‖H , существует некоторая постоянная c такая, что ‖h(t)‖H 6
cJt‖h(t)‖H . В силу неравенства Гронуолла из этой оценки следует, что h = 0.

Для доказательства разрешимости уравнения (27) заметим, что в силу (18) оно эквива-
лентно следующей задаче для функции ζ = Jt ¯̄u:

τ∗∂tζ + (I − A−1B)ζ = A−1g, ζ|t=0 = 0.

Единственное решение этой задачи имеет вид

ζ(t) =
1

τ∗

t∫
0

e(s−t)/τ∗(I−A−1B)A−1g(s) ds.
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Очевидно, что функция ¯̄u = τ∗∂tζ+ζ принадлежит пространству L2([0, T ]×Ω;H), удовлетво-
ряет (27) и для неё справедливо представление (28). �

3.2. Математическая модель усреднённой среды

Теперь мы можем исключить ū из (22). Учитывая определения функций aij и bij , урав-
нение (22) можно записать следующим образом:

T∫
0

∫
Ω

(
%θ ∂tu · ∂tφ− λθ divx u divxφ− 2µθDx(u) : Dx(φ) + 2θ

µF
τ∗

Dx(Jtu) : Dx(φ)
)
dxdt

−
T∫

0

∫
Ω

(aij , ū) (Dx(φ))ij dxdt+

T∫
0

∫
Ω

(bij ,Jtū) (Dx(φ))ij dxdt

=

T∫
0

∫
Ω

−%θf · φ dxdt−
∫
Ω

u1
θ · φ0 dx−

T∫
0

∫
Ω

F θ : Dx(φ) dxdt, (29)

где

θ =

∫
Σ

χ(ξ) dξ, %θ =

∫
Σ

%(ξ) dξ = %F θ + %S(1− θ),

λθ =

∫
Σ

λ(ξ) dξ =
1

γ
θ + λS(1− θ), µθ =

∫
Σ

µ(ξ) dξ =
µF
τ∗

θ + µS(1− θ),

u1
θ(x) =

∫
Σ

%u1(x, ξ) dξ, F θ(t,x) =

∫
Σ

χ(ξ)F (t,x, ξ) dξ.

Подставив выражение для g в (28) и воспользовавшись представлением (26), мы получим, что

ū(t) = −(Dx(u))klA−1akl

+

t∫
0

(Dx(u))klMt−s(wkl −A−1akl) ds+A−1η +

t∫
0

Mt−sA−1η ds, (30)

гдеMt =
1

τ∗
A−1B e−t/τ∗(I−A−1B). Кроме того, поскольку

Jtū = Jt ¯̄u− (Dx(Jtu))klwkl,

имеем

Jtū = −(Dx(Jtu))klwkl +

t∫
0

(Dx(u))klNt−s(wkl −A−1akl) ds+

t∫
0

Nt−sA−1η ds, (31)

где Nt =
1

τ∗
e−t/τ∗(I−A−1B). Используя (29)–(31), получаем усреднённые уравнения в переме-
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щениях u

T∫
0

∫
Ω

(
%θ ∂tu · ∂tφ− αθijkl(Dx(u))kl (Dx(φ))ij + βθijkl(Dx(Jtu))kl (Dx(φ))ij

)
dxdt

+

T∫
0

∫
Ω

t∫
0

ωijkl(t− s) (Dx(u))kl(s) ds (Dx(φ))ij dxdt

=

T∫
0

∫
Ω

−%θf · φ dxdt+

∫
Ω

−u1
θ · φ0 dx +

T∫
0

∫
Ω

νij (Dx(φ))ij dxdt, (32)

где введены обозначения

αθijkl = λθ δijδkl + 2µθ δikδjl − (aij ,A−1akl), βθijkl = 2θ
µF
τ∗

δikδjl − (bij ,wkl),

ωijkl(t) = −(aij ,Mt(wkl −A−1akl)) + (bij ,Nt(wkl −A−1akl)),

νij =

(
aij ,A−1η +

t∫
0

Mt−sA−1η ds

)
−

(
bij ,

t∫
0

Nt−sA−1η ds

)
− (F θ)ij .

Отметим, что компоненты тензоров αθijkl и βθijkl являются постоянными, тогда как ωijkl =
ωijkl(t) и νij = νij(t,x).

Введём тензоры P , Q, R, имеющие следующие компоненты:

P ijkl = 2θ
µF
τ∗

δikδjl; Rijkl =
1

γ
δijδkl +

2µF
τ∗

δikδjl;

Qijkl = λθ δijδkl + 2µθδikδjl = θRijkl + (1− θ)σSijkl.
(33)

Тогда тензоры αθ и βθ можно переписать в виде

αθijkl = Qijkl − (aij ,A−1akl), βθijkl = P ijkl − (bij ,wkl). (34)

Интегральное тождество (32), описывающее поле перемещений для гомогенизированной
среды, можно записать как одно уравнение, понимаемое в смысле распределений:

%θ ∂
2
t u− div(αθDx(u)) + div(βθDx(Jtu)) + div

t∫
0

ω(t− s)Dx(u(s)) ds = %θf − div ν. (35)

Рассматривая это уравнение, можно лучше понять, что из себя представляет усреднённая
среда, какие эффекты в ней преобладают в зависимости от входящих параметров, например
пористости θ, времени релаксации τ∗ и др. Это будет сделано в следующем разделе.

4. ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ УСРЕДНЁННОЙ МОДЕЛИ

Формулы (34) для коэффициентов тензоров αθ, βθ и ω содержат функции akl, bkl, η, опе-
раторы A, B и их обратные, определённые в пространстве H = H1

#(Σ)/R. С математической
точки зрения все эти функции и операторы хорошо определены и полностью описаны, однако
вычисление их конкретных значений требует некоторых усилий. Ниже предлагаются числен-
ные алгоритмы, которые могут быть реализованы с использованием, например, открытого
программного продукта FreeFem++, основанного на методе конечных элементов.
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4.1. Вычисление akl и bkl
Пусть функции qkl ∈ H, k, l ∈ {1, 2, 3}, являются решениями задач∫

Σ

(Dξ(qkl))ij(Dξ(v))ij dξ =

∫
Σ

χ (Dξ(v))kl dξ для всех v ∈ H,

которые могут быть легко решены методом конечных элементов. Нетрудно показать, что

bkl =
2µF
τ∗
qkl, akl =

(
1

γ
− λS

)
δklδijqij + 2

(
µF
τ∗
− µS

)
qkl для k, l ∈ {1, 2, 3}.

4.2. Вычисление A−1 и wkl

Оператор A определён в п. 3.1. Он является обратимым в H, т. е. v = A−1f ∈ H является
единственным решением уравнения Av = f для каждого f ∈ H. Нахождение решения этого
уравнения легко реализовать с помощью метода конечных элементов.

Перейдём к нахождению функций wkl. Они были определены в лемме 3 и являются един-
ственным решением уравнения Bwkl = bkl, причём bkl,wkl ∈ R(B). Вычисление функций bkl
описано в п. 4.1, поэтому нам необходимо с заданной точностью найти решение w ∈ R(B) урав-
нения Bw = b, где b ∈ R(B). Так как оператор B является вырожденным в H, численное реше-
ние этого уравнения связано с определёнными трудностями. Однако для произвольного ε > 0
с помощью метода конечных элементов легко найти решение wε уравнения (B + εI)wε = b.

Нетрудно видеть, что wε ∈ R(B) и ‖wε‖ 6 C1 для некоторой постоянной C1, которая не
зависит от ε и зависит лишь от ‖b‖ и нормы оператора B−1 на R(B). Последняя ограничена
в силу леммы 2. Посколькуwε−w = −εB−1wε, мы получаем, что ‖wε−w‖ 6 Cε для некоторой
не зависящей от ε постоянной C. Выбирая ε достаточно малым, мы можем с любой точностью
аппроксимировать функцию w.

4.3. Вычисление e−t(I−A−1B)

Для произвольного v0 ∈ H рассмотрим задачу

∂tv + (I − A−1B)v = 0, v(0) = v0. (36)

Очевидно, что v(t) = e−t(I−A
−1B)v0 ∈ H является её единственным решением.

Построим приближённое решение задачи (36) на интервале (0, T ), T ∈ (0,∞), используя
метод полудискретизации. Для N ∈ N положим τ = T/N . Пусть функции vk, k = 1, 2, . . . , N ,
являются решениями задач

vk − vk−1 + τ(I − A−1B)vk = 0. (37)

Просуммировав эти равенства по k от единицы до произвольного n 6 N , получим

vn = v0 − τ(I − A−1B)
n∑
k=1

vk.

Из ограниченности операторов A−1 и B (см. лемму 2) следует существование постоянной C
такой, что

‖vn‖ 6 ‖v0‖+ C τ
n∑
k=1

‖vk‖.

Применив дискретное неравенство Гронуолла, получим равномерную ограниченность ‖vk‖.
Поэтому из (37) следует, что

‖vk − vk−1‖ 6 Cτ (38)
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для некоторой постоянной C.
Определим на [0, T ] две функции, являющиеся интерполяциями набора {v0, . . . ,vn}:

v̂τ (s) = vk(1− k + s/τ) + vk−1(k − s/τ) при s ∈ [(k − 1)τ, kτ ],

v̄τ (s) = vk при s ∈ ((k − 1)τ, kτ ].

В силу (38)

T∫
0

‖v̂τ (s)− v̄τ (s)‖ ds =
N∑
k=1

‖vk − vk−1‖
kτ∫

(k−1)τ

(k − s/τ) ds =
τ

2

N∑
k=1

‖vk − vk−1‖ 6 Cτ.

Более того, верно соотношение ∂sv̂τ + (I − A−1B)v̄τ = 0. Следовательно,

‖v̂τ (t)− v(t)‖ 6
t∫

0

‖∂sv̂τ − ∂sv‖ds 6 ‖(I − A−1B)‖
t∫

0

‖v̄τ (s)− v(s)‖ ds

6 C

t∫
0

(‖v̂τ (s)− v(s)‖+ ‖v̂τ (s)− v̄τ (s)‖) ds 6 C

(
τ +

t∫
0

‖v̂τ (s)− v(s)‖ ds

)
.

Применяя неравенство Гронуолла, получаем, что ‖v̂τ (t) − v(t)‖ 6 Cτ при всех t ∈ [0, T ].
Таким образом, мы построили приближённое решение v̂τ задачи (36) и оценили его отличие
от точного решения v, которое необходимо было посчитать.

4.4. Расчёты
Приведём несколько примеров, демонстрирующих свойства усреднённого континуума при

различных значениях параметра θ, характеризующего объёмную долю жидкости, так что чи-
стой жидкости соответствует θ = 1, а упругому телу — θ = 0. Зададим параметры жидкости
Максвелла и изотропного упругого материала следующими значениями:

µF = 1 · 10−3, λS = 2.777778 · 109, γ = 4, 597696 · 10−10,

µS = 4.166667 · 109, τ∗ ∈ [10−3, 10−1].

Приведённый интервал изменения параметра релаксации τ∗ является характерным для многих
вязкоупругих жидкостей. Начальные данные для простоты вычислений считаются равными
нулю. Вид ячейки периодичности, также для простоты, берётся в форме, показанной на рис. 2.

Рис. 2. Периодическая ячейка Σ = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]

На рис. 3 представлена зависимость |βθ − P |/|P | и |βθ|/|P | от θ, где

|P | =

(∑
ijkl

P ijklP ijkl

)1/2

.
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Рис. 3. Зависимость |βθ|/|P | (кривая 1) и |βθ − P |/|P | (кривая 2) от θ

Тензор αθ зависит от θ более сложным образом. Кривые, приведённые на рис. 4, демон-
стрируют зависимость |αθ|/|Q|, |αθ−θR|/|Q|, |αθ−(1−θ)σS |/|Q| и |αθ−Q|/|Q| от параметра θ.

Из рис. 4 и формул (33), (34) можно заметить, что αθ → σS при θ → 0 и αθ → R при
θ → 1.

Следовательно, формальные предельные переходы в (35) при θ → 0 и θ → 1 дают
следующие уравнения:

%S ∂
2
t u− div σS + div

t∫
0

ω(t− s)Dx(u(s)) ds = %Sf при θ → 0,

%F ∂
2
t u−

1

γ
∇divu− 2

µF
τ∗

divD(u− Jtu) + div

t∫
0

ω(t− s)Dx(u(s)) ds = ρF f при θ → 1.

Рис. 4. Зависимость |αθ|/|Q| (кривая 1), |αθ − θR|/|Q| (кривая 2),
|αθ − (1− θ)σS |/|Q| (кривая 3) и |αθ −Q|/|Q| (кривая 4) от θ

Заметим, что предельные уравнения слегка отличаются от соответствующих уравнений
чистых сред и содержат член с тензором ω, который отвечает за память и возникает вслед-
ствие процедуры усреднения. Зависимость |ω(t)|/|αθ| от времени (в секундах) для различных
значений θ приведена на рис. 5.

Отметим, что |ω(t)|/|αθ| практически обращается в нуль при t ∼ 0.05 c. Это говорит о том,
данная память является довольно короткой и член с памятью в (35), содержащий ω, во многих
приложениях можно опустить, если только не присутствуют быстрые осцилляции.
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Рис. 5. Зависимость |ω(t)|/|αθ| от времени для разных значений параметра θ:
кривая 1 соответствует θ = 0.104, кривая 2 — θ = 0.5, кривая 3 — θ = 0.896

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выведенное усреднённое уравнение (35), описывающее пористую среду, насыщенную вяз-
коупругой слабосжимаемой жидкостью Максвелла, включает три основных члена. Два из них,
содержащие тензоры αθ и βθ, относятся к напряжениям. Видно, что полученный материал на-
следует память жидкости Максвелла. Третий интегральный член представляет другой вид
памяти, который является стандартным для процедуры усреднения нестационарных задач
(см., например, [4, 9]).

Все коэффициенты, присутствующие в гомогенизированном уравнении, найдены в явном
виде. Хотя представляющие их выражения довольно сложны, коэффициенты могут быть най-
дены численно при помощи алгоритмов, приведённых в разд. 4. Был проведён тестовый рас-
чёт коэффициентов усреднённого уравнения с использованием доступного некоммерческого
пакета FreeFEM++ для трёхмерного случая, когда пористая среда имеет специфическую гео-
метрию пор. Результаты расчётов показали, что эффект памяти, обусловленный усреднением,
очень мал. Система «забывает» текущую историю за очень короткий промежуток времени.
Поэтому в большинстве приложений (когда отсутствуют высокочастотные колебания) этот
член можно просто опустить. Как и ожидалось, в предельном случае при θ → 0 (объёмная
доля жидкости обращается в нуль, а упругое тело занимает весь объём) усреднённые урав-
нения соответствуют исходной упругой среде, а в пределе при θ → 1 усреднённые уравнения
совпадают с уравнениями, которые используются для описания исходной жидкости.
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Abstract. In this paper, the dynamics of an elastic porous medium saturated with a Maxwell
fluid is investigated. Maxwell fluid belongs to the class of viscoelastic fluids whose deformation
rate tensor is proportional to the sum of the stress tensor and its time derivative. The porous
medium is governed by the equations of linear elasticity. A homogenized model of the structure is
derived by employing the two-scale convergence technique. The model describes a new material
which possesses two kinds of memory. The first memory is inherited from the Maxwell fluid,
the second one is standard for the homogenization of non-stationary problems.
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