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Мы продолжаем изучение фазовых портретов динамических систем, моделирующих
функционирование кольцевых генных сетей, с целью выявления циклов и других геометриче-
ских особенностей этих портретов. Следуя [1–3], где были подробно изложены все биологиче-
ские интерпретации, в качестве модели, описывающей кинетику процессов взаимодействия в
простейших сетях такого типа, рассмотрим динамическую систему с блочно-линейными пра-
выми частями:

dx1

dt
= L1(x3)− k1x1,

dx2

dt
= L2(x1)− k2x2,

dx3

dt
= L3(x2)− k3x3. (1)

Здесь коэффициенты kj постоянны и положительны, ступенчатые функции Lj

Lj(w) =

{
kjaj > 0 при 0 6 w < 1,

0 при 1 6 w,
j = 1, 2, 3,

моделируют отрицательные связи в генной сети.
Аналогичная блочно-линейная система размерности четыре рассмотрена ниже.
В работах [4, 5] было установлено, что условия aj > 1, j = 1, 2, 3, необходимы и доста-

точны для существования периодической траектории (цикла) у системы (1); в дальнейшем
будем предполагать, что эти условия выполнены. Указанный цикл кусочно-гладок, устойчив
и является единственным циклом в инвариантной области, которую для полноты изложения
мы опишем ниже вместе с другими основными построениями, проделанными в тех публика-
циях. В случае k1 = k2 = k3 = 1 соответствующие вычислительные эксперименты для систем
вида (1) были проделаны в [6].

Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект FWNF-2022-0009).
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Рассмотрим в положительном октанте R3
+ параллелепипед Q3 = [0, a1] × [0, a2] × [0, a3].

Для системы (1) область Q3 положительно инвариантна. Это значит, что траектории всех её
точек с ростом t из неё не выходят (см. [4, 7]).

Одним из основных результатов настоящей работы является следующее утверждение.
Теорема 1 (об инвариантной поверхности системы (1)). Если aj > 1 для всех j = 1, 2, 3,

то область Q3 содержит инвариантную поверхность Σ системы (1). Эта поверхность Σ
содержит цикл, найденный в [4].

Так же, как и в [5, 7], разобьём область Q3 проходящими через точку E(1, 1, 1) гиперплос-
костями xj = 1, j = 1, 2, 3, на восемь более мелких параллелепипедов, которые будем называть
блоками и обозначать бинарными мультииндексами: {ε1ε2ε3}, где εj = 0, если для всех точек
рассматриваемого блока выполнено неравенство xj < 1; εj = 1, если для всех точек этого
блока xj > 1. Отметим, что в условиях теоремы 1 точка E лежит во внутренности области Q3.

Как было установлено в [4], все траектории динамической системы (1), начинающиеся
в блоке {001}, проходят через блоки разбиения в соответствии с циклической диаграммой

{001} −−−−→ {011} −−−−→ {010}x y
{101} ←−−−− {100} ←−−−− {110}

(2)

Из каждого блока этой диаграммы траектории системы (1) могут перейти только в один со-
седний блок: в тот, куда указывает соответствующая стрелка. В работе [8] такие блоки на-
зываются одновалентными. Аналогичным образом определяется валентность произвольного
блока B: это количество всех соседних с ним блоков, в которые траектории системы (1) могут
из него переходить. Все одновалентные блоки системы (1) перечислены в диаграмме (2); блоки
{000} и {111} имеют валентность три, циклы системы (1) в трёхвалентные блоки не заходят.

Аналоги этой диаграммы для динамических систем биохимической кинетики других раз-
мерностей известны в литературе под названием State Transition Diagram, State Transition
Graph и т. п. (см. [1, 9]). В старших размерностях комбинаторная структура разбиений анало-
гичных Q3 инвариантных областей и соответствующих диаграмм выглядит гораздо сложнее
(см. [10–12]).

Обозначим черезW1 объединение перечисленных в диаграмме (2) одновалентных блоков.
Эта область, как и Q3, является положительно инвариантной для динамической системы (1).
В работе [4] было показано, что в условиях теоремы 1 траектории всех внутренних точек
областиW1 переходят из блока в блок только через внутренние точки разделяющих их граней
и не проходят через рёбра разбиения Q3.

1. ОПИСАНИЕ ТРАЕКТОРИЙ В ОДНОВАЛЕНТНЫХ БЛОКАХ

Общие грани каждой пары соседних блоков диаграммы (2) обозначим, как и в [4], следу-
ющим образом:

F0 = {101} ∩ {001}, здесь x1 = 1; F1 = {001} ∩ {011}, здесь x2 = 1;

F2 = {011} ∩ {010}, здесь x3 = 1; F3 = {010} ∩ {110}, здесь x1 = 1;

F4 = {110} ∩ {100}, здесь x2 = 1; F5 = {100} ∩ {101}, здесь x3 = 1.

Пусть

ϕ0 : F0 → F1, ϕ1 : F1 → F2, ϕ2 : F2 → F3,

ϕ3 : F3 → F4, ϕ4 : F4 → F5, ϕ5 : F5 → F0
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— сдвиги точек этих граней вдоль траекторий динамической системы (1) внутри каждого
из перечисленных блоков. Аналитическое описание этих траекторий в каждом таком бло-
ке имеет очень простой вид для блочно-линейных динамических систем любой размерности
(см. [8, 13, 14]).

В рассматриваемом трёхмерном случае мы получаем следующие формулы перехода тра-
екторий с грани на грань в диаграмме (2):

F0 → F1 : x
(1)
1 =

[
a2 − 1

a2 − x(0)
2

]k1/k2
; x

(1)
2 = 1; x

(1)
3 = a3 + (x

(0)
3 − a3)

[
a2 − 1

a2 − x(0)
2

]k3/k2
;

F1 → F2 : x
(2)
1 = x

(1)
1 ·

[
x

(1)
3

]−k1/k3 ; x
(2)
2 = a2 + (1− a2)

[
x

(1)
3

]−k2/k3 ; x
(2)
3 = 1.

(3)

Формулы, описывающие остальные переходы ϕj с грани на грань, отличаются от этих двух
только циклическими перестановками индексов; композиция всех перечисленных шести сдви-
гов Π: F0 → F0 является отображением последования Пуанкаре для цикла, существование
которого было установлено в [4]. Обозначим через D∗ точку пересечения этого цикла с гранью
F0 — это неподвижная точка отображения Пуанкаре Π.

Зададим на этой грани, где x1 = 1, 0 6 x2 6 1, 1 6 x3 6 a3, систему координат Oyz, для
которой F0 лежит в положительном октанте R2

+, начало координат расположено в точке E
и y = 1−x2, z = x3−1, 0 6 y 6 1, 0 6 z 6 a3−1. Обозначим через y∗, z∗ координаты точки D∗
и через K2 — прямоугольник y∗ > y > 0, z∗ > z > 0.

Пусть в такой системе координат отображение Пуанкаре Π: F0 → F0 описывается коор-
динатными функциями Ψ = (ψ1(y, z), ψ2(y, z)). Из формул (3) переходов траекторий с грани
на грань и их аналогов, как и в [4, 5], выводятся следующие утверждения.

Лемма 1. Справедливы утверждения:
1) для всех точек P ∈ F0, отличных от начала координат O, выполнены неравенства 0 <
ψ1(P ) < 1, 0 < ψ2(P ) < a3 − 1 и ψj(0, 0) = 0;
2) всюду в F0 первые производные координатных функций ψj строго положительны, а все их
вторые производные строго отрицательны; j = 1, 2.

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ ОБ ИНВАРИАНТНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

Зададим на грани F0 частичный порядок: если координаты двух точек Pa(ya, za)
и Pb(yb, zb) этой грани удовлетворяют неравенствам ya < yb и za < zb, то Pa ≺ Pb (см. [4]).
В той же работе была установлена следующая

Лемма 2. Отображение Пуанкаре является монотонным относительно частичного
порядка ≺, т. е. если Pa ≺ Pb, то Φ(Pa) ≺ Φ(Pb).

Там же для отображения Пуанкаре была вычислена матрица Якоби JΠ(0) в начале коор-
динат y = 0, z = 0; её определитель равен единице, а собственные числа λ1, λ2 положительны
и различны. Пусть λ1 > 1 > λ2.

Теперь перейдём в систему координат OY Z, где ось OY параллельна собственному век-
тору матрицы JΠ(0), соответствующему λ1 > 1 и направленному из точки O во внутренность
грани F0, а направление оси OZ соответствует собственному числу λ2. Все замены переменных
сохраняют ориентацию на этой грани.

В окрестности точки O отображение Пуанкаре Π в координатах OY Z описывается сле-
дующим образом. Если Π(Y0, Z0) = (Y1, Z1), то Y1 = λ1Y0 + G(Y0, Z0); Z1 = λ2Z0 + H(Y0, Z0).
Здесь функции G, H — гладкие, класса C1 при малых |Y | и |Z| и обращаются в нуль вместе
со своими первыми производными в начале координат.

Основные результаты настоящей работы сводятся к проверке условий следующего утвер-
ждения.
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Лемма 8.1 [15, гл. 9]. Пусть A, C — невырожденные постоянные матрицы (d × d)
и (e × e) соответственно, и пусть a = ‖A‖ < 1, 1/c = ‖C−1‖ < 1. Пусть отображение
Π: (Y0, Z0)→ (Y1, Z1) имеет вид

Π: Y1 = CY0 + Y (Y0, Z0), Z1 = AY0 + Z(Y0, Z0),

где Y , Z — функции класса C1 при малых ‖Y0‖, ‖Z0‖, обращающиеся в нуль вместе с первыми
производными при (Y0, Z0) = 0. Тогда существует непрерывное взаимно однозначное отобра-
жение R: u = Φ(Y,Z), v = Ψ(Y, Z) окрестности точки (u, v) = 0, при котором Π переходит
в линейное отображение RΠR−1 = `: u1 = Cu0, v1 = Av0.

Эта лемма и аналогичные утверждения из [16] используются в доказательстве известной
теоремы Гробмана — Хартмана (см. также [17]).

В рассматриваемом нами случае трёхмерной динамической системы d = e = 1, A = λ2 < 1,
C = λ1 > 1. Выберем в окрестности начала координат Ouv отрезок I = [0, ν1] оси Ou; пусть
ν1 = λ1ν0. Точка N0(ν0, 0) ∈ I при отображении ` переходит в точку N1(ν1, 0). Пусть точки
P0, P1 ∈ F0 при описанных выше заменах переменных преобразуются в точки N0 и N1 соот-
ветственно. Тогда Π(P0) = P1 и P0 ≺ P1. Последовательность точек Pk = Π(Pk−1) содержится
в прямоугольнике K2 и при k →∞, монотонно возрастая относительно порядка ≺, стремится
к неподвижной точке D∗ отображения Пуанкаре (см. [4]). При этом отрезок I при замене пе-
ременных (u, v)→ (Y,Z) преобразуется в дугу L1, соединяющую точки O и P1 и содержащую
в себе дугу L0, которая соединяет точки O и P0.

При отображении Пуанкаре дуга L1 переходит в дугу L2, соединяющую O и P2 и содер-
жащую в себе дугу L1, и т. д. Объединение этой последовательности вложенных друг в друга

дуг — это непрерывная дуга L∗ =
∞⋃
k=0

Lk, соединяющая неподвижные точки O и D∗ отобра-

жения Пуанкаре и являющаяся графиком непрерывной монотонно возрастающей функции,
определённой на отрезке [0, y∗]. Траектории точек, лежащих на дуге L∗, образуют искомую
инвариантную поверхность Σ. Теорема 1 доказана. �

Из построений следует, что эта поверхность лежит в инвариантной областиW1 ⊂ Q3, име-
ет с границей этой области в точности одну общую точку E и ограничена циклом, описанным
в работе [4].

3. ИНВАРИАНТНАЯ ПОВЕРХНОСТЬ ЧЕТЫРЁХМЕРНОЙ СИСТЕМЫ

В работе [10] исследовалась аналогичная системе (1) блочно-линейная динамическая си-
стема размерности четыре:

dx1

dt
= L1(x4)− k1x1;

dx2

dt
= Γ2(x1)− k2x2;

dx3

dt
= Γ3(x2)− k3x3;

dx4

dt
= Γ4(x3)− k4x4. (4)

Здесь ступенчатая убывающая функция L1 определяется так же, как и в случае системы (1),
а ступенчатые функции Γj , j = 2, 3, 4, монотонно возрастают и определяются соотношениями

Γj(w) = 0 > 0 при 0 6 w < 1; Γj(w) = kjaj при 1 6 w.

Упрощённая версия этой системы (k1 = k2 = k3 = k4 = 1) изучалась в [1], гладкий её аналог
рассматривался в [9]. Как и при рассмотрении системы (1), в дальнейшем мы предполагаем,
что для всех уравнений системы (4) выполняются соотношения aj > 1; здесь j = 1, 2, 3, 4.
В работе [10] установлено, что параллелепипед Q4 = [0, a1] × [0, a2] × [0, a3] × [0, a4] является
инвариантной областью системы (4) и проходящие через точку E4 = (1, 1, 1, 1) плоскости xj =
1 разбивают его на 16 блоков, которые мы будем нумеровать бинарными мультииндексами
{ε1ε2ε3ε4}, как и в трёхмерном случае.
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Там же была построена диаграмма

{1111} F0={x1=1}−−−−−−−→ {0111} −−−−→ {0011}x y
{1110} {0001}x y
{1100} ←−−−− {1000} ←−−−− {0000}

(5)

которая составлена из всех восьми одновалентных блоков разбиения области Q4. Обозначим
их объединение черезW1. Оставшиеся восемь блоков разбиения области Q4 имеют валентность
три. Идея построения этой диаграммы фактически была описана в [9].

Композиция переходов траекторий системы (4) вдоль стрелок диаграммы (5) задаёт отоб-
ражение Пуанкаре P : F0 → F0 трёхмерной грани, разделяющей блоки {1111} и {0111}. Как
было показано в [10], это отображение монотонно относительно частичного порядка, анало-
гичного описанному выше порядку ≺, и внутренность грани F0 содержит в точности одну
неподвижную точку D∗ отображения P. Траектория этой точки является циклом системы (4).
Указанные в диаграмме (5) переходы с грани на грань описываются формулами, аналогичны-
ми (3).

Зададим на грани F0, где x1 = 1, 1 6 x2 6 a2, 1 6 x3 6 a3, 1 6 x4 6 a4, систему коорди-
нат Oxyz, в которой F0 лежит в положительном октанте R3

+, начало координат расположено
в точке E4 и

x = x2 − 1, 0 6 x 6 a2 − 1;

y = x3 − 1, 0 6 y 6 a3 − 1;

z = x4 − 1, 0 6 z 6 a4 − 1.

Пусть в такой системе координат точка D∗ имеет координаты (x∗, y∗, z∗). Обозначим через K3

параллелепипед 0 6 x 6 x∗, 0 6 y 6 y∗, 0 6 z 6 z∗ и через JP — матрицу Якоби отображения
Пуанкаре P.

Как было установлено в [10], все элементы матрицы Якоби JP(0), вычисленной при x = 0,
y = 0, z = 0, положительны. Нетрудно проверить, что det JP(0) = 1.

Из теоремы Перрона — Фробениуса (см. [18]) следует, что матрица JP(0) имеет положи-
тельное собственное число λ1 > 1, которое является простым корнем характеристического
уравнения этой матрицы и превосходит модули остальных её собственных чисел; соответству-
ющий ему собственный вектор имеет положительные координаты. Отметим, что λ1λ2λ3 = 1.

Для описания линеаризации отображения Пуанкаре P в точке E4 нам потребуется рас-
смотреть все случаи соотношений между собственными числами положительной матрицы раз-
мера 3× 3, у которой определитель равен единице.

1. Пусть λ1 > 1 > |λ2| > |λ3|. В таком случае выполнены условия леммы 8.1 при d = 2,
e = 1 и ‖C‖ = λ1. Рассмотрим в системе координат (u, v, w), линеаризующей отображение
Пуанкаре в малой окрестности точки O, направленный вдоль оси Ou достаточно малый от-
резок [0, ν1] и на нём точку ν0 = ν1/λ1. Здесь и ниже ось Ou соответствует максимальному
собственному числу λ1 > 1.

В этой системе координат точка N0 = (ν0, 0, 0) при отображении Пуанкаре переходит
в точку N1(ν1, 0, 0), а отрезок [0, ν0] — в отрезок [0, ν1]. Точно так же, как в доказательстве
теоремы 1, в параллелепипеде K3 строится монотонно возрастающая (вообще говоря, не глад-
кая) кривая L∗, соединяющая точку E4 с точкойD∗ и инвариантная относительно отображения
Пуанкаре. Траектории точек этой кривой образуют в области W1 инвариантную поверхность.
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2. Случай λ1 > |λ2| > 1 > |λ3| также удовлетворяет условиям леммы 8.1. Здесь d = 1,
e = 2, ‖A‖ = |λ3| < 1, а матрица C диагонализирована в соответствии с её собственными
векторами, отвечающими числам λ1 и λ2.

Точно так же, как в п. 1, в грани F0 строится монотонно возрастающая кривая L∗, со-
единяющая точку E4 с точкой D∗ и инвариантная относительно отображения Пуанкаре. Эта
кривая, как и выше, порождает в области W1 инвариантную поверхность.

3. Пусть λ2 = λ3. Ввиду равенства det JP(0) = 1 эти два собственных числа по модулю
меньше единицы. Отметим, что при |λ2| < 1 норма матрицы J =

(
λ2 1
0 λ2

)
может оказаться

больше единицы. Однако при достаточно большом натуральном m норма матрицы Jm ста-
новится меньше единицы, и при таком m итерация Pm отображения Пуанкаре может быть
линеаризована в окрестности начала координат.

Так же, как и в 1 и 2, в параллелепипедеK3 строится монотонно возрастающая кривая Lm∗ ,
соединяющая точку E4 с точкой D∗, и инвариантная относительно итерации Pm. Эта кривая
порождает в областиW1 поверхность, инвариантную относительноm-й итерации отображения
Пуанкаре.

Будет ли эта поверхность инвариантной относительно отображения Пуанкаре P, пока
неясно.

4. Возможен также случай λ1 > |λ2| = 1 > |λ3|, в котором условия леммы 8.1. не вы-
полнены. Например, собственные числа положительной матрицы M =

( 3 1 1
1/2 1 1/2
1 1 1

)
имеют вид

λ1 = 2 +
√

3 > λ2 = 1 > λ3 = 2−
√

3, и доказательство теоремы Гробмана — Хартмана, вообше
говоря, не гарантирует возможность линеаризации в начале координат отображения R3 → R3,
для которого M является матрицей Якоби.

Из приведённого разбора вариантов вытекает следующая
Теорема 2 (об инвариантной поверхности системы (4)). Если aj > 1 для всех j = 1, 2, 3, 4

и вычисленная в точке E4 матрица Якоби JP(0) отображения Пуанкаре не имеет собствен-
ных чисел, модуль которых равен единице, то область W1 содержит инвариантную поверх-
ность системы (4). Эта поверхность содержит цикл системы (4), описанный в [10].

Доказательства теорем 1 и 2, по-видимому, можно воспроизвести для построения инва-
риантых поверхностей в случае блочно-линейных динамических систем других размерностей,
для которых существование, единственность и устойчивость цикла в одновалентной области
вида W1 уже установлены (см. [11, 13, 14]). Аналогичные построения инвариантных поверхно-
стей для гладких систем размерности шесть проведены в [12].

Наличие инвариантных поверхностей в фазовых портретах нелинейных динамических
систем значительно упрощает качественный анализ поведения их траекторий (см., напри-
мер, [8, 19]).

Авторы искренне благодарны С. А. Кантору за полезные советы и обсуждения, а также
анонимному рецензенту за критические замечания.
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