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Описан новый численный метод решения уравнений идеальной магнитной гидродина-
мики (МГД) на основе метода Годунова, комбинации схем Роу и Русанова и кусочно-
параболического представления решения. Гибридная схема решения задачи Римана свя-
зана с возможностью воспроизводить численное решение без особенностей вдоль направ-
лений, что особенно важно, когда восстанавливаются компоненты скорости и магнитно-
го поля в поперечном направлении. Численный метод реализован в виде программного
комплекса для массивно-параллельных суперЭВМ. На кластере НКС-1П Сибирского су-
перкомпьютерного центра ИВМиМГ СО РАН проведены исследования параллельной ре-
ализации и вычислительные эксперименты. В качестве тестовой для верификации метода
использована задача с аналитическим решением. Рассмотрено численное решение задачи
взаимодействия облака молекулярного водорода с набегающей межзвёздной средой.

Ключевые слова: математическое моделирование, суперкомпьютерные вычисления, вы-
числительная астрофизика.
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ВВЕДЕНИЕ

Магниное поле значительным образом влияет на эволюцию и взаимодействие астро-
физических объектов от космологических масштабов [1, 2] до звёзд [3]. Для изучения вли-
яния магнитного поля на такие объекты необходим аппарат математического моделирова-
ния с использованием новейших суперкомпьютеров, вычислительных методов и параллель-
ных вычислительных технологий [4]. Среди множества кодов для моделирования магнитно-
гидродинамических течений особо отметим следующие три кода:

1) код ATHENA [5], ориентированный на моделирование замагниченной космической
плазмы без учёта гравитации. В коде используется достаточно большое число схем для ре-
шения задачи Римана и различные способы кусочно-полиномиальной реконструкции. Также
используется теорема Стокса для обеспечения бездивергентности магнитного поля.

2) код PENCIL CODE [6] на основе кусочно-разностной схемы высокого порядка точности
с искусственной вязкостью. Для обеспечения бездивергентности магнитного поля используется
метод на основе восстановления электростатического потенциала с помощью решения уравне-
ния Пуассона.

Работа выполнена в рамках государственного задания ИВМиМГ СО РАН (проект 0251-2022-0005).
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3) код ZEUS [7], который построен на основе метода разделения операторов, где конечно-
разностная схема используется для аппроксимации работы сил, а адвективный перенос про-
исходит с использованием кусочно-параболического представления решения.

Разумеется, данный список далеко не исчерпывающий, но эти три кода являются наиболее
значимыми для трёхмерного моделирования замагниченной космической плазмы.

При моделировании магнитно-гидродродинамических течений по направлению ударной
волны имеет место образование особенностей типа карбункул-эффектов. Наличие магнитно-
го поля усложняет задачу, так как в общем случае вектор магнитного поля не сонаправлен
с вектором скорости. Именно этот критерий мы будем использовать при конструкции нашей
гибридной схемы на основе комбинации схем типа PoE [8] и схемы типа Русанова [9] с ис-
пользованием кусочно-параболического представления решения [10] с подходом, изложенным
в работе [11]. Конструкция численного метода позволила сохранить все шаблоны параллель-
ной реализации, которые были нами использованы ранее. В работе мы рассмотрим модель-
ную задачу взаимодействия молекулярного облака с межзвёздной средой. На ней покажем
возможность метода воспроизводить сферическую ударную волну без искажений вдоль линии
координат.

В первом разделе подробно описана вычислительная модель и конструкция численного
метода. Второй раздел посвящён исследованию масштабируемости в слабом и сильном смыс-
лах на кластере НКС-1П. Третий раздел содержит вычислительные эксперименты на задаче
с аналитическим решением и задаче взаимодействия молекулярного облака с межзвёздной
средой.

1. ОПИСАНИЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МОДЕЛИ

Запишем переопределённую систему уравнений магнитной гидродинамики в операторной
форме в трёхмерных декартовых координатах:

∂ρ

∂t
+5 · (ρv) = 0, (1)

∂ρv

∂t
+5 · (ρvv −BB + p∗) = 0, (2)

∂ρE

∂t
+5 · ((ρE + p∗)v −B(B · v)) = 0, (3)

∂ρS

∂t
+5 · (ρSv) = 0, (4)

∂B

∂t
= 5× (v ×B), (5)

5 · (B) = 0, (6)

где ρ — плотность, v — вектор скорости, B — вектор магнитного поля, p = ρε(γ− 1) — газовое
давление, p∗ = p+B2/2 — полное давление, γ — показатель адиабаты, ρE = p/(γ − 1)+ρv2/2+
B2/2 — полная механическая энергия, γ — показатель адиабаты.

Для определения временного шага τ в каждой ячейке расчётной области определяются
скорость звука c =

√
γp/ρ, альфвеновская скорость звука ca = |Bx/

√
ρ|, быстрые cf и медлен-

ные cs магнитные скорости:

cf =

√
(c2 + b2) +

√
(c2 + b2)2 − 4c2c2a

2
, cs =

√
(c2 + b2)−

√
(c2 + b2)2 − 4c2c2a

2
,

где b =
√
B2

x +B2
y +B2

z . После чего шаг по времени выбирается по уравнению

τ = min

(
CFL× h

v + b+ c+ ca + cs + cf

)
,
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где v =
√
v2x + v2y + v2z — модуль вектора скорости, h — шаг по пространству, CFL = 0.2 —

число Куранта. Заметим, что данные скорости используются в части схем Роу и Русанова.
Перед переходом к описанию необходимых уравнений для конструкции схем Роу и Руса-

нова для МГД уравнений опишем подробно механизм построения локальных парабол. Будем
конструировать кусочно-параболическую функцию для произвольного гидродинамического
параметра q(x) на регулярной сетке с шагом h, на интервале [xi−1/2, xi+1/2]. Общий вид пара-
болы имеет следующую форму: q(x) = qLi + ξ

(
∆qi + q

(6)
i (1− ξ)

)
, где qi — значение в ячейке,

ξ = (x− xi−1/2)h
−1, 4qi = qLi − qRi , q

(6)
i = 6

(
qi − 1/2

(
qLi + qRi

))
при условии сохранения консервативности, т. е.

qi = h−1

xi+1/2∫
xi−1/2

q(x) dx.

Для конструирования значений qRi = qLi+1 = qi+1/2 будем использовать интерполяционную
функцию четвёртого порядка точности:

qi+1/2 = 1/2(qi + qi+1)− 1/6(δqi+1 − δqi),

где δqi = 1/2(qi+1 − qi−1). Опишем алгоритм построения параболы в пять шагов.
Шаг 1. Сконструируем значения δqi = 1/2(qi+1− qi−1). Для этого нам необходимо значе-

ние соседних ячеек qi+1, qi−1. Для избежания экстремумов используем модификацию послед-
ней формулы для δqi в виде

δmqi =

{
min{|δqi|, 2|qi+1 − qi|, 2|qi − qi−1|} sgn(δqi), (qi+1 − qi)(qi − qi−1) > 0,

0, (qi+1 − qi)(qi − qi−1) 6 0.

В случае параллельной реализации на архитектурах с распределённой памятью мы должны
сделать обмены одного слоя перекрытия расчётной области средствами MPI. Далее пересчи-
тываются значения на границе с помощью интерполянта четвёртого порядка точности:

qRi = qLi+1 = qi+1/2 = 1/2(qi + qi+1)− 1/6(δmqi+1 − δmqi).

Шаг 2. Для конструирования параболы используем уравнение

∆qi = qLi − qRi , q
(6)
i = 6

(
qi − 1/2

(
qLi + qRi

))
.

В случае немонотонности локальной параболы перестроим значения на границах qLi , q
R
i по

формулам

qLi = qi, qRi = qi,
(
qLi − qi

)(
qi − qRi

)
6 0,

qLi = 3qi − 2qRi , ∆qiq
(6)
i > (∆qi)

2,

qRi = 3qi − 2qLi , ∆qiq
(6)
i < −(∆qi)

2.

Таким образом, граничные значения удовлетворяют условиям монотонности.
Шаг 3. Перестроим параметры параболы с учётом новых значений на границах ячеек:

∆qi = qLi − qRi ,

q
(6)
i = 6

(
qi − 1/2

(
qLi + qRi

))
.
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Стоит отметить, что параболы могут иметь разрыв на границах ячеек, однако в нашем
случае локальные параболы используются как составная часть задачи Римана и этот факт не
должен нас смущать.

Шаг 4. Далее происходит дополнительная монотонизация параболы. Если мы находимся
в области разрыва рассматриваемой функции, тогда введятся дополнительный подправки в
параболу:

qL,+i = qi −
1

4
δmqi qR,+

i = qi +
1

4
δmqi.

Вводим дополнительный критерий η = −h2 δ
2
mqi+1 − δ2mqi−1

qi+1 − qi−1
. В случае, если выполнено одно

из условий

|qi+1 − qi−1| −
min(|qi+1|, |qi−1|, |qi+1|+ |qi−1|)

100
6 0,

qi+1qi−1 > 0,

значение критерия η становится равным нулю. Вес, с которым будут браться в расчётную схему
значения qL,+i и qR,+

i , определяется по формуле } = max(min(20(η − 0.05), 1), 0). Финальные
значения потоков на границе вычисляются по формулам

qLi = (1− })qL,+i + }qLi ,

qRi = (1− })qR,+
i + }qRi .

Последние два значения используются для определения величин qLi и qRi .
Шаг 5. На пятом шаге происходит финальная перестройка параболы с учётом новых

значений на границах ячеек:

∆qi = qLi − qRi ,

q
(6)
i = 6

(
qi − 1/2

(
qLi + qRi

))
.

В результате локальная парабола в каждой ячейке [xi−1/2, xi+1/2] получена.
Для конструирования схемы Роу и Русанова нам необходимо сформулировать уравнения

магнитной гидродинамики в виде квазилинейной гиперболической системы уравнений, запи-

санных для физических переменных
∂u

∂t
+A

∂u

∂x
= 0, где вектор u и матрица A имеют вид

u =



ρ
vx
vy
vz
p
By

Bz


, A =



vx ρ 0 0 0 0 0
0 vx 0 0 ρ−1 By/ρ Bz/ρ
0 0 vx 0 0 −Bx/ρ 0
0 0 0 vx 0 0 −Bx/ρ
0 ρc2 0 0 vx 0 0
0 By −Bx 0 0 vx 0
0 Bz 0 −Bx 0 0 vx


.

Вектор собственных значений Λ и матрицы правых R и левых L собственных векторов имеют
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вид

Λ = (vx − cf , vx − ca, vx − cs, vx, vx + cs, vx + ca, vx + cf )T ,

R =



ραf 0 ραs 1 ραs 0 ραf

−cff 0 −css 0 css 0 cff

Qsβy −βz −Qfβy 0 Qfβy βz −Qsβy

Qsβz βy −Qfβz 0 Qfβz −βy −Qsβz

ρc2αf 0 ρc2αs 0 ρc2αs 0 ρc2αf

Asβy − sgn(Bx)
√
ρβz −Afβy 0 −Afβy − sgn(Bx)

√
ρβz Asβy

Asβz sgn(Bx)
√
ρβy −Afβz 0 −Afβz sgn(Bx)

√
ρβy Afβz


,

L =



0 −
cff
2c2

Qsβy
2c2

Qsβz
2c2

αf

2c2ρ

Asβy
2c2ρ

Asβz
2c2ρ

0 0 −βz/2 βy/2 0 −sgn(Bx)βz
2
√
ρ

sgn(Bx)βy
2
√
ρ

0 − css
2c2

−
Qfβy
2c2

−
Qfβz
2c2

αs

2c2ρ
−
Afβy
2c2ρ

−
Afβz
2c2ρ

1 0 0 0 −1/c2 0 0

0
css
2c2

Qfβy
2c2

Qfβz
2c2

αs

2c2ρ
−
Afβy
2c2ρ

−
Afβz
2c2ρ

0 0 βz/2 −βy/2 0 −sgn(Bx)βz
2
√
ρ

sgn(Bx)βy
2
√
ρ

0
cff
2c2

−Qsβy
2c2

−Qsβz
2c2

αf

2c2ρ

Asβy
2c2ρ

Asβz
2c2ρ



,

где cff = cfαf , css = csαs, Qf = sgn(Bx)cfαf , Qs = sgn(Bx)csαs, Af = αfc
√
ρ, As = αsc

√
ρ.

Нам необходимо доопределить параметры:

(αf , αs) =


(√

c2 − c2s,
√
c2f − c2

)√
c2f − c2s

, B2
y +B2

z > 0,

(1/
√

2, 1/
√

2), B2
y +B2

z = 0,

(βf , βs) =


(By, Bz)√
B2

y +B2
z

, B2
y +B2

z > 0,

(1/
√

2, 1/
√

2), B2
y +B2

z = 0.

Данное разложение достаточно для конструирования потоков Роу, где мы используем класси-
ческий подход, аналогичный работе [8], и потока Русанова из работы [9]. Обозначим соответ-
ствующие потоки FRoe и FRus, итоговый поток будем находить из уравнения

F = k2 × FRoe + (1− k2)× FRus,

где k вычисляется как косинус угла между вектором скорости и вектором магнитного поля:

k =
(~v, ~B)

|~v| × | ~B|
.
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Для выполнения условия ∇ · (B) = 0 мы используем схему, основанную на теореме Сток-

са:
∂B

∂t
= ∇ × (v × B). Для этого по решению задачи Римана определяются значения век-

тора электрического поля E = v × B в узлах расчётной сетки Ex,y,z
i±1/2,k±1/2,l±1/2. Происходит

пересчёт значений магнитного поля с предыдущего шага по времени, расположенных в цен-

тре ячеек, с помощью конечно-разностной схемы уравнения
∂B

∂t
= ∇ × E. Таким образом,

мы получаем соответствующие значения вектора магнитного поля на гранях ячеек Bx
i±1/2,k,l,

By
i,k±1/2,l и Bz

i,k,l±1/2, которые и обеспечивают условие биздивергентности магнитного поля.
Для перехода к значениям вектора B в ячейке осредняем значения по каждому направлению
соответствующих компонент магнитного поля с граней ячейки.

На этапе регуляризации решения происходит корректировка скорости в случае границы
газ-вакуум, где выполняется условие (E − ~v2/2−B2/2ρ)/E > 10−3:

|v| =

√
2
ρE − p(ρ, S)−B2/2

ρ
,

p(ρ, S) — уравнение состояния в зависимости от плотности и энтропии. В остальной области
происходит корректировка, которая гарантирует неубывание энтропии: p = (γ−1)(ρE−ρv2/2−
B2/2). Такая модификация обеспечивает детальный баланс энергий и гарантирует неубывание
энтропии.

2. ИССЛЕДОВАНИЕ ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ РЕАЛИЗАЦИИ

Использование равномерной расчётной сетки в декартовых координатах позволяет ис-
пользовать произвольную декартову топологию для декомпозиции расчётной области. В на-
стоящей работе используется геометрическая декомпозиция расчётной области по одной коор-
динате средствами технологии MPI. В силу линейной алгоритмической сложности алгоритма
в основе кода мы проведём исследования ускорения и масштабируемости программной реали-
зации.

Исследование ускорения кода проводилось на расчётной сетке 2563. Для этого замерялось
время вычислений при различном числе используемых процессов. Ускорение вычислялось по
формуле Q = T1/TK , где T1 — время вычислений на одном MPI-процессе, TK — время вы-
числений при использовании K процессов. Результаты исследований ускорения приведены
в табл. 1.

Т а б л и ц а 1

Исследование ускорения кода
(масштабируемости в сильном смысле)

MPI-процессы Ускорение

1 1.000

2 1.917

4 3.505

8 5.801

16 7.127

32 5.715

Код достаточно быстро насыщается при использовании 16 ядер. По всей видимости, такая
конфигурация узла вполне достаточна для объёма вычислений, соответствующего кусочно-
параболическому методу для решения гиперболических уравнений.
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Проводилось исследование масштабируемости кода на расчётной сетке 256P × 256× 256.
Таким образом, на каждый MPI-процесс приходится размер подобласти 2563. Для этого за-
мерялось время вычислений при различном числе используемых процессов. Аналогично уско-
рению масштабируемость вычислялась по величинам T1 и TK . Результаты исследований мас-
штабируемости приведены в табл. 2.

Т а б л и ц а 2

Исследование эффективности кода
(масштабируемости в слабом смысле)

MPI-процессы Эффективность

1 1.000

2 0.998

4 0.991

8 0.967

16 0.927

32 0.902

64 0.876

96 0.815

Отметим, что эффективность кода достаточно высока и при использовании всех ядер узла
эффективность составляет выше 80 процентов.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

3.1. Задача о распаде произвольного МГД разрыва

Для верификации разработанного численного метода рассмотрим задачу о распаде
магнитно-гидродинамического разрыва в одномерной постановке. Такая задача имеет ана-
литическое решение и содержит все виды волн. Мы рассмотрим область [−5; 10], начальный
разрыв задаётся в нулевой точке, решение будем рассматривать в единичный момент време-
ни. В качестве продольного магнитного поля выбрано значение Bx = 1, показатель адиабаты
выбран равным γ = 5/3. Начальное распределение гидродинамических параметров приведено
в табл. 3.

Т а б л и ц а 3

Начальное распределение параметров

Параметр Слева Справа

ρ 0.5 0.1

vx 0 0

vy 1 0

vz 0.1 0

By 2 2.5

Bz 0 0

p 1 0.1
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Данный тест подробно описан в работе [12]. На рис. 1–3 приведено сравнение точного
решения (тонкая линия) с численным (жирная линия) при использовании 150 ячеек на всю
область моделирования.

Рис. 1. Сравнение численного и аналитического решений:
плотность (a), давление (b)

Рис. 2. Сравнение численного и аналитического решений:
энергия (a), скорость (b, c, d)
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Рис. 3. Сравнение численного и аналитического решений:
y-компонента магнитного поля (a), z-компонента магнитного поля (b)

Отметим, что все волны воспроизведены достаточно корректно, без особой диссипации.
Диссипация ударных волн происходит на две ячейки, что соответствует качеству численных
методов, основанных на кусочно-параболическом представлении решения. В то же время от-
метим значительную диссипацию контактного разрыва в функции плотности и чуть меньшую
в графике полной энергии. При этом функция давления ведёт себя на контактном разрыве до-
статочно корректно. Причина такого поведения решения — энтропийный след. Он образуется
из-за того, что мы снижаем качество его воспроизведения использованием схемы типа Руса-
нова, которая моделирует лишь крайнюю характеристику. В случае Роу схема не имеет таких
проблем, но имеет сложности при воспроизведении энтропийного следа при его попадании
на волну разрежения. Этот факт многократно подтверждён при решении уравнений гидро-
динамики. Тем не менее отметим, что даже при диссипации контактного разрыва в функции
плотности амплитуда и местоположение воспроизведены корректно.

3.2. Задача взаимодействия молекулярного облака с межзвёздной средой

Рассмотрим задачу высокоскоростного взаимодействия молекулярного облака с разре-
жённой межзвёздной средой. Будем рассматривать молекулярное облако в виде статичного
шара с характерными массой, размером и профилями плотности и давления. Набегающий
поток межзвёздного вещества будем моделировать заданием фиксированной скорости в раз-
режённой области вне облака. Такая модель является достаточно простой, но тем не менее
с её помощью мы сможем описать образование сферической ударной волны в начальный мо-
мент взаимодействия. Скорость набегания среды равна v = 450 км/с. Размер молекулярного
облака составляет R = 100 пк, масса 107M�. Профиль плотности и давления выбран в соответ-
ствии с равновесным распределением. Величина вертикального магнитного поля составляет
B0 = 0.05 мкГс. Результаты моделирования приведены на рис. 4.

Результаты моделирования показывают, что образуются две ударные волны: первая сфе-
рическая ударная волна, которая суть отражение межзвёздной среды от молекулярного об-
лака, и вторая внутренняя волна, распространяющаяся к центру облака. Заметим, что обе
волны не имеют особенностей вдоль линий координат. Это достигается той специальной кон-
струкцией численного метода, которая приведена в начале статьи. Здесь мы не рассматриваем
дальнейшее поведение облака, его деформацию и дальнейшую фрагментацию. Этому вопро-
су мы посвятим отдельное исследование в зависимости от скорости набегания межзвёздной
среды.
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Рис. 4. Задача взаимодействия молекулярного облака с межзвёздной средой:
(a) распределение плотности в 103 см−3 в начальный момент времени;

(b) t = 0.5 миллиона лет; (c) t = 0.8 миллиона лет; (d) t = 1 миллион лет.
Для вычислительного эксперимента использовалась сетка в 2563 ячеек

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Описан новый численный метод решения уравнений магнитной гидродинамики и его па-
раллельная реализация в виде программного кода для суперЭВМ. Метод основан на ком-
бинации метода Годунова, схем Роу и Русанова с кусочно-параболическим представлением
решения. Проведены исследования параллельной реализации и вычислительные эксперимен-
ты на кластере НКС-1П. Рассмотрена задача взаимодействия облака молекулярного водорода
с набегающей межзвёздной средой.
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