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Процесс изменения волновой картины в задаче нестационарного деформирования разно-
модульного упругого стержня, подверженного одноосному кусочно-линейному растяже-
нию и последующему сжатию, описан как связанная цепочка локальных решений на по-
следовательных временных интервалах. Указаны все возможные варианты и результаты
столкновений первичных и вторичных сильных разрывов для заданной кусочно-линейной
функции граничных перемещений. Предложен эффективный алгоритм решения одно-
мерных краевых задач динамики деформирования разномодульной упругой среды при
кусочно-линейном граничном условии, основанный на поиске пути в дереве локальных
решений.
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ВВЕДЕНИЕ

Механика деформируемых твёрдых тел развивается как фундаментальное научное на-
правление через диалектическое взаимодействие между объектами исследования (природны-
ми и конструкционными материалами) и теоретическими методами разработки их адекватных
моделей, а также способов решения краевых задач. Линейная теория упругости относится
к наиболее изученным направлениям механики деформирования, однако она недостаточна
для описания свойств большинства природных и конструкционных материалов, демонстри-
рующих различное сопротивление растяжению и сжатию. Так, разномодульностью упругой
стадии обладают горные породы [1], грунты [2], волокнистые и зернистые композиты [3, 4],
различные сплавы [5, 6] и т. д. Одним из способов, позволяющим привлечь известные подходы
линейной теории упругости к моделированию таких материалов, можно считать линеариза-
цию отдельных элементов краевой задачи (краевых условий, дифференциальных уравнений
и т. д.) с сохранением основных нелинейных эффектов различных моделей разномодульной
упругости [7–11].

Наша работа демонстрирует использование такого подхода на примере решения одномер-
ной начально-краевой задачи о поведении полуограниченного стержня из разномодульного
материала под действием одноосной нестационарной нагрузки на его торце. В качестве мо-
дели разномодульной упругой среды в работе приняты соотношения [9]. Для модели [9] и её
обобщённого варианта [10] ранее в [12–14] показано, что сложная неаналитическая зависи-
мость напряжений от деформированного состояния в плоском одномерном случае сводится



Эволюция волновой картины кусочно-линейного одноосного растяжения и сжатия . . . 55

к скачкообразному переключению между двумя простыми соотношениями для констант упру-
гости при смене типа деформации. При этом скорость ударной волны остаётся нелинейной
функцией строящегося решения. Аналогичный вывод для скорости ударной волны в разномо-
дульном стержне с различными модулями Юнга для растяжения и сжатия, симметричными
относительно некоторого среднего значения, сделан в [15, 16]. В остальном задача приобретает
кусочно-непрерывный характер с одномерными волновыми дифференциальными уравнения-
ми в локальных областях деформирования c подвижными границами (волнами деформаций).
Это означает, что все нелинейные эффекты модели сконцентрированы в системе краевых усло-
вий и механизмов эволюции различных волновых фронтов (включая ударные волны) [17], на
которых должны быть согласованы части решения.

Дополнительное упрощение процедуры вычисления полей перемещений и деформаций
можно выполнить путём кусочно-линейной аппроксимации гладкого краевого условия зада-
чи, что приводит к кусочно-постоянной формуле скорости ударной волны вместо её исходной
нелинейной монотонной зависимости [12, 13, 16]. Этот подход развивается нами для краевого
условия в форме кусочно-линейной функции граничного перемещения с произвольным числом
звеньев, которые до некоторого момента времени соответствуют растяжению на конце стерж-
ня, после чего происходит переход к сжатию. В возникающей цепочке локальных кусочно-
линейных решений учитываются эффекты столкновения различных волновых фронтов друг
с другом, образование новых фронтов, изменение скачком скорости ударной волны и т. д. Часть
статьи посвящена разработке алгоритма, автоматизирующего процесс исследования динами-
ки полей перемещений и деформаций в разномодульном стержне при изменении параметров
краевого условия.

1. МОДЕЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ
Считаем, что деформируемая среда изотропная и упругая, деформации малые, процесс

деформирования проходит в адиабатическом режиме без действия массовых сил. С учётом та-
ких предположений записываем систему уравнений, описывающих динамику деформирования
разномодульной изотропно-упругой среды [9]:

∇ · σ = ρ
∂v

∂t
,

ρ

ρ0
≈ 1− I · · e, σ(e) =

∂W (E1, E2)

∂e
,

e =
1

2
(∇⊗ u + (∇⊗ u)T), v =

∂u

∂t
,

W (E1, E2) =
λ

2
E2

1 + µE2 − νE1

√
E2, E1 = I · · e, E2 = I · · e2.

(1)

В (1) все неизвестные функции зависят от декартовых координат x и времени t, σ — тен-
зор напряжений Коши, e — тензор малых деформаций с инвариантами E1(e) и E2(e), I —
единичный тензор, ρ/ρ0 — изменение плотности среды при переходе от начального к теку-
щему состоянию, u и v — вектор перемещений и вектор скорости перемещений точек среды,
∇ — набла-оператор. Механические свойства разномодульного материала в системе (1) заданы
функцией упругого потенциала W (E1, E2) с тремя слагаемыми [9]. Два первых слагаемых с
числовыми коэффициентами λ и µ (параметрами Ламе, если ν = 0) можно сопоставить с ли-
нейной частью модели, третье слагаемое с константой ν отвечает за разномодульные свойства
среды (согласно расчётным и экспериментальным данным [10] считаем, что ν > 0).

Записывая (1) для случая продольного нагружения разномодульного стержня, счита-
ем, что разномодульный материал ведёт себя нормальным образом, т. е. sgn(E1) = sgn(e11),
sgn(e22) = sgn(e33) = − sgn(e11). Тогда из (1) получаем кусочно-линейную зависимость между
напряжением σ = σ11 и деформацией e = e11:

σ(e) =

{
E+e при e > 0,

E−e при e 6 0,
E± = λ+ 2µ− 2

(
λχ± + sgn(e)

ν(1− χ± + χ2
±)√

1 + 2χ2
±

)
, e =

∂u

∂x
, (2)
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где E±, χ± — модуль Юнга и коэффициент Пуассона разномодульной среды [9], зависящие от
её деформированного состояния, u = u(x, t) — продольные перемещения точек среды вдоль оси
стержня x. Значения χ+ для продольного растяжения (e > 0) и χ− для продольного сжатия
(e < 0) вычисляются из уравнения (λ−2χ±(λ+µ))

√
1+2χ2

± = ν sgn(e)
(
1−χ±+4χ2

±
)
, получен-

ного в рамках модельных соотношений (1) из условия отсутствия напряжений на боковой
поверхности стержня. Отметим, что при выбранной форме упругого потенциала [9] значения
модуля Юнга и коэффициента Пуассона при растяжении и сжатии не симметричны отно-
сительно значений соответствующих параметров E0 = µ(3λ + 2µ)/(λ + µ), χ0 = 0.5λ/(λ + µ)
линейной части модели (т. е. E+ < E0 < E−, χ+ < χ0 < χ− при ν > 0, но |E−−E0| 6= |E+−E0|,
|χ− − χ0| 6= |χ+ − χ0|).

Если в силу предположения о малости деформаций в уравнении движения системы (1)
пренебречь слагаемыми с квадратами производных функции перемещений, то его вариант для
продольных перемещений с учётом (2) можно записать как

c2∂
2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, c2 =

{
a2 = E−/ρ0 при e 6 0,

b2 = E+/ρ0 при e > 0,
(3)

где характеристическая скорость c имеет разные значения в зависимости от вида деформи-
рованного состояния: c = a при сжатии, c = b при растяжении. (Далее для определённости
будем рассматривать материалы, у которых a > b.)

Уравнение движения (3) допускает решение в форме Даламбера u(x, t) = f(η) + g(ζ)
(η = t − x/c, ζ = t + x/c), где неизвестные функции f(η) и g(ζ) определяются из краевых
условий задачи. Если краевые условия задают ударное воздействие, то в решении уравне-
ния (3) возникают скачки первых производных всюду непрерывной функции перемещений —
движущиеся поверхности сильных разрывов (волны деформаций). В [13–16, 18] показано, что
в разномодульной среде одномерные сильные разрывы могут появляться не только вследствие
удара по границе, но и при «переключении» значения характеристической скорости, вызван-
ном сменой типа деформированного состояния в динамическом процессе.

Состояния среды в малых окрестностях фронта одномерного сильного разрыва x = S(t)
связываются условием непрерывности перемещений и условиями совместности разрывов пер-
вого порядка [17], которые можно записать для случая продольных малых деформаций в сле-
дующей форме:

u+ − u− = 0, σ+ − σ− = −ρ0Ṡ(t)(v+ − v−), v+ − v− = −Ṡ(t)(e+ − e−). (4)

В (4) Ṡ(t) — скорость движения фронта сильного разрыва x = S(t); верхними индексами «+»
и «−» обозначены значения разрывной функции в малой окрестности перед или сразу за
фронтом S(t) соответственно. Из второго равенства (4) с учётом (2) получаем общую формулу
для вычисления скорости одномерного сильного разрыва в разномодульном стержне:

Ṡ(t) =

√
E−±
ρ0
−
E+
± − E−±
ρ0

e+

e+ − e−
. (5)

Соотношения (4), (5) являются общими для всех одномерных сильных разрывов, возмож-
ных в рамках принятых модельных уравнений (1)–(3). Следуя [18] и обозначая каждый тип
сильного разрыва отдельным символом (для лучшего восприятия дальнейшего изложения),
классифицируем одномерные сильные разрывы по значениям e+ и e− при e+ 6= e−:

e+e− < 0 — ударная волна x = Σ(t), изменяющая тип деформации;
e+e− = 0 — полусигнотон x = γ(t), с одной стороны от которого деформации отсутствуют;
e+e− > 0 — простой разрыв x = ξ(t), сохраняющий тип деформации.
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Применяя такую классификацию к формуле (5), с учётом (2) и (3) можно показать, что
скорость ударной волны Σ(t) в рамках модельных соотношений (1)–(4) удовлетворяет двойно-
му неравенству b < |Σ̇| < a, а полусигнотоны γ(t) и простые разрывы ξ(t) движутся с харак-
теристическими скоростями и бывают быстрыми (|γ̇| = |ξ̇| = a) и медленными (|γ̇| = |ξ̇| = b).
Кроме того, следует добавить, что согласно условию неубывания энтропии [17] ударная вол-
на Σ(t) может изменить тип деформированного состояния только от растяжения к сжатию
(e+|Σ(t) > 0, e−|Σ(t) < 0). В [12] для модели [9] показано, что обратный переход разномо-
дульной среды от одноосного сжатия к растяжению происходит с образованием движущегося
жёсткого слоя, ограниченного быстрым и медленным полусигнотонами. Аналогичные выво-
ды были сделаны в [15, 16, 18] для отличных от [9] модельных соотношений разномодульной
среды.

Перечисленные здесь свойства одномерных сильных разрывов в обобщённом решении
уравнения движения (3) являются основой для представленного далее исследования возмож-
ных путей эволюции волновой картины в разномодульном полубесконечном стержне под дей-
ствием одноосного нестационарного нагружения.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Положим, что разномодульный полубесконечный стержень до нагружения не был дефор-
мирован. Совместим координатную ось x с осью стержня, а точку x = 0 — с концом стержня O.
Пусть с момента времени t0 = 0 перемещение точки O подчиняется кусочно-линейному закону
u(0, t) = u0(t) (см. рис. 1), где

u0(t) =


φ1(t) = k1t, t ∈ [0; t1),

φ2(t) = k2(t− t1) + φ1(t1), t ∈ [t1; t2),

φ3(t) = k3(t− t2) + φ2(t2), t ∈ [t2; t3),

φ4(t) = k4(t− t3) + φ3(t3), t ∈ [t3; +∞),

(6)

что соответствует растяжению-сжатию стержня со сменой режима нагружения в момент вре-
мени t2.

Рис. 1. Краевое условие задачи

Потребуем, чтобы функция (6) имела не менее одной узловой точки в каждом диапазоне
(t0; t2) и (t2; +∞). Можно задать и большее количество дополнительных узлов (например, для
улучшения точности аппроксимации гладкого краевого условия), но это приведёт и к увели-
чению времени численного счёта. Значения угловых коэффициентов k1 < 0, k2 < 0, k3 > 0,
k4 > 0 в (6) вычисляются по заданным координатам узловых точек (ti, φi(ti)):

k1 =
φ1(t1)

t1
, k2 =

φ2(t2)− φ1(t1)

t2 − t1
, k3 =

φ3(t3)− φ2(t2)

t3 − t2
, k4 = − φ3(t3)

t4 − t3
.

Каждая узловая точка функции u0(t) соответствует моменту времени, когда в решении
уравнения (3) возникает первичный сильный разрыв, движущийся от точки O в положитель-
ном направлении оси x. Тип этого разрыва можно определить согласно принятой классифи-
кации по знакам деформаций e+ и e− на соответствующем этапе времени. Для обозначения
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быстрых и медленных фронтов, бегущих от точки O, будем использовать индексы a и b со-
ответственно, а для бегущих в обратном направлении — индексы −a, −b. Таким образом по-
лучаем, что при t = t0 появляется первичный медленный полусигнотон γb (e+|γb=0, e−|γb>0),
t = t1 и t = t3 — моменты времени возникновения первичных простых разрывов ξb и ξa со-
ответственно (e+|ξb>0, e−|ξb>0; e+|ξa<0, e−|ξa<0), при t = t2 появляется первичная ударная
волна Σ (e+|Σ>0, e−|Σ<0).

Помимо первичного пакета сильных разрывов, инициированных кусочно-линейным дви-
жением граничных точек, в решениях краевых задач с модельными соотношениями (1)–(4)
могут возникать вторичные сильные разрывы при попутных и встречных взаимодействиях
фронтов разных типов. Возможность попутного столкновения волн — характерная особен-
ность динамики одноосных деформаций разномодульной среды, где сильные разрывы могут
двигаться с разными скоростями (b < |Σ̇(t)| < a). В [13] рассмотрен случай, когда ударная вол-
на является последним первичным фронтом и попутно взаимодействует только с бегущими
впереди неё первичными медленными разрывами. В настоящей работе последним первичным
фронтом, созданным граничной нагрузкой в момент t3, является быстрый простой разрыв ξa,
который при определённых условиях может догнать первичную ударную волну Σ раньше её
попутного столкновения с идущими впереди медленными фронтами ξb , γb. Таким образом,
кусочно-линейное краевое условие в форме (6) позволяет охватить полный спектр попутных и
встречных взаимодействий сильных разрывов различных типов и исследовать сценарии раз-
вития волновой картины для поставленной задачи динамики одноосных деформаций разно-
модульного стержня.

3. АНАЛИЗ СТОЛКНОВЕНИЙ СИЛЬНЫХ РАЗРЫВОВ

Исследуем возможные случаи взаимодействий сильных разрывов в решении задачи с кра-
евым условием (6) и представим результаты в табличной форме (см. табл. 1). Для этого в верх-
ней строке таблицы запишем первичные разрывы в порядке их следования от точки O. В пер-
вом столбце укажем первичные фронты, которые за расчётное время могут догнать бегущие
впереди более медленные разрывы; сюда же будем добавлять вторичные волны, которые воз-
никают в результате столкновения разнотиповых разрывов и могут участвовать в дальнейшем
развитии волновой картины. В каждую ячейку на пересечении строк и столбцов запишем ре-
зультат взаимодействия соответствующих сильных разрывов — пару вторичных фронтов (пря-
мой и отражённый) в порядке их положения относительно точки O. Возможность попутного
столкновения двух разнотиповых сильных разрывов определим по соотношению их скоростей
и взаимному положению (волны из верхней строки «убегающие», из первого столбца «дого-
няющие» или «встречные»); невозможные варианты обозначим прочерком. Типы вторичных
волн выберем по классификации сильных разрывов с учётом (6) и знаков деформаций e+, e−

в соответствующих интервалах x.

Т а б л и ц а 1

Возможные взаимодействия сильных разрывов

x O ξa Σ∗ ξb γb

ξa − − ξ−aΣ∗∗ (a) − −
Σ∗ − − − ξ−aΣ∗∗ (b) ξ−aγa (c)
ξ−a ξa (d) ξ−aξa (e) − − −

Табл. 1, построенная описанным способом, содержит всего пять случаев (a), (b), (c),
(d), (e), к которым можно отнести все столкновения сильных разрывов в задаче с краевым
условием (6). Все варианты с участием «догоняющей» ударной волны сведены в одну строку,
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с участием «убегающей» ударной волны — в один столбец. Знак «∗» у фронта Σ означает
или отсутствие индекса у первичной ударной волны, или любой индекс у вторичной ударной
волны с изменённой скоростью (Σ̇ 6= Σ̇∗ 6= Σ̇∗∗ 6= . . .), которая согласно (5) зависит от e+, e−.

Обобщая результаты предварительного анализа (табл. 1), укажем закономерности разви-
тия волновой картины в полубесконечном разномодульном стержне при одноосном движении
граничной точки O по кусочно-линейному закону (6):

1) любое столкновение сильных разрывов приводит к возникновению двух вторичных
фронтов — прямого (попутного с положительным направлением оси x) и отражённого (бе-
гущего к точке O), при этом типы новых разрывов могут отличаться от тех, что были до
взаимодействия; два однотипных фронта после встречного столкновения расходятся без изме-
нения типа разрыва;

2) прямые и отражённые вторичные волны также могут участвовать в столкновениях,
производя новые пары сильных разрывов; для каждого такого взаимодействия снова выбира-
ется случай из табл. 1;

3) только ударная волна и быстрый простой разрыв могут быть «догоняющими»; медлен-
ные разрывы – всегда «убегающие»;

4) если стадия сжатия продолжается при любом t > t2 после стадии растяжения, то
при столкновении любых сильных разрывов отражённым фронтом всегда является быст-
рый простой разрыв ξ−a независимо от количества узлов функции u0(t) на интервалах
t ∈ [0; t2)∪(t2; +∞);

5) попутное столкновение ударной волны Σ∗ с любым сильным разрывом («убегающим»
медленным или «догоняющим» быстрым) приводит к скачкообразному изменению её скорости,
которую согласно (5) и (3) можно вычислить как

Σ̇∗(t) =

√
a2 − (a2 − b2)

e+

e+ − e−
, e± = e±(Σ∗, t). (7)

4. ВЫБОР СЦЕНАРИЯ РАЗВИТИЯ ВОЛНОВОЙ КАРТИНЫ

Принимая во внимание перечисленные закономерности, общее решение задачи будем стро-
ить в виде совокупности локальных волновых картин на последовательных этапах времени,
которые задаются узловыми точками условия (6) и моментами времени столкновений сильных
разрывов. Решение на актуальном локальном этапе с соответствующей линейной частью (6)
строится с учётом решения предыдущего этапа. Такой рекуррентный способ был использован
ранее в [13] для задачи о растяжении-сжатии разномодульного упругого полупространства, где
гладкая нелинейная функция граничного перемещения аппроксимировалась линейным сплай-
ном с одним промежуточным узлом на этапе растяжения и линейным законом на этапе сжатия.

Пусть Θ — множество точек, разбивающих открытый интервал t > 0 на отдельные этапы.
Основными элементами такого разбиения являются моменты t0, t1, t2, t3 из условия (6). В про-
цессе решения будем добавлять в множество Θ точки T1, T2, . . ., соответствующие моментам
времени столкновения сильных разрывов между собой и моментам времени отражений ξ−a от
граничной точки O. Считаем, что все моменты в Θ различны. Очерёдность таких инцидентов
не единственна и зависит от целого ряда факторов: положения узлов функции граничного
перемещения, текущего распределения перемещений и деформаций в интервалах между силь-
ными разрывами, механических параметров разномодульного материала в модели [9]. Сле-
довательно, переход актуальной волновой картины к следующей изменённой конфигурации
также может происходить не единственным образом.

Возможные сценарии эволюции волновой картины в описанной задаче представим в виде
маркированного дерева локальных решений (рис. 2). Метка каждого узла дерева соответствует
одному из возможных локальных решений в табл. 2, полученных с использованием табл. 1
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в качестве предиктора волновых картин. Сильные разрывы в локальных решениях (табл. 2)
расположены в порядке возрастания их координат относительно точки O. Для каждого узла-
потомка указана причина его возникновения (связь с родителем) — граничное перемещение (6)
или один из инцидентов (a)–(e) (табл. 1).

Рис. 2. Маркированное дерево локальных решений для задачи с краевым условием (6)

Решения в узлах 1–9 включают ударную волну, а в узлах 10–21 соответствуют време-
ни, когда ударная волна уже догнала все идущие впереди медленные разрывы и вышла в
недеформированную область, превратившись в быстрый полусигнотон γa (e+ = 0, e− 6= 0).
Узлы 1–3 и 10–13 описывают состояния при t < t3 (т. е. до образования первичного быстрого
простого разрыва ξa). Узлы с более чем одним потомком соответствуют локальным решениям,
допускающим различные сценарии развития.

Корневым узлом 1 на рис. 2 считаем локальное решение Σξbγb, поскольку именно оно до-
пускает первое ветвление в общем решении задачи. Цепочка из трёх локальных решений, одно-
значно описывающих последовательное возникновение первичных сильных разрывов γb, ξb, Σ
в моменты времени t0, t1, t2, в дерево не включена из-за ограниченного объёма статьи. По
этой же причине многоточием на рис. 2 обозначены некоторые поддеревья с большим количе-
ством узлов ветвления или большой глубиной листьев с меткой 21, соответствующим итоговой
волновой картине ξaξaξaγa в табл. 2.

В каждом локальном решении (табл. 2) движущиеся сильные разрывы делят всю дефор-
мированную область на отдельные интервалы. Таким образом, перемещение u(x, t) в каждый
момент времени является кусочно-линейной по x функцией, у которой подвижные узловые
точки совпадают с текущими координатами сильных разрывов. При переходе некоторого ло-
кального решения к следующему состоянию в момент θi ∈ Θ появляется только один новый
интервал Ωi и, возможно, одновременно исчезает один из существующих, если причина пере-
хода — инцидент из табл. 1. Решение уравнения движения (3) в каждом новом интервале Ωi

будем искать в форме

ui(x, t)|x∈Ωi, t>0 = Ai +Bi(t− θi) + Cix, Ωi = [xL, xR], θi ∈ Θ, i = 1, 2, . . . , (8)
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Таб л и ц а 2

Узлы дерева локальных решений

Узел Локальное решение Потомки (связи)

1 Σξbγb 2(b), 4(6)

2 ξ−aΣ∗γ
b 3(d), 6(6), 10(c)

3 ξaΣ∗γ
b 2(a), 9(6), 12(c)

4 ξaΣ∗ξ
bγb 5(a), 6(b)

5 ξ−aΣ∗ξ
bγb 4(d), 7(b)

6 ξaξ−aΣ∗γ
b 8(e), 16(c)

7 ξ−aξ−aΣ∗γ
b 6(d), 15(c)

8 ξ−aξaΣ∗γ
b 7(b), 9(d), 17(c)

9 ξaξaΣ∗γ
b 6(b), 14(c)

10 ξ−aξ−aγa 12(d), 16(6)

11 ξ−aξaγa 13(d), 19(6)

12 ξaξ−aγa 11(e), 14(6)

13 ξaξaγa 21(6)

14 ξaξaξ−aγa 19(e)

15 ξ−aξ−aξ−aγa 16(d)

16 ξaξ−aξ−aγa 17(e)

17 ξ−aξaξ−aγa 14(d), 18(e)

18 ξ−aξ−aξaγa 19(d)

19 ξaξ−aξaγa 20(e)

20 ξ−aξaξaγa 21(d)

21 ξaξaξaγa –

где xL, xR — левая и правая границы интервала Ωi; коэффициенты Ai, Bi имеют размер-
ность [м] и [м/сек] соответственно, коэффициент Ci — безразмерный. Если интервал Ωi об-
разовался в результате столкновения двух сильных разрывов, то координаты его подвижных
границ вычисляются в (8) как xL = Xi + ẋL(t − θi), xR = Xi + ẋR(t − θi), где Xi — коорди-
ната столкновения, ẋL, ẋR — скорости движения точек xL и xR соответственно. Если интер-
вал Ωi располагается между точкой O и ближайшим к ней сильным разрывом, то xL = 0,
xR = ẋR(t− θi).

Для определения коэффициентов Ai, Bi, Ci в (8) воспользуемся условиями непрерывности
перемещений на границах интервала Ωi:

ui(xL, t) = uL(xL, t), ui(xR, t) = uR(xR, t). (9)

Перемещения uL(xL, t), uR(xR, t) в (9) можно представить в форме, аналогичной (8):

uL(xL, t) = AL +BL(t− θL) + CL(Xi + ẋL(t− θi)),
uR(xR, t) = AR +BR(t− θR) + CR(Xi + ẋR(t− θi)),

(10)

где θL, θR — моменты времени возникновения решений uL(x, t), uR(x, t) в «соседних» с Ωi ин-
тервалах ΩL, ΩR, для которых коэффициенты AL, BL, CL, AR, BR, CR уже известны из преды-
дущих этапов решения. Здесь стоит отметить, что границы интервалов ΩL, ΩR с течением
времени продолжают двигаться и изменяться, в том числе за счёт «набегания» на них рас-
ширяющегося интервала Ωi. Если уравнения (9) записываются для интервала Ωi = [O, xR],
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то uL(xL, t) = u0(t); если xR — передний фронт граничных возмущений (γb или γa), то
uR(xR, t) = 0.

Подставляя (8), (10) в (9) и приравнивая коэффициенты при (t − θi), получаем систему
уравнений относительно неизвестных Ai, Bi, Ci:

Ai + CiXi = AR +BR(θi − θR) + CRXi,

Bi + CiẋR = BR + CRẋR,

Bi + CiẋL = BL + CLẋL.

(11)

Если в (11) обе границы интервала Ωi = [xL, xR] — вторичные сильные разрывы, то
левая граница xL = ξ−a всегда движется со скоростью −a (табл. 1), а правой границей xR
могут быть быстрые разрывы (ξa, γa), медленные разрывы (ξb, γb) или ударная волна (Σ∗).
Скорости быстрых и медленных разрывов постоянны и равны a и b соответственно, поэтому
при xR ∈ {γb, γa, ξb, ξa} система уравнений (11) замкнута. Если правая граница интервала Ωi —
ударная волна, то для вычисления её неизвестной скорости ẋR = Σ̇∗ к трём уравнениям (11)
необходимо добавить уравнение, полученное из (7) с учётом (8), (10):

Σ̇∗(θi) =

√
a2 − (a2 − b2)

CR
CR − Ci

. (12)

Теперь вернёмся к вопросу выбора пути от корневого узла 1 до одного из листьев с мет-
кой 21 на дереве решений (рис. 2). Как уже было сказано выше, эволюция общего решения
от недеформированного состояния до итоговой волновой картины ξaξaξaγa (узел 21 в табл. 2)
определяется очерёдностью возникновения сильных разрывов за счёт граничного перемеще-
ния (6) и различных взаимодействий (a)–(e) (табл. 1). Для инцидентов (a), (b), (c) и (e) мо-
мент времени столкновения двух сильных разрывов с координатами xk(t) = Xk + ẋk(t − θk)
и xl(t) = Xl + ẋl(t− θl) (Xk 6= Xl, θk 6= θl) вычисляется из условия совпадения их фронтов:

xk(T
(∗)) = xl(T

(∗)) =⇒ T (∗) =
Xl −Xk + ẋkθk − ẋlθl

ẋk − ẋl
, (∗) ∈ {(a),(b),(c),(e)}. (13)

Момент времени отражения вторичного фронта xk(t) = ξ−a от границы O (случай (d)
в табл. 1) определяется аналогично:

Xk − a(T (d) − θk) = 0 =⇒ T (d) =
Xk

a
+ θk. (14)

Моменты времени t0, t1, t2, t3, когда возникают первичные разрывы, уже заданы краевым
условием (6).

Если некоторый узел дерева решений имеет несколько путей перехода к следующей вол-
новой картине, то для выбора конкретного направления необходимо согласно (13), (14), (6)
определить моменты времени появления всех потомков этого узла и из полученных значений
выбрать наименьшее. Именно это значение включается в множество Θ и используется как θi
(в паре с соответствующей ему координатой Xi = xk(θi)) в системе (11), (12) для вычисления
коэффициентов функции перемещения ui(x, t) на новом интервале Ωi, который возник при
переходе к выбранному узлу (рис. 2).

5. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Результаты разделов 3 и 4, описывающие процесс решения поставленной краевой задачи,
можно представить в алгоритмической форме. Для выбора сценария динамического изменения
волновой картины используем дерево локальных решений (рис. 2) и соответствующую ему
таблицу узлов (табл. 2).
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Шаг 1. Объявляем корневой узел 1 с волновой картиной Σξbγb текущим узлом и стро-
им для него первые три локальных решения. Для этого определяем перемещения (8) в трёх
интервалах Ω1, Ω2, Ω3, последовательно появившихся на этапе t ∈ [t0, t2]:

u1(x, t) = A1 +B1t+ C1x, x ∈ Ω1 = [b(t− t1), bt], t > (θ1 = t0),

u2(x, t) = A2 +B2(t− t1) + C2x, x ∈ Ω2 = [Σ̇(t− t2), b(t− t1)], t > (θ2 = t1),

u3(x, t) = A3 +B3(t− t2) + C3x, x ∈ Ω3 = [0, Σ̇(t− t2)], t > (θ3 = t2).

(15)

Неизвестные коэффициенты Ai, Bi, Ci и скорость Σ̇ в (15) вычисляем из (11), (12) с учётом (6):

A1 = 0, B1 = k1, C1 = −k1/b, A2 = φ1(t1), B2 = k2, C2 = −k2/b,

A3 = k2t1 + φ1(t1), B3 = k2(1− Σ̇/b) +RΣ̇/a, C3 = −R/a,

Σ̇ =

√
a2 − (a2 − b2)

k2/b

k2/b−R/a
, R =

(
a

b
+
b

a

)
k2 +

√(
a

b
+
b

a

)2

k2
2 − 4k3(2k2 − k3) .

Границы интервалов Ω1, Ω2, Ω3 в (15) соответствуют своему текущему положению в локальной
волновой картине корневого узла 1, при этом левая граница каждого Ωj , j = 1, 2, 3, совпада-
ет с точкой O до тех пор, пока от конца стержня не отойдёт следующий сильный разрыв,
образующий новый интервал.

Шаг 2. Если текущий узел имеет более одного потомка, то согласно (6), (13), (14) вы-
числяем моменты времени возникновения всех потомков текущего узла, выбираем из них
минимальное значение, смещаемся к соответствующему потомку и переходим к шагу 3,
иначе смещаемся к единственному потомку текущего узла и переходим к шагу 3.

Шаг 3. Перемещение ui(x, t) на новом интервале Ωi, появившемся у текущего узла (вы-
бранного потомка), строим согласно (8), (11), (12) с учётом актуальной части краевого усло-
вия (6) и предыдущих решений в «соседних» интервалах ΩL, ΩR.

Шаг 4. Если текущий узел — лист с меткой 21, соответствующий итоговой волновой
картине ξaξaξaγa (которая уже не будет меняться с течением времени, если краевое условие
задачи задано в форме (6)), то переходим к шагу 5, иначе возвращаемся к шагу 2.

Шаг 5. Стоп.
Программная реализация алгоритма выполнена в системе компьютерной алгебры

Maxima 5.45.1 с использованием графического интерфейса wxMaxima 21.05.02 (свободное ПО
с лицензией GNU GPL).

Описанный алгоритм может быть сравнительно легко адаптирован к решению других
одномерных задач динамики разномодульного материала с любой формой кусочно-линейного
краевого условия, соответствующей произвольному режиму одноосного граничного нагруже-
ния. Для адаптации алгоритма к конкретному режиму нагружения необходимо изменить (до-
полнить) список возможных взаимодействий сильных разрывов (табл. 1), а затем произвести
соответствующую трансформацию списка узлов и их потомков (табл. 2) в дереве локальных
решений.

6. РЕЗУЛЬТАТЫ РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Получим несколько сценариев решения динамической краевой задачи (1)–(7) для одного
и того же разномодульного материала, сохраняя общую конфигурацию краевого условия (6)
и изменяя только некоторые его параметры.

Константами при вычислениях объявляем:
— механические параметры разномодульного материала λ = 19, 8ГПа, µ = 26, 9ГПа,

ν = 15, 3ГПа, ρ0 = 7600 кг/м3 [10] (скорости a, b находим по заданным λ, µ, ν, ρ0 из (3), (2));
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— уровень граничного перемещения (6) в фиксированные моменты времени t0 = 0, t2 =
0, 5 · 10−3 с и t4 = 0, 8 · 10−3 с: φ0(t0) = φ4(t4) = 0, φ2(t2) = −0, 005м.

Изменяемыми параметрами краевого условия (6) считаем моменты времени t1, t3 и соот-
ветствующие им значения φ1(t1), φ3(t3).

В табл. 3 представлены результаты решения краевой задачи для выбранного разномодуль-
ного материала при разных значениях изменяемых параметров t1, φ1(t1), t3, φ3(t3). Получены
три последовательности локальных решений (сценарии A, B, C), которые различаются коли-
чеством и порядком следования волновых картин (узлов из табл. 2).

Т а б л и ц а 3

Результаты решения краевой задачи

Сценарий t1 · 10−3 с φ1(t1) · 10−3 м t3 · 10−3 с φ3(t3) · 10−3 м
Последовательность
локальных решений

А 0, 45 −4, 9 0, 74 −4, 0 1–2–6–8–9–6–8–7–6–16–17–18–19–20–21
B 0, 30 −4, 5 0, 60 −4, 0 1–4–6–8–7–6–8–9–14–19–20–21
C 0, 30 −4, 5 0, 75 −1, 5 1–4–6–8–9–6–16–17–18–19–20–21

Выбирая другие разномодульные материалы или изменяя координаты и количество уз-
ловых точек в условии (6), таблицу сценариев решения краевой задачи можно продолжить,
если общая конфигурация функции u0(t) сохранится (т. е. после стадии сжатия не произойдёт,
например, остановка движения точки O или повторное растяжение стержня). Однако следует
отметить, что решение задачи с помощью дерева (рис. 2) может зациклиться при попадании на
«бесконечную» ветвь (например, 2–3–2–3–. . . , 4–5–4–5–. . . , 6–7–8–6–7–8–. . . в табл. 2), поэтому
при вычислениях необходимо ограничивать максимальную длину пути от корневого узла 1 до
листа 21.

Характеристические плоскости с диаграммами сильных разрывов для каждого получен-
ного сценария (табл. 3) показаны на рис. 3. Тип деформированного состояния обозначен рим-
скими цифрами и фоном разной интенсивности: прозрачная область 0 не деформирована,
светлая область I соответствует растяжению, тёмная область II — сжатию.

Сильные разрывы, разделяюшие области I и II на подобласти локальных решений, отме-
чены на рис. 3 значениями их скоростей. Полусигнотоны и простые разрывы движутся с ха-
рактеристическими скоростями: медленные фронты растяжения — со скоростью b, быстрые
фронты сжатия — со скоростью a или −a в зависимости от направления движения.

Ударная волна, разделяющая области растяжения и сжатия, обозначена на рис. 3 тол-
стой линией. Её скорость (7) в результате серии столкновений с медленными и быстрыми
фронтами изменяется от начального значения Σ̇(t2) до скорости быстрой характеристики a,
когда ударная волна выходит в недеформированную зону 0. Соответствующие трансформации
происходят и с фронтом ударной волны, что хорошо видно на всех диаграммах на рис. 3.

Поэтапное изменение распределения продольной деформации e(x̃, t) в разномодульном
стержне при развитии решения динамической задачи по сценарию B={1–4–6–8–7–6–8–9–14–
19–20–21} представлено на рис. 4. Графики для сценариев A и С здесь не представлены из-
за ограничения на объём статьи. Ось x̃ на каждом графике масштабирована на координату
переднего волнового фронта, входящего в локальное решение: x̃ = x/γb (x̃|γb = 1) или x̃ = x/γa

(x̃|γa = 1); числовые значения t для узлов сценария B указаны в подписи к рис. 4 и обозначены
соответствующими номерами на рис. 3(b).

Диаграммы сильных разрывов на рис. 3 показывают, что область сжатия II позади удар-
ной волны формируется с течением времени не только за счёт сжимающего воздействия на то-
рец стержня при t > t2, но и вследствие многократных отражений быстрых простых разрывов
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Рис. 3. Диаграммы сильных разрывов для сценариев A, B, C

от ударного фронта и границы x = 0. Изменяя положение точек t1, t3 в краевом условии (6),
можно управлять моментом первого отражения. При различных значениях t1, t3 первый от-
ражённый фронт ξ−a может появиться в решении как до возникновения первичного простого
разрыва ξa (рис. 3(a)), так и после него (рис. 3(b,c)). Последующие процессы отражения и вза-
имодействия вторичных простых разрывов ξa и ξ−a продолжают влиять на распределение
деформаций сжатия за ударной волной даже после её выхода в недеформированную зону 0.

Из графиков на рис. 4 следует, что итоговое поле деформаций сжатия (локальная диа-
грамма 21) складывается из нескольких интервалов с различным уровнем e < 0. Количество
таких локальных интервалов при любом сценарии решения задачи совпадает с суммарным ко-
личеством первичных сильных разрывов, возникших за всё время деформирования стержня
как на этапе сжатия (t > t2), так и на этапе растяжения (t ∈ [0; t2)). Это объясняется тем, что
ударная волна, двигаясь со скоростью выше b, последовательно уничтожает бегушие впереди
медленные фронты и интервалы предварительного растяжения и одновременно транслирует
информацию о локальных решениях из этих интервалов в область сжатия позади себя.

Отметим, что решения, подобные представленным в графической форме на рис. 3 и 4,
могут возникать только в разномодульном материале и их невозможно построить для анало-
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Рис. 4. Распределение продольной деформации в стержне при t = 0,510; 0,610; 0,777; 0,808;
0,950; 1,007; 1,149; 1,291; 1,461; 1,589; 1,731; 2,172 [·10−3 c] (сценарий B)

гичной постановки задачи в рамках линейной упругости. Таким образом, полученные резуль-
таты показывают, что физическая нелинейность модели разномодульной среды [9] сохраняется
даже при одновременной кусочной линеаризации модельных соотношений (1)–(4) и краевого
условия (6).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Показано, что в зависимости от соотношения моментов времени перехода к новому зве-
ну краевого условия (6) и моментов времени взаимодействия сильных разрывов между собой
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общее решение описанной краевой задачи определяется однозначно как путь по дереву ло-
кальных решений (рис. 2). Что особенно важно, наличие таких путей решения не зависит от
количества узловых точек функции граничных перемещений u(0, t) = u0(t).

Таким образом, полученные результаты можно считать демонстрацией эффективного
подхода к моделированию динамики одномерного деформирования разномодульной среды [9].
Представленный в статье подход фактически сводит задачу к решению алгебраических урав-
нений и тем самым показывает достаточно эффективное применение кусочной линеаризации
краевых условий (в том числе в качестве аппроксимации исходно нелинейной функции) для
конструирования методов точного и приближённого решений краевых задач в нелинейной
модели разномодульной среды [9].
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